SveuiliSte u Zagrebu
Fakultet kemijskog in enjerstva i tehnologije
Zavod za matematiku

SEMINARSKI RAD

Lotka — Volterra model

STUDIJ: Diplomski studij Ekoin enjerstvo
KOLEGIJ: Uvod u matematke metode u in enjerstvu

PREDMETNI NASTAVNIK:
Dr. sc. lvica Gusi, redovni profesor

ASISTENT:
Dr. sc. Miroslav Jerkovi viSi asistent

Zagreb, lipanj 2010. godine

STUDENTI:
Iva Kova
Sonja Omerzo



w

o o

1. UVOD

SADR AJ

2. LOTKA - VOLTERRA MODEL

2.1.

2.2.
2.3.

2.4.

AUTOKATALITI
3.1.

Lotka — Volterra jednad be
2.1.1. Fizikalno zna enje jednad bi
2.1.2. Plijen
2.1.3. Grabe ljivac
RjeSenja jednad be
Primjer problema
2.3.1. Dinamika sustava
Ravnote a populacije
2.4.1. Stabilnost fiksnih to aka
24.1.1. Prva fiksna to ka

2.4.1.2. Druga fiksna to ka

KE REAKCIJE

Idealizirani primjer Lotka-Volterra jednad be

PRIMJER LOTKA-VOLTERRA MODELA U MATHEMATICI

4.1.

4.2.
4.3.
4.4,

4.5.

ZAKLJU AK
LITERATURA

Promjena stope rasta grabe ljivaca rg

Promjena stope rasta plijena rp
Promjena stope napada grabe ljivca a
Promjena stope umiranja grabe ljivca bez plijena

Promjena po etnih uvjeta

b



1. uvOoD

Lotka-Volterra model tj. grabe ljivac-plijen model, u paku je predloio Alfred J.
Lotka u "Teoriji autokatalitikin kemijskih reakcija", 1910. godine. To su zapravo lodisti
jednad be, koje je izveo Pierre Frangois Verhulst. 1920. godine Lotka n@d®bSiren
putem Kolmogorovog modela za "organski sustav" pambiljnih vrsta i biljojedne
ivotinjske vrste, a od 1925. godine se najviSe Koristi za analizu jednadteeakcije
grabe ljivac-plijen. Vito Volterra, koji je stvorio statisku analizu ulova riba u Jadranu,
samostalno je istraivao jednad be u 1926. godini. C.S. Holling proSirmv@gg model jos
jednom, 1959. godine u dva rada, u kojima je predloio ideju funkcionalnog odgovora.
Lotka-Volterra model i Hollingovo proSirenje su koriSteni za modeje& populacije losa i
vuka u Isle Royale Nacionalnom parku, te su sa preko 50 objavljenih radm@a ¢d

najboljih studija odnosa grabe ljivac-plijen.

Populacije grabe ljivca i plijena mogu utjecati jedni drugima naléciju. Ona
ivotinjska vrsta u prirodi koja ima bolje sposobnosti pronala enja i jatglijena bit e
definirana kao grabe ljivac, doke slabija vrsta koja ima potrebu samo braniti se, tj. ne biti
pojedena, biti definirana kao plijen. Osobine tih dviju vrsta nisu kompatibtimeitiee na
dinamiku populacija grabe ljivca i plijena. Dinanki odnos izmeu grabe ljivca i plijena je

jedna od dominantnih tema ekologije.



2. LOTKA - VOLTERRA MODEL
2.1. Lotka — Volterra jednad be

Lotka-Volterra jednad be taker su poznate kao jednad be grabe ljivac-plijen. To su
nelinearne diferencijalne jednad be prvoga reda kojeesto koriste za opisivanje dinamike
bioloSkih sustava u kojima djeluju mesobno dvije vrste, jedan grabe ljivac i jedan plijen.

Oni se razvijaju u vremenu prema jednad bama:

dax _

dy

ar —y(y — o) 2)
gdje je:

*y — broj grabe ljivaca (na primjer, vuk);

* X - broj plijena (na primjer, kunj;

* dy/ dt i dx/dt — brzina rasta dviju populacija s vremenom,;
*t - vrijeme, i

*a, , |1 - parametri koji predstavljaju interakciju dviju vrsta.

2.1.1. Fizikalno zna enje jednad bi

Lotka-Volterra model zasnovan je na temelju pretpostavki o okolini i evoluciji

populacije predatora i plijena:

1. Populacija plijena pronalazi dovoljno hrane u svakom trenutku.
2. Zalihe hrane za predatora ovise iskija o populaciji plijena.
3. Stopa promjene populacije je proporcionalna njegovojineli

4. Tijekom procesa, okoliS se ne mijenja u korist jedne vrste i genetska prilag@goag.



Kako su koriStene diferencijalne jednad be, rjeSenja su realna (deternkiajsti
kontinuirana. To podrazumijeva da se populacije obje vrste, plijena i predatora, kontinuirano

preklapaju, tj. populacija predatora prati populaciju plijena sa malim zaostatkormenre

2.1.2. Plijen

Nakon mno enja jednad ba (1), postaje:

3)

Kada bi pretpostavili da plijen ima neograsme zalihe hrane i kada ne bi bilo grabe ljivaca,
razvijao bi se eksponencijalno u vremenu t. Taj eksponencijalni rast predatavign
jednad be. Pretpostavlja se da je stopa grabe ljivaca na plijen proporciongimassretanja
grabe ljivaca i plijena, Sto je opisanoxy lanom. Ako su x ili y u drugomlanu jednad be

jednaki nuli tada nema istrebljivanja.

Jednad ba prikazuje promjenu u populaciji plijena; stopa rasta plijena umanjena za

stopu susretanja grabe ljivca i plijena (plijen je pojeden od grabe ljivca

2.1.3. Grabe ljivac

Kad se pomno i jednad ba (2), jednad ba grabe ljivca postaje:

d
= = bay — qy.

dt 4)

U ovoj jednad bi, xy predstavlja stopu rasta populacije grabe ljivaca. Dria jednad be
- y predstavlja stopu izumiranja grabe ljivca, bilo zbog prirodmetsili emigracije, Sto

dovodi do eksponencijalnog pada grabe ljivca.



Jednad ba prikazuje promjenu u populaciji grabe ljivca; porast dgskranom umanjeno
za prirodnu smrt ili emigraciju.

2.2. RjeSenjajednad be

Jednad be imaju periodna rjeSenja koja nemaju jednostavniuzsazsiu uobiajenih
trigonometrijskih funkcija. Meutim, linearizacija jednad bi daje rjeSenja sla

jednostavnom harmonijskom gibanju peimu populacija grabe ljivca slijedi gibanje plijena.

2, —— plijen
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Slika 1. Promjena populacija grabe ljivca i plijena u vr.emenu

2.3. Primjer problema

Pretpostavimo da postoje dvije vrste ivotinja, pavijan (plijegepard (grabe ljivac).
Ako su poetni uvjeti pavijana 80 i geparda40, mo e se prikazati naprddid vrste u
nekom odreenom vremenu. Vremenski interval je proizvoljan.
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Slika 2. Promjena populacija u vremenu na primjeru pavijana i geparda

Tako er se mogu prikazati parcijalna rjeSenja koja odgovaraju prirodnoj osqiapijiacija
dviju vrsta. Ovo rjeSenje je u stanju dinaka ravnote e. U bilo kojem vremenu ove faze,
sustav se nalazi negdje unutar elipith rjeSenja (koje su prikazane krivuljama). Ne postoje
posebni poetni uvjeti unutar granica ciklusa, a time niti stabilno rjeSenje utira, uvijek se

posti e neki konani rezultat.
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Slika 3. Parcijalna rjeSenja prirodne oscilacije populacija grabedjiyalijena

Ovi grafovi jasno pokazuju ozbiljan problem za ovaj bioloSki model: u svakom
ciklusu, populacija pavijana se smanjuje na iznimno male brojeve bez obzira na njihov
oporavak, dok populacija geparda ostaje postojana i kod najni eg broja populacije pavijana.
Ipak sa sve vem izumiranjem pavijana jednom kao posljedica treba ddo znaajnog

smanjenja populacije geparda.

2.3.1. Dinamika sustava

U modelu, grabe ljivac napreduje kada ima plijena u izobilju, ali nakon edg
vremena kada pojede sav plijen, dee do smanjenja populacije grabe ljivaca, a zatim i
njegovog izumiranja.Kada je populacija grabe ljivaca niska populacija plijers@ ponovno

pove ati. Ta dinamika opisana je kontinuiranim ciklusom rasta i pada.



2.4. Ravnote a populacije

Ravnote a populacije u modelu se posti e kada obje populacije miruju (ne mijenjaju

se) odnosno kada su obje derivacije jednake 0.

z(a — fy) =0 (5)

—y(y—dz) =0 (6)

RjeSavanjem navedenih diferencijalnih jednad bi (5 i 6) dolazimo do ovih rjeSenja:

dakle, postoje dvije ravnote e.

Prvo rjeSenje predstavlja izumiranje obje vrste, Stoizteobje populacije ostaju
jednake 0. Drugo rjeSenje predstavlja fiksniktou kojoj obje populacije imaju svoju
trenutnu vrijednost, razlitu od nule. Razina populacije pri kojima se posti u navedene

ravnote e ovisi o vrijednostima parametata, , .

2.4.1. Stabilnost fiksnih to aka

Stabilnost prve fiksne t&e izravno mo e biti odreena provoenjem linearizacije

pomo u parcijalnih derivacija.

Deriviranjem desne strane jednad bi:

dr _
il Bxy. o



dy

— = dxy — Y.
at ~ YT ®)
dobiva se Jacobijeva matrica modela grabe ljivac-plijen:
e — |@— By —Ba
(I: y) - ) ) .
Y T =y (9)
2.4.1.1. Prva fiksna to ka
Kada se pretpostavi ravnote a (0, 0) Jacobijeva matrica J postaje:
a 0
J(0,0) = [0 ] .
—7 (10)

Svojstvene vrijednosti ove matrice su

/‘l(]_ - fl', /“(E = =,

U modelu i su uvijek vei od nule, zato su svojstvene vrijednosti suprotnih
predznaka. Stoga fiksna t@ poprima oblik ,sedla”. Nestabilnost ove ptne fiksne toke
je bitna. Ako bi bila stabilna, ,ne-nula“ populacije bi mogle biti prieme prema njoj, i

takvom dinamikom sustava mo e dalo izumiranja obje vrste populacija.

Me utim, kako je poetna fiksna toka sedlo, a time i nestabilna, izumiranje obje vrste
u modelu je teSko izvedivo. Odnosno, do toga mo & damo ako se plijen u potpunosti
iskorijeni, zbog ega grabe ljivac umre od gladi. Ako su iskorijeni grabe ljivci, populacija

plijena raste bez obzira na vezu u ovom jednostavnom modelu.



2.4.1.2. Druga fiksna to ka

Ra unanjem Jacobijana J u drugoj fiksnojkiodobivamo:

i f}' U —i:?
G- )
0 f s 0 (11)

Svojstvene vrijednosti ove matrice su

}(1 = f-\,.ff-.}:“"lr', /"lg = —i\,.ff-.}:“"lr'.

Kako su obje svojstvene vrijednosti imaginarne, oviaamije fiksna hiperbolka,
stoga se ne mogu dobiti zaklgi iz linearne analize. No, sustav uzima u obzir i konstantna

gibanja

- —f
K =1y"¢ By

“
M

—1’5: H
T'e I

e ", (12)

i razinu krivulje, gdje je K = konst., i zatvorene su putanje oko fiksreetd’rema tome,
razina ciklusa populacije grabe ljivca i plijena osciliraju oko ove fiksn&eo

Najve a vrijednost konstante K mo e se dobiti rjieSavanjem problema optimizacije

3y o~y yra
yre Y e = —— max .
edr+3y =0 (13)

i

¥
Maksimalna vrijednost K je postignuta u stacionarnd'fit( 83 ) i to je dano

slijede om jednad bom

i a\" 7\
K* = (_) (_) _,
He de (14)

gdje je e Eulerov broj.



U Mathematici se to mo e prikazati graéfi na slijedei na in:

rp:=0.5
rg:=0.2

a:=0.1
b:=0.4

pt=p’t]
gt=g'[t]
system:={pt,gt}

fullsystem:=Join[system,{p[0]

rp *p[t]-a *g[t]* p[t];
a *rg *p[t] *g[t]-b*glt];

40,9[0] 40}]

predprey=NDSolve][fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]
prey:=p[t])/.curves|[1]]
predator:=g[t]/.curves[[2]]

fullsystem1:=Join[system, {p[O]

30,9[0] 30}]

predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]

curvesl := Flatten[predprey1]
preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]
predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]

fullsystem2:=Join[system,{p[0]

20,9[0] 20}]

predprey2=NDSolve[fullsystem2,{p,g},{t,0,100}]

curves?2 := Flatten[predprey?2]
prey2:=p[t])/.curves2[[1]]
predator2:=g[t]/.curves2[[2]]

fullsystem3:=Join[system,{p[0]

10,9[0] 10}]

predprey3=NDSolve[fullsystem3,{p,g},{t,0,100}]

curves3 ;= Flatten[predprey3]
prey3:=p[t])/.curves3|[[1]]
predator3:=g[t]/.curves3[[2]]

Kstar:=(rp/(a*
Show[ContourPlot[{Kstar-2
predator,Kstar-2.5
predator,Kstar-2.8
predator,Kstar-2.9
predator,Kstar-3.0

)) P *(bl(arrg*

prey
prey
prey
prey

b
prey) )rp -a prey predator

-a prey predator b arg
-a prey predator b arg
-a prey predator b arg
-a prey predator b arg

predator},{predator,0,300},{prey,0,100}],Graphics[Point[{b/(a*

rg).rp/aj]]]

-arg
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Slika 4. Grafiki prikaz implicitne veze izmau veli ina ,plijen* i ,grabe ljivac*' preko
jednad be koja ukljuuje konstantu K

Slika 4. prikazuje implicitnu vezu izma veli ina ,plijen” i ,grabe ljivac” preko jednad be
koja uklju uje konstantu K. Sustav je fiksiran, odnosno definirani sui fgarametri rp, rg, a
i b koji se ne mijenjaju. Izrainata je K* te iznosi 3.01323 (K*= 3.01323). Izborom ratih
parametara K dobili smo razlie trajektorije s istom fiksnom t&om. Konstanta K je manja
od K* (K<K*). Pove anjem konstante K dobivamo sve u e trajektorije.



3. AUTOKATALITI KE REAKCHJE

Autokataliti ke reakcije su kemijske reakcije u kojima je barem jedan od produkata
tako er i reaktant. Brzina jednad be autokatakih reakcija je u osnovi nelinearna. Ta
nelinearnost mo e dovesti do spontane generacije reda. Dramg@tiimjer za to pronalazimo
I u stvarnim sustavima. Stvaranje spontanog reda kontradiktorno je drugom zakonu
termodinamike, Sto se mo e razrijesiti kada se uzmu u obzir entropije sustavavenjeg

okoline.

Najjednostavnija autokatalika reakcija mo e se napisati kao:

A+ B=2E (15)

sa redovima reakcije:

d 2
- {A} = —ky {A}{B} + k- {B} (16)

il 2
= {B} = ki {A}{B} - k_ {B} (17)

Ovo je reakcija u kojoj jedna molekula vrste A reagira sa molekulste B. Molekula vrste
A se prelazi u molekulu vrste B. Komang produkt se sastoji od originalnih molekula vrste

B i molekule vrste B nastalih reakcijom (onih nastalih iz molekwiste A).

Klju no obilje je tih redova reakcija je da su nelinearne; drugizizn@ desnoj strani
jednad be predstavlja kvadrat koncentracije molekule vrste B Sto rdowesti do viSe
fiksnih to aka sustava. Siho kao kvadratne jednad be i ova mo e imati viSe rjeSenja . Vise

fiksnih to aka omoguuje razli ita stanja sustava.

3.1. Idealizirani primjer Lotka-Volterra jednad be

Lotka-Volterra jednad ba mo e se usporediti s modelom grabe ljivaglijen i
modelom dvije autokatalitke reakcije. U ovom primjeru pavijani i gepardi su ekvivalentni

dvjema razliitim kemijskim vrstama u autokatalioj reakciji.
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Slika 5. Parcijalna rjeSenja prirodne oscilacije populacija grabedjivaijena

Razmatrane su zajedno dvije autokatateireakcije u kojima je koncentracija jednog od
reaktanata A puno va od njegove vrijednosti u ravnote i. U tom shju prvobitna brzina
reakcije nastajanja reaktanata je znatn@\wa brzine povratne reakcije, pa se brzina

povratne reakcije mo e zanemariti.

A4+ X —2X (18)
X4+Y —=2Y (19)
Y - F (20)

sa stopama jednad bi

d i i} - -
X} =k {4} (X} — R (XY} (21)



d% (Y} =k (XHY} - e (Y} (22)

Ovdje smo zanemarili troSenje reaktanta A, jer je njegova koncentraajagéka.

Konstante brzine za tri reakcije sy koi Ks.

Ovaj sustav jednad bi je poznat kao Lotka-Volterra jednad ba ia¥ag je usko
povezana s dinamikom odnosa populacije grabe ljivac-plijen. Ovaj sustav jednad bi ima
oscilacije u ponasanju. Amplitude oscilacija ovisi 0 koncentraciji A. Oscilacipg tipa

proizlaze iz privremenog redoslijeda koji nije prisutan u ravnote i.



4. PRIMJER LOTKA-VOLTERRA MODELA U MATHEMATICI

Model Lotka-Volterra u Mathematici mo e se prikazati:
Plijen
pt=p'[t] rp *p[tl-a *g[t]* p[t],
Grabe ljivac

gt=g'[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*glt],

gdje je:
* pt — promjena populacije plijena
* gt —promjena populacije grabe ljivca
* p[t] — ,gusto a“ populacije plijena
* g[t] — ,gusto a“ populacije grabe ljivca
* rp — stopa rasta jedinke plijena
* rg — stopa rasta jedinke grabe ljivca
* a — stopa napada grabe ljivca
* b — stopa umiranja grabe ljivca bez plijena
Nakon Sto se ispiSe model u Mathematici i odrede{o uvjeti;

rp:=5
rg:=0.2

a:=0.1
b:=0.4

fiksnatocka:={b/(a*rg),rp/a}
pt=p'[t] rp *p[t]-a *glt]* p[t];

gt=g'[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*g[t];
system:={pt,gt}



fullsystem:=Join[system,{p[0] 40,9[0] 40}
predprey=NDSolve][fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]

prey:=p[t])/.curves|[1]]

predator:=g[t]/.curves[[2]]

Show[Plot[{prey,predator},{t,0,100},PlotRange
All],AxesLabel {vrijeme, plijen i grabe ljivac},AxesOrigin

{0,03]
Show[ParametricPlot[{{prey,predator}},{t,0,100},PlotRange
All,AxesLabel {plijen,grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0}],Graphics[Point[fiksnatocka]]]

dobiva se sljede:

{{p InterpolatingFunction[{{0.,100.}},<>],g InterpolatingFunct
ion[{{0.,100.}},<>]}}
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Slika 6. Grafiki prikazi modela u Mathematici za promjenu populacija plijena

i grabe ljivaca za poetne uvjete

Na x-osi je prikazana populacija plijena, dok y-os oama populaciju grabe ljivaca.
Parametri se mogu powavati i smanjivati, a time se i mijenja odnos populacija plijen-

grabe ljivac. U iduim primjerima prikazane se neke od promjena.

4.1. Promjena stope rasta grabe ljivaca rg

Smanjenje rg parametra

pt=p'[t] rp *p[t]-a *g[t]* p[t];

gt=g'[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*g[t];

system:={pt,gt}

predsystem:=system/.{rp 5rg 0.05a 0.1,b 0.4}
fullsystem:=Join[predsystem, {p[0] 40,9[0] 40}]
predprey=NDSolve][fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]

prey:=p[t])/.curves|[1]]

predator:=g[t]/.curves[[2]]



Pove anje rg parametra

predsysteml:=system/.{rp 5rg 0.8,a 0.1,b 0.4}
fullsysteml:=Join[predsysteml,{p[0] 40,9[0] 40}]
predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]

curvesl := Flatten[predprey1]

preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]

predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]

Showl[Plot[{{prey,predator},{preyl,predatorl}}{t,0,100},AxesLa
bel {vrijeme, plijen i grabe ljivac},AxesOrigin

{0,0},PlotRange All],Graphics[Point[{20,50}]]]
Show[ParametricPlot[{{prey,predator},{preyl,predatori}}{t,0,1
00},AxesLabel {plijen,grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0}],Graphics[Point[{20,50}]]]
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Slika 7. Grafiki prikazi modela u Mathematici za promjenu stope rasta grabe ljivaca

Slika 7. pokazuje da se smanjenjem stope rasta populacije grabe ljivacayeve

populacija plijena, dok povanjem iste (stope rasta populacije grabe ljivaca) populacija

plijena se smanjuje prema nuli (plijen postaje hrana grabe ljivcimaingoizumirati).

4.2. Promjena stope rasta plijena rp
Smanjenje rp parametra

pt=p'[t] rp *p[t]-a *g[t]* p[t];

gt=g[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*glt];

system:={pt,gt}

predsystem:=system/.{rp 2rg 0.2a 0.1,
fullsystem:=Join[predsystem,{p[0] 40,9[0]
predprey=NDSolve[fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]

prey:=p[t])/.curves|[1]]

predator:=g[t]/.curves[[2]]

Pove anje rp parametra

predsysteml:=system/.{rp 5rg 0.2a 01,b

0.4}
40}]

0.4}

fullsysteml:=Join[predsysteml,{p[0] 40,9[0] 40}]

predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]
curvesl := Flatten[predprey1]
preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]
predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]



Showl[Plot[{{prey,predator},{preyl,predatorl}}{t,0,100},AxesLa
bel {vrijeme, plijen i grabe ljivac},AxesOrigin

{0,0},PlotRange All],Graphics[Point[{20,50}]]]
Show[ParametricPlot[{{prey,predator},{preyl,predatori}}{t,0,1
00},AxesLabel {plijen,grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0}],Graphics[Point[{20,50}]]]
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Slika 8. Grafiki prikazi modela u Mathematici za promjenu stope rasta plijena

Slika 8. pokazuje da se smanjenjem stope rasta plijena smanjuje se i populacija

grabe ljivaca (smanjuju se zalihe hrane za grabe ljivce), dok pavjem iste (stope rasta



plijena) poveava se i populacija grabe ljivca (powava se zaliha hrane za grabe ljivce).

Mo emo zaklju iti da zalihe hrane za grabe ljivca ovise iskijpo o populaciji plijena.

4.3. Promjena stope napada grabe ljivca a
Smanjenje parametra a

pt=p'[t] rp *p[t]-a *g[t]* p[t];

gt=g'[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*g[t];

system:={pt,gt}

predsystem:=system/.{rp 5rg 0.2,a 0.09b 0.4}
fullsystem:=Join[predsystem, {p[0] 40,9[0] 40}]
predprey=NDSolve][fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]

prey:=p[t])/.curves|[1]]

predator:=g[t]/.curves[[2]]

Pove anje parametra a

predsysteml:=system/.{rp 5rg 0.2a 0.2,b 0.4}
fullsysteml:=Join[predsysteml,{p[0] 40,9[0] 40}]
predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]

curvesl := Flatten[predprey1]

preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]

predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]

Showl[Plot[{{prey,predator},{preyl,predatorl}}{t,0,100},AxesLa
bel {vrijeme, plijen i grabe ljivac},AxesOrigin

{0,0},PlotRange All],Graphics[Point[{20,50}]]]
Show[ParametricPlot[{{prey,predator},{preyl,predatori}}{t,0,1

00},AxesLabel {plijen,grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0}],Graphics[Point[{20,50}]]]
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Slika 9. Grafiki prikazi modela u Mathematici za promjenu stope napada

grabe ljivaca



Na slici 9. prikazana promjena stope napada grabe ljivca, te se mo e vidgdi da
smanjenjem stope napada grabe ljivca p@ava populacija plijena (grabe ljivci ne napadaju
plijen te on pre ivljava), dok povanjem stope napada grabe ljivca smanjuje se i populacija
plijena gotovo do nule (grabe ljivac napada plijen, plijen postaje hrana za grabetgvc

izumire).

4.4. Promjena stope umiranja grabe ljivca bez plijena b

Smanjenje parametra b

pt=p'[t] rp *p[t]-a *g[t]* p[t];
gt=g[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*glt];
system:={pt,gt}
predsystem:=system/.{rp 5rg 0.2a 0.1,b 0.05}
fullsystem:=Join[predsystem,{p[0] 40,9[0] 40}
predprey=NDSolve[fullsystem {p,g},{t,0,100}]
curves := Flatten[predprey]
prey:=p[t])/.curves|[1]]
predator:=g[t]/.curves[[2]]
Pove anje parametra b

predsysteml:=system/.{rp 5rg 0.2,a 0.1,b 1}
fullsysteml:=Join[predsysteml,{p[0] 40,9[0] 40}]
predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]

curvesl := Flatten[predprey1]

preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]

predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]

Show[Plot[{{prey,predator},{preyl,predatorl}}{t,0,100},AxesLa
bel {vrijeme, plijen i grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0},PlotRange All],Graphics[Point[{20,50}]]]

Show[ParametricPlot[{{prey,predator},{preyl,predatori}}{t,0,1
00},AxesLabel {plijen,grabe ljivac},AxesOrigin
{0,0}],Graphics[Point[{20,50}]]]
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Slika 10. Grafiki prikazi modela u Mathematici za promjenu stope umiranja
grabe ljivca bez plijena

Iz slike 10. mo emo vidjeti da povanjem stope umiranja grabe ljivaca bez plijena
populacija plijena raste, odnosno populacija plijena se polako oporavlja, dok smanjenjem
stope umiranja grabe ljivaca populacija grabe ljivaca raste, a &kiopopulacija plijena sve



dok broj populacije grabe ljivaca ne ,prestigne” broj populacije plijena kada se amgo

smanjivati.

4.5. Promjena po etnih uvjeta

Nakon Sto se ispiSe model u Mathematici i odrede parametri,dake mo e grafiki
prikazati i sustav s istim parametrima, ali s raiin po etnim uvjetima (slika 11.). Ti

sustavi imaju istu fiksnu tdu.

rp:=0.5
rg:=0.2

a:=0.1
b:=0.4

fiksnatocka:={b/(a*rg),rp/a}

pt=p'[t] rp *p[t]-a *g[t]* p[tl;
gt=g'[t] a *rg *p[t] *g[t]-b*g[t];
system:={pt,gt}

fullsystem:=Join[system,{p[0] 40,9[0] 40}
predprey=NDSolve[fullsystem,{p,g},{t,0,100}]

curves := Flatten[predprey]

prey:=p[t])/.curves|[1]]

predator:=g[t]/.curves[[2]]

fullsystem1:=Join[system,{p[O] 30,9[0] 30}]
predpreyl=NDSolve[fullsystem1,{p,g},{t,0,100}]

curvesl := Flatten[predprey1]

preyl:=p[t])/.curvesl[[1]]

predatorl:=g[t]/.curvesl[[2]]

predprey2=NDSolve[fullsystem2,{p,g},{t,0,100}]
curves?2 := Flatten[predprey?2]
prey2:=p[t])/.curves2[[1]]
predator2:=g[t]/.curves2[[2]]

fullsystem3:=Join[system,{p[0] 10,9[0] 10}]
predprey3=NDSolve[fullsystem3,{p,g},{t,0,100}]

curves3 ;= Flatten[predprey3]

prey3:=p|[t])/.curves3[[1]]

predator3:=g[t]/.curves3[[2]]



Show[ParametricPlot[{{prey,predator},{preyl,predatorl},{prey2,
predator2},{prey3,predator3}},{t,0,100},PlotRange
All,AxesOrigin {0,0}],Graphics[Point[fiksnatockal]]]
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Slika 11. Grafiki prikaz sustava s razltim po etnim uvjetima

Definirani su parametri
- rp(stopa rasta jedinke plijena) = 0.5
- rg(stopa rasta jedinke grabe ljivca) = 0.2
- a(stopa napada grabe ljivca) = 0.1
- b(stopa umiranja grabe ljivca bez plijena) = 0.4

Smanjenjem pcetnih uvjeta (u ovom slaju sa 40 do 10), odnosno tne ,gustoe”
populacije plijena i grabe ljivca, smanjuje se i odstupanje od fikerke. Svaka trajektorija
opisuje ivot sustava za pojedini izabrani ptni uvjet. Na x-osi je prikazana populacija

plijena, dok y-os oznava populaciju grabe ljivaca.



5. ZAKLJU AK

Lotka-Volterra jednad be imaju glavnu ulogu u matemaim modeliranju razlitih
bioloskih (ekoloskih) i kemijskih sustava. To su nelinearne difereneij@dnad be prvoga
reda koje se esto koriste za opisivanje dinamike bioloskih sustava u kojima djeluju
me usobno dvije vrste. Taker su poznate kao jednad be grabe ljivac-plijen.

Mijenjanjem odreenih parametara i petnih uvjeta dolazimo do raziiih odnosa

populacija plijen-grabe ljivac, koji su prikazani u ovom seminarskom radu.
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