SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET KEMIJSKOG INZENJERSTVA I TEHNOLOGIJE

ZAVOD ZA MATEMATIKU

Uvod u matemati¢ke metode u inzenjerstvu

Akademska godina: 2010./2011.

FOURIEROVI REDOVI | INTEGRALI

Mia Ivankovi¢, KPI

Mentori: dr.sc. Ivica Gusi¢, redoviti profesor

dr.sc. Miroslav Jerokovié, visi asistent

Zagreb, kolovoz 2011.



SADRZAJ

&

5.
6.

7.

UVOU... bbb bbb bbbt b r bbb e 2
Periodne funkcije 1 trigonomMEtrijSKi FEAOVI ........ccuevveriiiiiiiiiiiicieeee e 3
Parne i NEParne fUNKCIJE.......oviiiieecee e 10
Vo] S AV W o TN 1= 01V oo N =T I OSSPSR 12
4.1.  Spektar periodne FUNKCIJE .......cooiuiiiiiriiieiee e 12
4.2.  Jednoznacnost spektralnog Prikaza ..........c.ceoviieiiiiiiiiiiiiesece e 12
4.3. Deriviranje i integriranje FOUrerovog reda..........cocueriririeiieiienenenesie e 13
4.4.  Najbolja aproKSIMACTA .....cveeiiieieiiicrieee e 13
FOUNEIOV INTEQIaAL. ..ottt 15
Primjeri 1z MathemMatiCe.........coviiiiie e 18
6.1. lzvorni kbd iz programa MathematiCa..............ccccvveveiiieiicii e, 22
1T L] - F TSSO U PP R PRSP 24



1. Uvod

1. Uvod

Uobicajeni je postupak u matematici da se sloZenije funkcije, kao primjerice periodne
funkcije, prikazuju pomocu jednostavnijih. Fourierovi redovi rastavljaju periodne funkcije na
zbroj jednostavnih funkcija, sinusa i kosinusa.

Godine 1807. francuski fizi¢ar i matematicar Joseph Fourier tvrdio je da se svaka
funkcija f(x) na ograni¢enom intervalu moze prikazati u obliku sume harmonika:

f(x) = Cop + Z Cp sin (nwX + ¢n)

Iako su redove sli¢nih oblika promatrali i njegovi veliki prethodnici poput Bernoullija,
D'Alemberta i Eulera, Fourierova metoda je bila toliko napredna da je trebalo pro¢i jo$
petnaest godina dok ne bude priznata od autoriteta njegovog doba: Laplacea, Poissona i
Lagrangea. Oni su (opravdano) zamijerali Fourieru nedostatak matematic¢ke strogosti, jer su
neke njegove tvrdnje bile pogresne. Fourier je kona¢no 1822. god. objavio rad pod naslovom
Théorie Analytique de la Chaleur (Analiticka teorija topline) u kojem analizira problem
Sirenja topline, opisan parcijalnim diferencijalnim jednadzbama i koristi svoj revolucionarni
nacin prikazivanja funkcija da bi rijesio taj problem.’

Matematicku strogost Fourierovom radu dali su poslije Dirichlet i Riemann.



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

Kazemo da je f : R — R periodna funkcija, ako postoji T > 0 takav da za svaki x iz
domene funkcije f vrijedi
f(x)=f(x+T) (1.1)
Broj T se naziva period od f . Najmanji period (ako postoji) nazivamo osnovni (ili

temeljni) period. Grafovi takve funkcije dobivaju se periodnim ponavljanjem grafa u bilo
kojem intervalu duljine T.?
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Slika 1. Periodna funkcija

Cjelobrojni visekratnik perioda je period. Zaista,
flx+ 2N =f(x+T+T)=f(x+T)=f(x).vx eR
prema tome, i 2T je period. Sada indukcijom zaklju¢ujemo da je kT period za svaki k & N.

Ako je f periodna s periodom T , tada je dovoljno poznavati ponasanje funkcije na bilo kojem
intervalu duljine T, recimo na [a, a+T] .

Temeljni period. Periodna funkcija ne mora imati osnovni period.



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

Takoder, funkcija definirana kao
f(x) = 1,xeqQ,

{ 0,x¢Q,
ima za period svaki pozitivni racionalni broj T > 0: ako je x racionalan, tada je i x+T
racionalan te je f (x) = f (x+T) = 1. Ako je pak x iracionalan, tada je i x+T iracionalan. Zato je
uvijek f (x) = f (x + T) , ¥x € R. Temeljni period ne postoji, jer nema najmanjeg pozitivnog
racionalnog broja.

Standardni primjeri periodnih funkcija su sinusne i kosinusne funkcije; funkcije f = ¢ =
const. su takoder periodne funkcije u smislu definicije, jer zadovoljavaju uvjet (1.1) za svaki

pozitivan broj T.

Sinusoide s cjelobrojnim frekvencijama:

1
E, cosx, sinx,.. ,cosnx, sinnx

Zajednicki period svih ovih funkcija je 2z. Prema tome je

S.(xX) =22+ a,cosx + b, sinx + -+ a, cosnx + b, sinnx (1.2)

periodna funkcija s periodom 27 . Takoder, ako red
5(x) =22+ ¥ . (a,cosnx + b, sinnx) (1.3)

konvergira, on definira periodnu funkciju f perioda 2x. Ovaj red naziva se trigonometrijski
Fourierov red za funkciju f. Koeficijenti ap, a;, a, by, by, ... nazivaju se Fourierovi

koeficijenti od f, dok se pribrojnici u formuli (1.3) nazivaju harmonici.

Kazemo da f zadovoljava Dirichletove uvjete na intervalu [a, b] , ako vrijedi
1) f je po dijelovima neprekinuta i njezini su prekidi prve vrste,
2) f je monotona ili ima najvise konacan broj strogih ekstrema.
Ako funkcija f zadovoljava Dirichletove uvjete, tada se interval [a, b] moze rastaviti na
konacan broj podintervala na kojima je funkcija neprekinuta i monotona, a na rubovima

podintervala ima konac¢ne limese.



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

a) b))

s 1

a b a b

Slika 2. a) primjer funkcije koja zadovoljava Dirichletove uvjete

b) primjer funkcije koja ne zadovoljava Dirichletove uvjete

Teorem 1.* Konvergencija Fourierovoq reda

Neka je f po dijelovima glatka periodna funkcija s periodom 2x koja zadovoljava
Dirichletove uvjete. Tada njezin Fourierov red konvergira u svakoj tocki x € [-r,n] i za sumu
S(x) reda vrijedi:

(i) S(x) = f(x), ako je f neprekinuta u tocki x

(ii) S(x) = 1 [f (x —0) +f (x + 0)], ako je x tocka prekida za f .

Dokaz Teorema 1.}
Ako je f neprekinuta u to¢ki x , tada je f (x —0) =f (x + 0) = f (x) i dovoljno je pokazati

da vrijedi

S, (x) —M -0, kad n — o0, ¥Vx € [—m,m]

gdje je Sn(x) trigonometrijski polinom
' n .
5.(x)= Y + Z (a, coskx + b, sin kx)
k=1

Koeficijenti ag, ax, bk (k> 1) raunaju se po Eulerovim formulama:
Qg = %flf(&]ds
a, = %flf(s] cosne de (1.4)
b, = %f_:f(s:] sin ne de

Uvrstimo ih:



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

5,.(x) = iiif[a]ds—i— %;f_:[f[sj coskscoskx + f(=) sin ke sin kx|
=%fq f(e) %-FZCDS(E—@R] de = (Ed;i:zz)
o k=1

1 (™ 1 X
=;£Tf[x+zj E+Z cnskz]dz
: k=1

Podintegralna funkcija je periodna s periodom 27 pa integraciju po intervalu [-7 - X, 7 - X]

mozemo zamijeniti integracijom po intervalu [-m,x] . Koristeci

m=1 Zsméx

imamo:

sin(ﬂ + %)z

1 13
5. == fa-2 az
Tln Esiniz
Zatim prema
1 Dsin(n+%)x 1 nsin(ﬂ+%)x 1
_f —1fix=—f 2 g
Tt Esinix Tlo Esinix 2
dobivamo:
1
-0 sinin+35)z
SOy (n+3)z
Esiniz
[x — ﬂ:] sin(n + %)z
y reslie L0
Esiniz
| zato vrijedi:
. 1
flx—0)+ flx+0) 1° sin{n+35)z
5.0 - - - s - - o122,
T)on 2sinsz
2
1
17" siniln+35)z
+—f [f(x+zj—f(x—|—ﬂ]](—12)dz.
Tlo Esiniz



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

Ovi integrali teze k nuli kad n — c2. Funkcija

:f[x +z)— f(x+0)

2 siniz

g(z):

je po dijelovima glatka na intervalu [0, ], jer je to i f. Takoder g zadovoljava Dirichletove
uvjete jer postoji lim__, g(z):

_fa+)—fx+0) Zf

z sin zfz

g(z) — f'(x4+0) kad z—0

Dakle,

T 1

J g[z]sin(n+i)zdz—>ﬂ kad n— oo
0

tj. drugi integral tezi k nuli. Ista stvar je s prvim. Prema tome, vrijedi:

S(x) = L

E[f(x— 0)+ f(x+0)], Vx€&[—mmn].

Izvod Eulerovih formula®

Pretpostavimo da je f(x) periodi¢na funkcija s periodom 27, koju mozemo prikazati

trigonometrijskim redom.
flx)=a, + Z[an cosnx + b, sinnx)
n=1
Zelimo odrediti koeficijente a,, b, u odgovarajuéem redu. Prvo izratunamo koeficijent ag

integrirajuci prethodni izraz s obje strane od — nt do =, te se dobiva:

Ef(x)dx - f

Parcijalna integracija daje nam sljedecu jednakost:

ag + Z[an cosnx + b, sinnx:]] dx
n=1

J.. f(x]dx=aDJ.. dx+Z[an J. ccrsmdx+an.. sin nxdx)
- —IT n=1 -

=TT

Integriranjem dobivamo:

1 T
G0 = 5= | fGdx



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

Sada ¢emo redom izracunati koeficijente a;, ay, ... slicnim postupkom. Mnozit ¢emo s cos mX,

gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj. Slijedi:

f f(x) cosmx dx =J_. %"‘Z(ﬂn cosnx + b, sinnx]] cosmx dx
" o n=1

Integriranjem dobivamo da je desna strana jednaka:

T

auf ccrsmxdx—l-Z[anj cnsmcosmxdx-l—bnf sin nx cosmx dx |
=1

- - -

Prvi integral i zadnji integral jednaki su nuli zato jer je podintegralni izraz neparna funkcija.

Primjenjujuci svojstva parnosti i neparnosti funkcije na drugi integral dobivamo izraz:
13 1 T 1 T
J. COSTLX COS X dx ZEJ. cns(n+m]dx+£f cos(n—m) dx

U ovoj formuli prvi integral s desne strane jednak je nuli za svaki m i n koji se uzimaju u

obzir i posljednji integral takoder je jednak nuli kada je n == m ili iznosi z za svaki n = m.

Proizlazi:

1 1
am=;J- f(x) cosmx dx m=12,..
=

Kona¢no mozemo izraCunati koeficijente b1, by,... pri cemu mnozimo sa sin mx, gdje je m bilo

koji fiksni pozitivan broj. Integracijom dobivenog izraza od — = do = dobivamo:

J_:f[x] sinmx dx = J_:

ag + Z(an cosnx + b, sinmc:]]sinmx dx
n=1

Integrirajuci ¢lan po €lan, vidimo da je desna strana izraza jednaka:

auf sinmxdx-l—Z[anJ ccrsnxsinmxdx-l-bnf sin nx sin mx dx|
n=1

- =T -

Prvi integral jednak je nuli. Sljedeci integral je poput onih koji su razmatrani ranije i takoder
je jednak nuli zasvakin=1, 2,...

Dobivamo:

J sinm:sinmxdx=ij cos[n—m]xdx—i cos(n +m)xdx

- ! 4 )



2. Periodne funkcije i trigonometrijski redovi

Posljednji ¢lan ovog izraza jednak je nuli. Prvi ¢lan s desne strane jednak je nuli za svaki

1 = m ili iznosi = za svaki n = m.

Proizlazi:

1 13
b’“:_f f(x)sinmx dx m=12,..
T
)
Upisujuc¢i n umjesto m u ove formule, zajedno ¢emo dobiti Eulerove formule:
1 T
ag = E—J. flx)dx
T -
1 T
a,, =—J- f(x)cosnxdx n=12,..
K[
-T

1 TE
b, =—J- f(x)sinnx dx n=12,..
T -



3. Parne i neparne funkcije

3. Parne i neparne funkcije

Funkcija f je parna, ako vrijedi
f(-x) =)
za svaki realni x iz domene funkcije f . Ta domena stoga mora biti simetricna obzirom na

ishodiste. Graf parne funkcije je simetrican s obzirom na os Oy.

Slika 3. Parna funkcija s f(0)= 0

Funkcija f je neparna, ako vrijedi

f (-x) = -f (x).

Njezin je graf simetri¢an s obzirom na ishodi$te koordinatnog sustava.

10 -

05

10 +

Slika 4. Neparna funkcija

Funkcije 3, 2x%, 3x* cos x, sin(x®) su parne. Funkcije 3x—2x% , sin x su neparne.

Funkcija €* niti je parna, niti neparna (i ‘veéina’ funkcija je takva).

10



3. Parne i neparne funkcije

Ako je funkcija f , definirana na simetrichom intervalu [-L, L] , parna, odnosno

neparna, tada ¢e njezin Fourierov red sadrzavati samo kosinus, odnosno samo sinus ¢lanove.

Fourierov red parnih i neparnih funkcija'
1. Ako je f (x) = f (-x) za svaki x , tj. f parna funkcija, tada je b, = 0 za svaki n, jer je
odgovarajuca podintegralna funkcija u formuli f(¢)sin(e) neparna.

Njezin Fourierov red glasi
nwx
flx) ——+Z¢1 cos——
Koeficijenti uz kosinus funkcije ra¢unaju se formulama
nx L
f (x) cos— n=0

2. Ako je f (x) = -f (x) za svaki x , tj. ako je f neparna funkcija, tada zbog sli¢nih razloga

vrijedi a, = 0 za svaki n . Fourierov red glasi

flx) = b, sinm;—x

n=1

a koeficijenti se racunaju formulama
2 -r.f X dx L
=—- x)sin—dx, n=
L), ()sin—

Kazemo da smo funkciju f razvili u Fourierov red po kosinus, odnosno sinus funkcijama.

Fourierovi koeficijenti sume fi+ f, su suma odgovaraju¢ih Fourierovih koeficijenata

funkcije fy i funkcije f,.

11



4. Svojstva Fourierovog reda

4. Svoijstva Fourierovoq reda

4.1.  Spektar periodne funkcije

Trigonometrijski Fourierov red moze se napisati u obliku:

4 ~ 1N
?D —I—Z (a, cosnwyx + b, sinnw,x) =+ 6o + Z €, sin(nwyx + @,)

n=1 n=1

gdje je:
_2m
ml} = T

ey = lagl

e o 1a
= 4/ < =
C?‘E a?‘l + b?‘!

ﬂ'?‘!
tang, = b

Cn je amplituda n—tog harmonika, a ¢, fazni pomak n—tog harmonika. Niz (c,) naziva se
(diskretni) amplitudni spektar a (¢,) fazni spektar funkcije f . Nizove {an} i {b,} zovemo
(diskretni) sinusni, odnosno kosinusni spektar funkcije f . Broj ¢, naznacava s kojim
intezitetom n—ti harmonik ulazi u rastav funkcije f . Parna funkcija ¢e imati samo kosinusni, a

neparna samo sinusni dio spektra.*

4.2.  Jednoznacnost spektralnog prikaza

Teorem 2. Ako periodne funkcije f i g zadovoljavaju Dirichletove uvjete i imaju isti

diskretni spektar, onda se one podudaraju u svim tockama osim mozda u tockama prekida.

Funkcija je jednoznacno odredena svojim amplitudnim i faznim spektrom. Isto vrijedi za

sinusni i kosinusni spektar.

12



4. Svojstva Fourierovog reda

4.3.  Deriviranje i integriranje Fourierovog reda

Dovoljan uvjet da bismo Fourierov red smjeli derivirati ¢lan po ¢lan jest da on
konvergira uniformno prema funkciji f . To ¢e biti slu¢aj kad god je funkcija f neprekinuta, a
njezina derivacija f * zadovoljava Dirichletove uvjete (pa se moze rastaviti u Fourierov red).
Ako je f zadana samo na konacnom intervalu i na njemu je neprekinuta, to posebno znaci da

se njezine vrijednosti na krajevima intervala moraju podudarati.

Teorem 3. Pretpostavimo da je periodna funkcija f perioda 2z neprekinuta na R i ima

sljedeci Fourierov prikaz

a
f(x) =§+Zancasm+an sin nx
n=1 n=1

Ako f' zadovoljava Dirichletove uvjete, onda se ona moze prikazati u obliku
fiix)= Z b, -mn-cosnx + Z[—an] “n - sin nx
n=1 n=1

To znaci da se Fourierov red derivira ¢lan po c¢lan

Pri integriranju Fourierovog reda, red ¢e uvijek konvergirati, ali se u opéem slucaju
moze dobiti red koji nije Fourierov. Ako je u pocetnom redu koeficijent ag razlicit od nule, pri
integriranju ¢emo dobiti ¢lan apx koji ne pripada ¢lanovima Fourierovog reda. Dakako, taj se

¢lan takoder moze rastaviti po sinus i kosinus funkcijama.*

4.4. Najbolja aproksimacija

Kako bi se odredila najbolja aproksimacija, prikladno je uzeti tzv. udaljenost
najmanjih kvadrata, i odrediti minimum te funkcije s nepoznanicama Ay, Bn. Rn(X) je
predlozena aproksimacija trigonometrijskim polinomom stupnja N, do kojeg se dobiva

Fourierov red.

E:= J. If (x) — Ry(x)Pdx

13



4. Svojstva Fourierovog reda

.

ba

flx)— A —Z(x—l ccrs +E sm—j

Minimume mozemo dobiti uzimajuci da je

dE dE
dA, 9By
Dobivamo

nmx

ke
= zf [f(x] Ay — (flk cos— = + B, sin kﬂxL)] cosde
k=

Zbog ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija, pod integralom ostaju samo dva ¢lana:

1

L TITX L L TITX
f(x)cos dx—}lﬁj cos’——dx =0
L L . L

i odavde

p 1 .f FUTX
;== x)cos
w=g) fGycosT

Sli¢no vrijedi da je By = b,. Ovime je pokazano da Fourierov polinom daje najbolju

aproksimaciju za funkciju f medu svim trigonometrijskim polinomima reda N.

14



5. Fourierov integral

5. Fourierov integral

Svaku periodnu funkciju mozemo razviti u red po trigonometrijskim funkcijama, ¢ije
frekvencije ¢ine niz, diskretan skup koji se sastoji od osnovne frekvencije wq i svih njezinih
cjelobrojnih visekratnika. KaZzemo da periodna funkcija ima diskretan spektar.

Ako f nije periodna funkcija, mozemo je na svakom kona¢nom intervalu razviti u
Fourierov red, medutim, izvan tog intervala Fourierov red se periodno ponavlja i nece
predstavljati danu funkciju. Pri tom ¢ée se, poveé¢anjem intervala na kojem funkciju razvijamo

u Fourierov red, smanjivati osnovna frekvencija wo , jer vrijedi

2
m[,:F

Zelimo 1i neperiodnu funkciju f : R — R prikazati na ¢itavom R kao sumu

harmonickih titraja, morat ¢emo to uciniti pomoéu kontinuirano mnogo harmonika kojima se

frekvencije neprekidno mijenjaju od 0 do o=,

Prijelaz s kona¢nog na beskonacni interval:
Neka f: R — R zadovoljava Dirichletove uvjete na svakom kona¢nom intervalu. Za svaki

L >0, ¢im je x tocka neprekidnosti, vrijedi
NITX NITX
f[x]———FZ cxccrs—+b sinT), —L=x <L
Koeficijenti se racunaju formulama:
1(*
ap = —J. fle)ds
L),

nmwe

= %J-_Lf(sj cosTds

1 J’L . :rmsd
=7 _Lf[Ejsm 7 d=
Dakle,

f(xj_ELJ f[EjdE—I_Z( f f[E]CDS—dE cos—-l- J f[EJSIIl—dE sln?)

15



5. Fourierov integral

—1r(]d +1if = d
=37 _Lf £)ds+ 7 _Lf(sjcns [ (x—g)ds
n=1
Pustimo da L — oo Ako je ispunjeno f_':'; |f(=)de| < oo, prvi €lan ée teziti k nuli. Nadalje,

By = 7 &an:arﬁl_anzz

Tada ¢emo imati
1 L
fl(x) = lim —Z Aa, J f(e)cosa, (x—=)de
L—=on T = -1

_ lfda f:f(sj cosa(x — £)de

m

Ova se formula naziva Fourierova integralna formula, a integral s desne strane Fourierov

integral.

Teorem 1. Ako je f : R — R po dijelovima glatka na svakom konacnom intervalu i

apsolutno integrabilna, tada postoji njezin Fourierov integral i vrijedi

lj:cdrx J:f(sj cosa(x — £)ds

T

L f() ako je f neprekinuta ux
3 [f(x—0)H f(x +0)] ako je x tocka prekida za f

Integral
flx) = Jﬂx (A(a) cosax + B(a) sinax)da
0

naziva se Fourierov integral funkcije f . Funkcije @« — A(a),a& = E(a) nazivaju se

kosinusni, odnosno sinusni spektar od f i racunaju se formulama

Ala) = %J-mf[s] cosasds

Bla) = %J.mf[sj sin asds

Kazemo da smo funkciju f rastavili na harmonicna titranja ¢ije su frekvencije svi

pozitivni brojevi 0 < o < 00

16



5. Fourierov integral

Ako funkcija f zadovoljava uvjet

flx+0)+ f(x—0)
5 .

flx) =

za svald x,

tj. ako u tockama prekida ima vrijednost jednaku aritmeti¢koj sredini limesa s desne i s lijeve
strane, tada sinusni spektar vrijedi za svaki x - funkcija se podudara sa svojim Fourierovim
integralom.

Kosinusni i sinusni spektar odreduju amplitudni spektar am(a) funkcije f,

am(a) =+ A(a)? + B(a)?

Parna funkcija nema sinusnog spektra, tj. B(a) = 0 , neparna funkcija nema kosinusnog
spektra, tj. A(a) =0 :

f parna

oo

flx) = L A(a)cosaxda

Ala) = %J-mf(sj cosas ds
0

am(a) = [A(a)l

f neparna

oo

flx) = J; B(a)sinaxda

B(a) = gJ.mf(Ej sin as de
0

am(a) = |B(a)]

17



6. Primjeri iz Mathematice

6. Primjeri iz Mathematice

Na sljedec¢im slikama prikazani su primjeri grafickih prikaza Fourierova reda s

pripadaju¢im Fourierovim koeficijentima.

() 1 4+ i nITX b s nITX
x)i=—a a, cos— sin—
g 2 o n L n L
n=1

Pod pojmom broja elementa aproksimacije odnosi se na broj elemenata Fourierovog
reda, N. Dakle, umjesto beskonac¢no elemenata Fourierovog reda, u praksi aproksimiramo s

konacnim brojem elemenata Fourierovog reda, u ovom slucaju s od 1 do 4 elementa.

a) Usporedba iste funkcije s razli¢itim brojem elemenata aproksimacije
trigonometrijskih polinoma

10 -

Slika 5. Parna funkcija s jednim elementom aproksimacije
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Slika 6. Parna funkcija s Cetiri elementa aproksimacija

Na slikama 5. i 6. prikazani su Fourierovi redovi za parnu funkciju s time da je na
slici 5 funkcija aproksimirana jednim elementom aproksimacije, dok na slici 6 je funkcija
aproksimirana s Cetiri elementa aproksimacije. Vidljivo je da je bolja aproksimacija na slici 6
gdje je aproksimirano s 4 elementa Fourierova reda. Povecanjem broja elemenata

aproksimacije, smanjuje se pogreska E:

L
E:=| |f(x)— Ry(x)|*dx

U tablici 1 su prikazani Fourierovi koeficijenti za navedene funkcije.
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Tablica 1. Usporedba Fourierovih koeficijenata za istu funkciju s razli¢itim brojem elemenata
aproksimacije trigonometrijskih polinoma

Parna funkcija Parna funkcija
s jednim elementom s Cetiri elementa
aproksimacije aproksimacije
1 1
< 2 2
& e 0570)
a A A My A
" e w9
b, fol 10,0,0,0}

b) Usporedba razli¢itih funkcija s jednakim brojem elemenata aproksimacije
trigonometrijskih polinoma

10 -

Slika 7. Parna funkcija s jednim elementom aproksimacije
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10 -
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Slika 8. Nebarna funkcija s jednim elementom aproksimacije
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Slika 9. Ni parnafni neparna funkcija s jednim elementom aproksimacije
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Na slikama 7, 8 1 9 prikazane su parna, neparna i niti parna ni neparna funkcija s
jednim elementom aproksimacije. Na tablici 2 su prikazani Fourierovi koeficijenti za
navedene funkcije. Vidljivo je da kod parne funkcije ne postoji sinusni ¢lan, tj. koeficijent by
je 0. Takoder kod neparne funkcije nema kosinusnog ¢lana, koeficijent a; je 0. Kod niti parne
niti neparne funkcije u nacelu postoje i sinusni i kosinusni ¢lanovi, no u ovom primjeru nema

kosinusnog ¢lana, dakle a; je 0.

Tablica 2. Usporedba Fourierovih koeficijenata za razli¢ite funkcije s istim brojem elemenata
aproksimacije trigonometrijskih redova

Parna funkcija Neparna funkcija  Ni parna ni neparna

s jednim elementom s jednim elementom s jednim elementom

aproksimacije aproksimacije aproksimacije

1 0 1

a — —
0 2
4

dj — 0 0
T-E&

2 2

b; 0 — —

il il

6.1.  lzvorni kdd iz programa Mathematica

Manipulate|[

Module[{L,f,x,step,tooth,al,an,bn,aotext,g, fourier},
L=1;f[x,1]=x+1;f[x,2]=1-x;f[x,3]=x;f[x,4]=x;f[x,5]=0;f[x,6]=1;
step[l]=Table[{{i-1,1},{i,0},{i+1,1}},{i,1,3,2}];

SteP[3]=Tab1e[{{ (i-2) ,-1},{i,1},{i,-1}},{1i,1,3,2}]1;
step[5]=Table[{{ (i-
1) ,1},{i,1},{1i,0},{(i+1),0},{(i+1),1}},{i,1,3,2}];tooth=ListLinePlot[step[choice], P
lotRange—>{{0,3.1},{-1.2,1.2}} ,AspectRatio—1.5,ImageSize—>{200,300}];
0 L

| f x, choice | x | f x, choice! 1, [ x
a0=1/(2L) ( 'L + 0 );
an=Table[1l/L

i X i b4

L
[f.x, choice, Cos, ,) X (f.x, choice! 1 Cos,
+ 0

o
L L ) (4,1,0}1;

( L
bn=Table[1/L
0

| X

('* L L ] ),{i,1,n}1;
alOtext=Row[{Style["a",Italic],," = ", TraditionalForm[aO]}];
antext=TraditionalForm[an];
bntext=TraditionalForm[bn];

i X i X

L
(f_x, choice, Sin _) X (f_x, choice! 1, Sin
+ 0
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n il x il x
an, i, , Cosfi— [ bn i | Sin —
L L

glx_]:=a0+i1 ;fourier=Plot[g[x],{x,0,3},Plo
tRange—>{{0,3.1},{-1.2,1.2}} ,AspectRatio—>1.5,ImageSize—>{200,300}];

Show|[ {tooth, fourier},h ImageSize—>{300,400}]],

{{choice,1,"funkcija"}, {1>" sawtooth 1 \n (parna funkcija) ", 3"
sawtooth 2 \n (neparna funkcija) ", 5" square wave \n(ni parna ni
neparna)"},ControlType—>Setter,ControlPlacement—>Top},

{{n,1,"broj perioda"},Range[4],ControlType—>Setter,ControlPlacement—>Top},
Delimiter,
Style["Fourierovi koeficijenti" ,h Bold],

Dynamic[Text[Style[aOtext,16]]1],

Delimiter,

Text@Style[Row[{Style["a,",Italic],": ",
Dynamic[antext]}],16],

Delimiter,

Text@Style[Row[{Style["b,",Italic],": ",

Dynamic[bntext]}],16],
{aotext2,ControlType—>None},
{{antext, {TraditionalForm[4/7*2]}},ControlType—None},
{{bntext, {TraditionalForm[0] }} ,ControlType—>None},
ControlPlacement—Left, TrackedSymbolsf{n, choice}]
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