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1. Uvod

Kako bi mogli zapoceti s razmatranjem matematike toplinske jednadZzbe, potrebno je
utvrditi Sto se smatra pod pojmom toplina. Uobicajen primjer nerazumijevanja termina toplina
jest klasi¢no fizikalno pitanje: §to sadrzi vecu koli¢inu topline, kada puna tople vode ili Salica
puna kipuce vode? Premda Salica puna kipuée vode ima viSu temperaturu, ona sadrzi manje
topline nego kada. U skladu s time, pri izra¢unu problema koji se ti¢u topline potrebno je
razluciti dvije vrste mjerenja, mjerenje temperature i mjerenje koliCine topline sadrzane u
objektu. Unutar ovog seminarskog rada, pri spominjanju izraza toplina govorit ¢emo o

koli€ini topline sadrzane unutar objekta.

2. lzvod toplinske jednadzbe

(1zlaganje prema radu [2])

Toplinska jednadzba za tok topline kroz objekt rjeSava se u dva koraka. Prvi korak
proizlazi iz svojstava samog objekta, dok drugi korak proizlazi iz mjerenja brzine prijenosa

toka topline kroz rubove objekta.

2.1. Prvi korak

Eksperimentalni izra¢uni pokazuju kako je toplina AQ u volumenu AV i vremenu t

definirana jednadzbom (1).
AQ = CcpuAV (0)

Pri tome c predstavlja specificnu toplinu, p gusto¢u, u temperaturu, dok AV predstavlja

mali volumen. Promotrimo Stap, izraden od homogenog materijala i savrSeno izoliranog po
svojoj duzini tako da toplina moze tec¢i samo kroz njegove krajeve (Slika 1). Polozaj uz Stap

oznacen je oznakom X, a duljina Stapa je oznaCena oznakom L tako da vrijedi relacija (2).

0<x<L 0)



Slika 1. Shematski prikaz Stapa duljine L i poloZaja x.

Prema tome, temperatura u jedina je veli¢ina koji ovisi 0 poloZaju X i vremenu t, te izraz
(1) prelazi u izraz (3).
AQ =cpu(x,t)AV 0)

Promotrimo, zatim mali dio Stapa U definiran unutar intervala x=a i x=b (Slika 2). Pri
tome je popre¢ni presjek oznacen sa S, dok Ax predstavlja Sirinu malog dijela. 1z toga slijedi
jednadzba (4).

Slika 2. Shematski prikaz Stapa s malim dijelom U definiranog unutar intervala x=a i x=b, popre¢nog presjeka S i Sirine Ax.

AV = SAX 0)

Definicijom malog volumena omoguéena je definicija koliine topline unutar popre¢nog
presjeka — jednadzba (5).
AQ =cpu(x,t)SAX 0)

Kako bismo odredili koli¢inu topline unutar malog dijela $tapa U u vremenu t, potrebno je
jednadzbu (5) integrirati po x — jednadzba (6).

Q)= _TCpu(X,t)SdX 0)

Kako je Stap izraden od materijala homogene ¢vrstoce, poprecni presjek S, specificna toplina

C i gustoa p ne mijenjaju Se u vremenu. Prema tome, potrebno je odrediti parcijalnu

derivaciju temperature u kako bi odredili brzinu promjene topline u vremenu — jednadzba (7)

dQ % su
— = | cp—Sdx 0
dt I Pst ©



2.2. Drugi korak

Druga metoda odredivanja promjene topline u vremenu je takoder dobivena
eksperimentalno, koriStenjem Stapa sliénog onom u prvoj metodi. Tok topline kroz mali dio
U obrnuto je proporcionalna razmaku ( AX, a izravno proporcionalna povrsini poprecnog
presjeka S, Sto proizlazi iz ¢injenice da Sto je dulja Sirina malog dijela viSe je vremena
potrebno toplini da prode kroz njega. Nacelo je slicno poprecnom presjeku; ukoliko imamo
dva Stapa od kojih jedan ima veéi promjer od drugog, manje je vremena potrebno toplini da
prode kroz Stap veleg promjera, nego Stap manjeg promjera. Postavimo li dva objekta
razli¢itih temperatura jedan do drugog, toplina ¢e teci s toplijeg objekta na hladniji. U skladu s
time, ukoliko je temperatura pri poloZaju b veca od temperature pri poloZaju a, toplina ¢e

te¢i od poloZajab prema polozajua (Slika 3).
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Slika 3. Shematski prikaz Stapa s malim dijelom U pri kojem toplina te¢e od poloZaja b prema poloZaju a.

Uzevsi u obzir oba svojstva dobiva se jednadzba (8).

ﬂz_cu(awx,t)—u(a,t)S 0)
At AX
Pri ¢emu konstanta proporcionalnosti C predstavlja koeficijent termalne provodnosti Kkoji
varira ovisno o vrsti materijala od kojeg je izraden Stap. Kako bi dokazali valjanost izraza (8)

potrebno je odrediti tok topline kroz mali dio U, pri ¢emu su granice dijela definirane
izrazima (9) i (10).

a=x=0 ©

b=a+Ax 0)
a b .
v [—
0 Az L

Slika 4. Shematski prikaz Stapa pri kojem toplina tece od b prema a.



Ukoliko bi temperatura pri temperaturi u(a+ Ax,t) bila ve¢a od temperature u(a,t) tada bi
toplina Q imala negativnu vrijednost zato jer je temperatura pri b ve¢a nego temperatura pri

a. U skladu s time, toplina bi tekla od b prema a, preciznije, toplina bi istjecala iz Stapa.
Ukoliko Ax — 0 unutar jednadzbe (8), kvocijent razlike priblizava se %,tada je tok toplin
X

kroz mali dio U pri x=a odreden ¢lanom (11).
¢ s )
OX

Analogno tome mozemo pokazati kako je tok topline kroz mali dio U pri x=Db (toplina je u

ovom slucaju pozitivna) definirana izrazom (12).
c5—“(b,t)s (0)
oX

Prema tome, koli¢ina topline koju mali dio U dobije u vremenu t odredena je jednadZbom
(13).

dQ ou ou
—=C|—(b,t)——(a,t) |S 0
e/ So-ta)] ©)
Ukoliko primijenimo Newton - Leibnitzovu formuluna jednadzbu (13) dolazimo do
jednadzbe (14).

dQ %d , .ou

—=|—(C—S)dx 0

dt ! dx( OX ) ©
Buduc¢i da se radi o homogenim materijalima s konstantnim popre¢nim presjekom, C i S su

konstantni. Prema tome, jednadzba (14) prelazi u jednadzbu (15).

dQ s
— =C[=—sdx 0
dt £5x2 ©



2.3. Kombinacija dvaju koraka
Iz prethodnog podpoglavlja imamo dvije jednadzbe za tok topline u i van malog dijela U.

Budu¢i da obje predstavljaju modele toka toplina kroz Stap, jednadZbe ¢emo izjednaditi

dobivsi time jednadZbu (16).

o
Sdx 0
OX? ©

Cpi%de:Ci

Prebacivsi lijevu stranu jednadzbe (16) na desnu i podijelivsi cijelu jednadzbu sa S, jednadzba
prelazi u jednadzbu (17).

b b o2
ou u
CPIEdX_CJ‘WdXZO (O)

Izlu¢ivanjem dx jednadZzba (17) prelazi u jednadzbu (18).
b b o2
ou o°u
co|l—-C =0 0
( pa St -E[ﬁxzj ©

No, integral unutar jednadzbe (18) moze biti jednak nula samo u sluc¢aju kada je integrand

jednak nuli pri ¢emu slijedi jednadzba .

C Q—C(S2u
p ot NG

=0 ©

Dijeljenjem sa umnoSkom cp 1 supstitucijom k=£ jednadzba (19) prelazi u jednadzbu
cp
(20).

Su o
ot ox?

-0 0)

Pri tome konstanta k predstavlja koeficijent difuzivnosti. Toplinska jednadzba (20) naziva se
i difuzijska jednadZba i moZe se napisati i u svojem popularnijem obliku s indeksnom

notacijom — jednadzba (21).

u, = ku 0)

XX



3. Teoretski dio

3.1. Problemi po€etnih grani¢nih uvjeta (eng. IBV — initial boundary
value problems)
Kako bi bili u moguénosti rijesiti diferencijalnu toplinsku jednadzbu za mnostvo rijeSenja
ili ¢ak i samo jedno rjesenje potrebno je problemu postaviti odredene pocetne uvjete. U skladu
s time, potrebno je definirati temperaturu svake tocke niz Stap u vremenu t =0 i to funkcijom

koja je odredena sustavom (22).
u(x,0) =u,(x) za 0<x<L 0)

Navedena funkcija poznata je pod nazivom inicijalna temperaturna distribucija. Kako se
toplina moze uvesti ili odvesti iz Stapa pri njegovim granicama potrebno je definirati grani¢ne

uvjete Stapa pri granicama Stapa (0, L) - sustavom (23).
u@,t)=0 i u(Lt)=T, zasve t>0 0)

Primjerice ukoliko jedan kraj Stapa uronimo u tekucinu s konstantnom temperaturom od 0°C,
a drugi kraj u tekué¢inu s konstantnom temperaturom od 100°C tada izraz prelazi u sustav
(24).

u(@0,t)=0 i u(L,t)=100 zasve t>0 )
Uvjeti navedeni unutar izraza poznati su pod nazivom Dirichletovi uvjeti.

Sada smo u mogucénosti postaviti problem pocetnih grani¢nih uvjeta i to kombinacijom

toplinske jednadZbe s pocetnim i grani¢nim uvjetima. Problem se sastoji od pronalaska u(Xx,t)

koji bi zadovoljavao sustav (25).

u (x,t)=ku, (x,t) za 0<x<L 1 t>0
u(x,0) =u,(x) za 0<x<L 0)
u(0,t) =T, i u(L,t)=T, za t>0

Izraz (25) predstavlja opcenitu formu toplinske jednadZzbe u obliku IBV problema.



3.2. RjeSavanje toplinske diferencijalne jednadzbe
Imamo Stap izraden od homogenih materijala duljine L = 2 i k = 0,05, inicijalnu

temperaturnu distribuciju od u(x,0)=0 i grani¢ne uvjete definirane sustavom . Pri tome

dobivamo problem pocetnih grani¢nih uvjeta odreden sustavom (26).

u(x,t)=0,2u,(x,t) za 0<x<2 i t>0
u(x,00=0 i 0<x<2 0)
u@©,t)=0 i u(2,t)=100 za t>0

Pretpostavka je kako su operatori unutar toplinske jednadzbe linearni, preciznije ¢lanovi

5 . O°

Ox  ox°

linearnu kombinaciju dvaju rjeSenja koja su jednaka nekom drugom rjeSenju. Prvo od tih

linearni. Dakle, buduéi da je toplinska jednadZzba linearna moguce je pronaci

rjeSenja je rjeSenje za stanje mirovanja u,(x) tako da vrijedi jednadzba , odnosno za

konkretan slucaj definiran sustavom jednadZba (27) prelazi u jednadzbu (28).
0,00~ e, ©

0. (x) = 100-0

X+0=50x 0)

Preostali dio jednadzbe u=v-+u, jest v, pri kojem je v=u—u, tako da zadovoljava 1BV

problem definiran sustavom (29).

u(x,t)=ku,(x,t) za 0<x<L i t>0
u(x,0)=u,(x)-u,(x) za 0<x<L 0)
u(0,t)=0=u(@t) za t>0

Svrha ove transformacije je u tome Sto v ima homogene grani¢ne uvjete ¢ime je pronalazak
rjeSenja jednostavniji. Time se omogucuje separacija varijabli u svrhu pronalaska rjeSenja za v
jer kako bi separacija varijabli bila moguca uvjet je da je problem homogen. U skladu s time,

zeljeni produkt rjeSenja je u obliku odredenom jednadzbom (30).
v(x,1) = X()T(t) (0)

KoriStenjem separacije varijabli dobivaju se dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe za T i za X.

UvrStavanjem jednadzbe u toplinsku jednadzbu dobivamo jednadzbu (31).



X T (k) = kX "(X)T (t) (0)
Podijelivsi obje strane jednadzbe s kT (t) i X (x) dobija se jednadzba .

Tm _xX'X
KT(@t) X (x)

(0)

Buduc¢i da su X i t nezavisne varijable jedini na¢in kako bi dvije strane jednadzbe bile jednake
jest ako su obje strane jednake nekoj konstanti. Prema konvenciji navedena konstanta je —A .
Prema tome iz jednadzbe proizlaze jednadzba (33) i jednadzba (34), odnosno jednadzba (35)
i jednadzba (36).

T _
X'(x) _
X~ ©
T'+AKT =0 (0)
X"+ AX =0 (0)

Prva diferencijalna jednadZzba ima opéenito rjeSenje odredeno jednadzbom (37).
T(t)=Ce™ (0)

Zatim je potrebno pronaéi rjeSenja za drugu diferencijalnu jednadzbu uz pocetne uvjete:

X (0) = X(L) =0. Ovaj problem naziva se problem grani¢nih vrijednosti dvije tocke, poznat i
pod nazivom Sturm — Liouville problem. Potrebno je pronaci vrijednosti A koje daju rjeSenja

koja nemaju vrijednost nula. Prvi dio je za A<0. Koristenjem relacije A =-r® dobiva se
izraz (38).

X"-r’X =0, X =e" (0)
Prema tome, vrijede relacije (39), (40) i (41).

A% —r%e™ =0 (0)



A2-r?=0 (0)
A=4r )

Time dolazimo do opceg rjeSenja odredenog izrazom (42), dok su grani¢ni uvjeti odredeni

izrazima (43) i (44).

X({t)=Ce"+Ce™ (0)
0=x(0)=C,+C, (0)
0=X(L)=Ce"+C,e™" (0)

Iz jednadzbe vidljivo je kako je C, =—C,, te ako taj izraz uvrstimo u jednadzbu dobivamo

jednadzbu (45).
0=C,(e™—e™) (0)

Kako je r =0 faktor unutar zagrade u jednadzbi nema vrijednost nula iz ¢ega proizlazi da je
C,=01C, =0, iz cega zatim proizlazi da je X (x)=0. Navedeni slijed je logic¢an jer ako je
A <0 tada bi produkt rjesenja bio v(x,t)=e "X (x). Dakle, uz A <0 i odustnost izvora
toplina ova jednadzba bi eksponencijalno rasla, §to naravno nije slu¢aj kod objekata kod kojih
nema izvora topline. Za A =0 diferencijalna jednadzba je X"=0 i ima opce rjeSenje

odredeno izrazom (46), te grani¢nim uvjetima odredenim izrazom (47).
X(x)=ax+b 0)
0=x(0)=b i 0=X(L)=aL+b 0)

Iz toga proizlazi da je a=b=0, te opet dolazimo do rjeSenja s vrijednosti nula. Preostaje

A > 0. Uvodimo supstituciju A = »® i time dobivamo diferencijalnu jednadzbu (48).
X"+ @’X =0 (0)

Navedena jednadzba ima opce rjeSenje odredeno izrazom (49) i grani¢ne uvjete odredene

izrazom (50).



X (X) = acos wx + bsin ox 0)

X(0)=0 izcegaslijedi a=0

0
X(L)=0 izcegaslijedi bsinwL=0 ©

Uzevsi u obzir da je a=0, ¢lan acoswx postaje takoder nula, Sto znaci da je potrebno rijesiti
jednadZzbu . RjeSavamo jednadZzbu (51) na naé¢in da pronademo kada je sinwL =0. Buduéi da
je sinus jednak nuli za pozitivne cjelobrojne vrijednosti 7 do relacije sinwL =0 ¢e jedino

do¢i kod vrijednosti wL = nz . 1z toga proizlazi jednadzba (52).

bsinwL =0 0)
r]2”_2
A== B 0)

Zatim uvrStavanjem izraza (52) u izraz (49) dobivamo izraz (53).
X (x) = bsin (”LLXj 0)

Budu¢i da je potrebno pronaci rjeSenja koja nemaju vrijednost nula, postavljena je vrijednost
b =1, $to ujedno i pojednostavljuje izratun. Dakle, potrebno je pronaci jednadzbu (54), te

jednadzbu (55).

n’z’
Ay = E ()
. (nzx
X, (x) = sm(Tj )

Pri tome A, predstavlja svojstvenu vrijednost Sturm — Liouviellovog problema, a X (x)

svojstvenu funkciju. Potpuno rjeSenje Sturm — Liouviellovog problema je grupa svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih funkcija za n=1 do n=. Za toplinsku jednadZbu imamo potpuno
rjesenje odredeno jednadzbom (56) koje zadovoljava grani¢ne uvjete, no jo$ je potrebno
zadovoljiti pocetne uvjete. Ponovno uzimamo u ozbir naCelo da je bilo koja linearna

kombinacija dvaju rjeSenja, rjeSenje. U skladu s time, dobivamo jednadzbu (57).

10



-7kt
v.(xt)=e . sin (”LLXJ 0)

> szzkt. nzx
v(x,t)=> b.e sin| == (0)
n=1

RjeSenje zadovoljava sve uvjete osim pocetnih uvjeta. Stoga je potrebno pronaci koeficijente

b, koji zadovoljavaju pocetne uvjete. Primjenom pocetnih uvjeta dobiva se jednadzba (58),

odnosno za konkretan slucaj primjera jednadzba (59).

u(x,0)=>b, sin”T”x )
n=1

—50x = ibn sinnzx 0)
n=1

Ovaj postupak je posebna vrsta Fourierovog reda, a naziva se razvoj sinus reda unutar polu-

raspona, pri ¢emu se b, racuna jednadzbom (60).
2 nzx
b, =—|v, (x)sin| — | dx 0
: L! > (X) ( 2 J (0)
Razvojem jednadzba prelazi u izraz (61).
1
b, = 2[ (~50x)sin nzxdx
0
1
= —100J' Xsin nzxdx 0)
0
100

()"
Nz

UvrStavanjem izraza (61) u jednadzbu (57) dobiva se potpuno rjeSenje IBV problema v(x,t) -

jednadzba (62).

v(x,t) = %Z (_r? e " sin nzrx (0)
n=1



4. Pregledni dio

Temperatura unutar $tapa odredena je jednadzbom (63), odnosno jednadzbom (64).

u(x,t) =u,(x)+v(x,t) )
u(x,t) =50x +@i%e‘°’os”z”zt sinnzx (0)
T n=1

Za graficki prikaz rjeSenja koristen je integrirani solver parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

programskog paketa Matlab R2012a — pdepe.

4.1. KoriStenje Matlabove funkcije za rjeSavanje parcijalnih

diferencijalnih jednadzbi — pdepe

Pdepe je funkcija unutar Matlab programskog paketa, a sluzi za rjeSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Za demonstraciju pdepe funkcije koristen je prethodno navedeni

primjer. U pocetku objasniti ¢emo sintaksu pdepe funkcije, a to je:
sol = pdepe(m,@pdex, @pdexic,@pdexbc,x,t).

4.1.1. Simetrija

Prva varijabla funkcije pdepe ozna¢ena je sa slovom m i naziva se simetrija problema, a
pojavljuje se u jednadzbi . Varijabla m moze poprimiti triju vrijednosti, 0 — ploSna, 1 —
cilindri¢na, 2 — sfericna. Unutar primjera obradenog u ovom seminarskom radu koristi se

jedno — dimenzijska toplinska jednadZba, te je u skladu s time, varijabla m jednaka nuli.

c X,t,U,@ ﬂzx’mi X" f x,t,u,ﬂ +5 x,t,u,ﬂ 0)
ox) ot OX OX SX

12



4.1.2. Podfunkcije

Sljedece u nizu varijabli pdepe funkcije su podfunkcije @pdex, @pdexic, @pdexbc. Prva

podfunkcija, @pdex, je funkcija kojom se izracunavaju komponente parcijalne diferencijalne

jednadzbe. Kako bi funkcija bila u moguénosti interpretirati parcijalnu diferencijalnu

jednadzbu, jednadzba mora biti u obliku izraza . Pri tome c predstavlja dijagonalnu matricu, f

se naziva termin fluksa, a s izvorni termin. Potrebno je, dakle, toplinsku diferencijalnu

jednadzbu (66) prevesti u oblik definiran jednadzbom . Time se dobiva izraz (67), pri ¢emu su

¢lanovi ¢, s 1 f odredeni jednadzbama (68), (69) i (70).

u, (x,t) =0,05u,, (x,t)
1 @ = 0,05ﬂ Q +0
ot OX J\ OX
c(x,t,u,@le
OX

f(x,t,u,ﬂjzo,OSﬂ
OX OX

s(x,t,u,ﬁjzo
OX

Zatim, izradimo .m datoteku za funkciju sa sljede¢om sintaksom:

function [c,f,s] = pdex(x,t,u,DuDx)

¢ = 1/0.05;
f = DuDx;
s=0;

(0)

(0)

(0)

(0)

(0)

Podfunkcija pdex koristi se za izraCunavanje ¢lanova ¢, f i s kao stupcanih vektora. Sljedeca

podfunkcija je funkcija pdexic koja evaluira pocetne uvjete diferencijalne jednadzbe. Buducéi

da je inicijalna temperaturna distribucija ovog primjera u,(x) =0 funkcija ima sljede¢i oblik:

function u0 = pdexic(x)

13



Podfunkcija @pdexbc je funkcija koja evaluira grani¢ne uvjete. Kao i kod prethodne
podfunkcije grani¢ni uvjeti moraju se prevesti u oblik koji funkcija pdepe razumije. Stoga,

opceniti oblik grani¢nih uvjeta odreden je izrazom (71).

p(x,t,u)+q(x,t)f (x,t,u%) ©

Kako su grani¢ni uvjeti navedenog primjera odredeni su izrazom (72), potrebno je pronaci

vrijednosti pl i gl.Pritomesu pl i gl funkcije u opem obliku za pdepe funkciju za lijeve

grani¢ne uvjete.
u@©,t)=0 i u(2,t)=100 0)

Jednadzba (73) daje pl =ul pri ¢emu je ul temperaturna funkcija pri lijevoj grani¢noj tocci, a
gl =0. Zatim je potrebno pronaci pdepe formu za pr i qr koje su vrijednosti pri desnim

grani¢nim uvjetima. Jednadzba (74) daje pr=ur-100 i gr =0.

u(0,0)+02%(0.1)=0 ©)
OX

u2,0+02Y (2,t) =100 )
OX

Funkcija pdexbc unutar .m datoteke upisuje se na sljedeci nacin:
function [p1,q1,pr,qr] = pdexbc(x1,ul,xr,ur,t)
pl =ul,;
ql=0;

pr=ur-100;qr = 0;
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4.1.3. Varijable x it

Varijabla x predstavlja vektor koji odgovara duljini Stapa tako da su vrijednosti x u
intervalu 0 < x< L. Sadrzi tocke uz duljinu Stapa koje se evaluiraju. Potrebno je > 3elementa
unutar vektora x kako bi ga funkcija pdepe mogla evaluirati. Vremenski vektor t, vektor je
koji sadrzi tocke u vremenu pri kojima se evaluira temperatura Stapa. Kao 1 vektor x takoder

mora sadrzavati >3 elementa.

4.1.4. Upravljacka funkcija

Nakon opisivanja svih komponenti potrebnih za rad pdepe funkcije potrebno je napisati
tzv. upravljacku funkciju programa (Prilog 1) koja povezuje sve prethodno opisane
podfunkcije. Navedena upravljacka funkcija izvrSava pdepe funkciju i iscrtava graficke

prikaze rjeSenja IBV problema. Zapocinjemo s imenom funkcije, koju ¢emo nazvati pdexfunc:
function pdexfunc
close all

Deklaraciju funkcije slijedi naredba close all za zatvaranje svih ostalih aktivnih prozora s
grafickim prikazima unutar Matlab programskog paketa. Zatim, definiramo simetriju

parcijalne diferencijalne jednadzbe, za ovaj primjer m=0:
m=0;
Zatim, definiramo x i t vektore:
x = linspace(0,20,40); %ova naredba kreira 40 jednakik tocaka uz duljinu stapa
t = linspace(0,15,20); %ova naredba kreira 20 jednakih vremenskih tocaka.
Zatim, pozivamo pdepe funkciju i to na sljedeéi nacin:
sol = pdepe(m,@pdex,@pdexic,@pdexbc,x,t);
Izlazni argument sol je trodimenzionalno polje, poput:

e sol(:,:,k) aproksimira komponentu k rjeSenja u ;

e sol(i,;,k) aproksimira komponentu k rjeSenja u vremenu tspan(i) pri tockama
isprepletanja xmesh(:) ;

e sol(i,J,k) aproksimira komponentu k rjeSenja u vremenu tspan(i) i tocki isprepletanja
xmesh(j) .
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Zatim je potrebno izdvojiti prvu komponentu rje$enja i to na sljedeci nacin:
u=sol(:,:,1);

Kako bi se dobio grafic¢ki prikaz mreze rjeSenja koristimo naredbu surf i to na sljedeci nacin:

surf(x,t,u)

Navedena naredba za izlaz imati ¢e mrezu rjeSenja koja ¢e se sastojati od odabranih
vrijednosti x i t u ovisnosti o temperaturi u. Zatim otvaramo novi prozor dvodimenzionalni
graficki prikaz kako bi mogli pokazati konvergenciju rjeSenja prema temperaturi stanja
mirovanja. Graficki prikaz je dobiva se koriStenjem uzastopnih naredbi plot i to na sljedeéi

nacin:
plot(x,u(t,:))

Zamjenivsi t s vrijednostima koje ¢ine graficki prikaz prezentabilnijim, pri ¢emu je t unutar
sljedeceg intervala0 <t <# elemenata unutar vektora t. Sljede¢i navedeni kod uz funkcije
definirane prethodno, u moguénosti smo rijesiti IBV problem prezentiran u ovom

seminarskom radu.
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5. Rezultati

Na grafickom prikazu skupa rjeSenja primjera (Slika 6) vidljivo je kako skup rjeSenja
konvergira prema stanju mirovanja od u (x) =100x s povecanjem vremena. Na grafickom
prikazu mreze rjeSenja vidljivo je kako temperatura ostaje nepromijenjena na krajnjim

tockama za Dirichletove uvjete.

120 T T T T T T T U L
--------- Temperatura stanja u mirovanju

1] 02 04 0B 08 1 12 14 168 18 2
PoloZaj

Slika 5. Graficki prikaz skupa rjeSenja primjera.

Termperaturafu)

Vrijeme(t) 0o

FPalazajix)

Slika 6. Graficki prikaz mreze rjeSenja primjera.
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6. Zakljucéak

Jednodimenzijska toplinska jednadzba, diferencijalna je jednadzba ¢ija rjeSenja opisuju
prijenos toplinu niz jednodimenzijskog tijela u vremenu (u slucaju opisanom u ovom
seminarskom radu to je Stap). Pronalazi mnoStvo primjena, od motora do strukturalne
mehanike, a posjeduje i veliku primjenu unutar polja biologije, unutar kojega je poznata i kao

difuzijska jednadzba.

Jedna od najznacajnijih primjena toplinske jednadzbe je proucavanje prijenosa topline
kroz metalni Stap u ovisnosti 0 vremenu, polozaju, kao i svojstvima materijala Stapa. Upravo

taj slucaj opisan je unutar ovog seminarskog rada.

18



7. Literatura

1. Kreyszig, E., Advanced Engineering Mathematics, 2" Edition, John Wiley and Sons,
Inc., 1962, 501-505 str.

2. A. Abrahamsen, D. Richards, The One Dimensional Heat Equation, 22. svibanj, 2002.

19



8. Prilozi

8.1. Prilog 1

function pde

close all
m = 0;
x = linspace(0,2,40);

t linspace(0,15,20);

sol = pdepe(m,@pdex,@pdexic,@pdexbc,x,t);
u = sol(z,:,1);
surf(x,t,u)

xlabel (*Polozaj (x)*)
ylabel ("Vrijeme(t)")
zlabel (*Temperatura(u)*)
figure

y=50*x;

plot(x,y,"r:")

hold on

plot(x,u(l,:))
plot(x,u(2,:))
plot(x,u(3,:))
plot(x,u(4,:))
plot(x,u(5,:))
plot(x,u(6,:))
plot(x,u(7,:))
plot(x,u(8,:))
plot(x,u(9,:))

plot(x,u(10,:))
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plot(x,u(11,:))
plot(x,u(12,:))
xlabel (*Polozaj*)
ylabel (*u(x,3)")

legend("Temperatura stanja u mirovanju®)

function [c,f,s] = pdex (X,t,u,DuDx);

c = 1/0.05;
f = DuDx;
s =0

function u0 = pdexic(x);

uo

1
o

function [pl,ql,pr,gr]=pdexbc(x1l,ul,xr,ur,t);

pl = ul
ql = 0;
pr = ur-100;
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