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4. PRIMJERI MODELA SUZIVOTA GDJE JEDNA VELICINA OMETA DRUGU U MATLABU.....................



1. UvOD

Nijedan organizam nije sam na ovome svijetu, niti jedan covjek nije otok, barem dio
svog Zivota provodi u nekakvoj zajednici. Svaki organizam rodenjem pripada zajednici i
populaciji odredene vrste koja na istom stanistu koegzistira s populacijama istih ili drugih

vrsta.

Organizmi djeluju jedni na druge, kako unutar populacije, tako i medu populacijama.
Meduodnosi se mogu kretati od simbiotskog nacina suZivota do borbe za opstanak.
Jednostavnija medudjelovanja mogu se modelirati pa tako i odnos medu populacijama gdje
jedna populacija na drugu utjeCe samo redukcijom broja njenih jedinki, dok ta druga

populacija na prvu ne utjece uopce.

Model suzivota gdje jedna vrsta ometa drugu jednostavan je matematicki model koji se
moze koristiti u svrhu promatranja i shvacanja kako ¢e se razvijati i ponasati dvije skupine
jedinki dviju razli¢itih vrsta, a da su pritom na neki nacin izolirane od ostalih vrsta, pri ¢emu

jedna vrsta na drugu utjeCe samo tako da joj smanjuje kapacitet.



2. DINAMI CKI SUSTAVI

Dinamika ogenito govori o promjeni, stoga se mozéi a dinamki sustav opisuje
medusobnu zavisnost sustava varijabli i njihovu pramjes vremenu. Dinarski sustavi
opisani su diferencijalnim i diferencijskim jedn&@dima. Dinantki sustavi mogu biti

kontinuirani, diskontinuirani ili kombinacija navedih (hibridni).

Kontinuiran (“fluidan”, neprekidan) je onaj sustkuji pokazuje da u proizvoljno malenom
vremenskom periodu dolazi do promjene vrijednostrijabli (dok su parametri sustava
stalni). Takvi su sustavi opisani diferencijalniedpadzbama, i intuitivno su najblizi stvarnim

uvjetima u prirodi.

Diskontinuirani (diskretan, isprekidan, skokovi® ¢pnaj sustav kod kojeg se promjene ne

dogatiaju stalno, nego u diskretnim vremenskim intervalim

PonaSanje dinartkih sustava mogie je predditi orbitama (trajektorijama), koje se, nakon
dovoljno vremena, mogu razviti u skup koji nazivaatmktorima. Atraktortine dio faznog
prostora promatranog sustava, odnosno njih smatrgewmetrijskim podskupom faznog

prostora. Orbita dinardkog sustava unutar atraktora moZze biti periodnieaiiticna.

Geometrijska predodzba dinatkih sustava olakSava nam razumijevanje promatranog
sustava.Da bi se moglo predvidjeti ponaSanje ditkogi sustava za neko odeno
vremensko razdoblje ili da bi se mogla pfavati povijest dinandkog sustava, potrebno je
rijesiti njegovu jednadzbu. Problem je Sto se mregtavi ne mogu zapisati poéuojedne
jednadzbe, &ak i da se mogu, ta jednadzba (ili sustav jednad#nteXe nije eksplicitno
rieSiva. Cilj nije proné to¢na rjeSenja jednadzbi, cilj je odgovoriti na pieapoput ,Hae li

se sustav umiriti do stacionarnog stanja, a aki®hkoja su mogta stacionarna stanja?* ili
,OVisi li ponaSanje sustava kroz duze razdobljengea o pdetnim uvjetima?“. Znd, cilj je
kvalitativho opisati sustav. Vazno je tales opisati fiksne téke ili stacionarna stanja danog

dinamikog sustava jer su to vrijednosti varijabli kojersée promijeniti s vremenom.

Jednako tako su zanimljive i periodn€ke jer su to stanja sustava koja se ponavljaju mako
odrelenog perioda vremena. Pri ptawanju dinamikih sustava vaznu ulogu imaju

trajektorije.



Trajektorija je putanja ili orbita tixe (xo,yo)kroz sva vremena, odnosno to je skup svih stanja
(zivot) dinamékog sustava (koji ima gornje petne uvjete — naime, tek sve trajektorije

opisuju sva stanja).

Dinamicki sustavi mogu biti linearni (jako rijetko) ili fimearni. Nelinearni dinaniki sustav

je onaj sustaviji je model opisan nelinearnim jednadzbama.

Rast neke populacije moze se opisati jednom odogdmnijih nelinearnih diferencijalnih

jednadzbi 1. reda — logigkim modelom, koji predstavlja kontinuirani logigti model:

x = (dx/dt) =kx x (1 —x/M)(1)

gdje jet vrijeme, kkoeficijent rasta populacije, & ozna&ava nosivi kapacitet, odnosno
maksimalnu vetiinu koju populacija moZe dosegn(iix/dt) predstavlja brzinu rasta
populacije i mozemo to kéa zapisati kae. Ovaj modeléesto se naziva populacijskim
modelom upravo zato jer se koristi za modeliramgtdnja neke populacije, bilo neke biljne

ili Zivotinjske vrste, ukljgujuci i ljudsku.



3. MODEL SUZIVOTA GDJE JEDNA VELI CINA OMETA DRUGU

Model predstavlja situaciju gdje jedna vela (vrsta) ometa drugu p¥femu ta druga ne
ometa prvu, zna jedna nesimetéha situacija. Ovaj model nije jedini kojim se asituacija
moze modelirati, ali je svakako jedan od najjedmasjih nelinearnih modela. Od varijabli
imamox, y i t. Ako govorimo u bioloSkim terminima, varijabdei y predstavljaju pojedine
organizme, odnosno vrstetpredstavlja vrijeme. Imamo situaciju u zatvorenarmstavu gdje
varijablay ne utj€e na varijablux. U tom sustavu, varijabla se normalno razvija i jednako
ponaSa bez obzira postoji li varijabtau sustavu ili ne postoji. Ako varijablapostoji, onda
varijabli x nije bitno koliko je varijabley u okolini, jednostavno varijabla uopte ne utjée
na varijablux. Medutim, varijablax ometa varijabluy i u biti, Sto je varijablax veta po
iznosu, varijabliy je teZe i manje je ima. U sustavu postoji nekiedeini maksimum do kojeg
moze ¢&i varijabla x i do kojeg moze ¢ varijabla y. Taj maksimum predstavlja nosivi
kapacitet do kojeg se svaka pojedina varijabla mazeijati. Svugdje gore, a i dalje, bolje je
velicina nego varijabla. Logistka jednadzba za razvoj varijabtepostavlja se na sljedie

naiin :

x =dx/dt =axx (1 —x/K) (2)

Prema izrazu (2) imamo jednu \i@tiu (x) koja se razvija u vremenut)( Brzina
razvoja te veliine ovisi o trenutnoj kodini velicine te njenom nosivom kapaciteti)(vrlo
bitan je i koeficijenta. Kada nosivi kapacitet tezi beska@nasti ili ako je koltéina velcine
jako malena, izragx/K)tezi nuli. Tada se izraz u zagradi priblizava \dijesti 1 Sto zna da
je brzina razvoja valine u tom sldaju praktéki proporcionalna vetini. Zato je rast vedine
eksponencijalan za male vrijednosti ¢ile. Pri velikim vrijednostima valine izraZx/K)
tezi vrijednosti 1, Sto ziada izraz u zagradi tezi nuli, pa se rast deé eksponencijalno
usporava i tezi nekoj konstantnoj vrijednosti, ajeéoiznos nosivog kapaciteta. Drugim
rije¢ima, krivulja razvijanja opisana ovakvom jednadzbmna sigmoidalan oblik i stupanj
rasta ovisi o trenutnoj kdlini te veli¢ine (Slikal.). Radi drugog pristupa tufeaju jednadzbe

(2), ona se moze prikazati i na sljédeacin:

x =dx/dt = ax —ax X (x/K)(3)



Vidimo da imamax2. Ako je 0 < x < 1,x, je jo$ manji po iznosu te se drugan za male
vrijednosti veléine x prakticki gubi. Koeficijentapredstavlja koeficijent razvoja veéine x

pri malim kolcinama. S obzirom da se radi o razvijanju, tj. raglitinea > 0.

Slika 1. Na slici su prikazane logistika sigmoidalna funkcija (zlatna linija), prilagodena
eksponencijalna funkcija (plava linija), linearna funkcija (crvena) i joS jedna
sigmiodalna funkcija (ljubi éasta linija). Funkcije su podeSene tako da nagib ouli iznosi
0.01 (za pomak na x osi za jednu jedinicu, funkcijaaste ili pada za 0.01 jedinicu na y

0si).

Bitno je naglasiti da se radi o malim kidtiama jer postoji ograbenje, a to j&—
nosivi kapacitet za Kad se priblizavamo nosivom kapacitetu, kao o opjasSnjeno
maloprije, rast vetine x se usporava. Logiska jednadZzba za razvoj varijableybez

prisutnosti varijabler postavlja se sino kao i za razvoj varijable:

y =dx/dt =byx(1—y/L) (4)

Analogno logisttkoj jednadzbi (3) za razvoj vélnex, koeficijentb je koeficijent razvoja
velicine y pri malim kolinama, & je nosivi kapacitet za veélnu y kada ne bi bilo varijable
x. Medutim, ima je, i 5to je viSe ima, to viSe ometa i@axelicine y pa se i kapacitet velne

Yy smanjuje.



Najjednostavniji model je da zamislimo da v®la x nema drugog utjecaja na
veli¢inu y osim Sto joj smanjuje kapacitet. Zmnavelicina y se nastavlja jednako ponaSati, a
velicina x ne utj€e na nju nikako drulje osim tako Sto veline y ne moze biti onoliko
koliko bi je bilo kad ne bi bilo veline x. Prema tome, korekcije u gornjim jednadzbama (4)

uvodimo samo kod nosivog kapaciteta i to tako darseimanjuje za neku funkciju od

f ().

y'=dy/dt =by x{1—=[y/L—f(x)]}(5)

Najjednostavniji model bio bi uz pretpostavku daksgacitet veliine y linearno
smanjuje s pouw&njem veléine x i to u slkaju kad jef (x)= x. Medutim, to implicira da
povetanje veltine x za 1 zn& smanjenje nosivog kapaciteta za 1, a to nijeskealno pa je
bolje napisatif (x) = cxpri cemuc ozn&ava neku konstantu Sto u prijevodu &nda neka

jedinka x moZe ometati dvije, tri ili viSe jedinki. Kad se ove korekcije uzmu u
obzir,jednadzba (5) poprima oblik:

y =dy/dt =by x[1—-y/(L —cx)] (6)
Sustav logistikih jednadzbi (2) i (6) za razvoj pojedinih varijab

x =dx/dt =ax X (1—x/K)

y =dy/dt =by X [1—-y/(L— cx)]

nelinearan je Sto zilada egzakino rjeSavanje nije izgledno. U biti, peve logisttke
jednadzbex, mozemo odrediti kao funkciju od, ali uvrStavanjem dobivenog rjeSenja u
logisticku jednadzbu za razvoj veéiine y u prisutnosti vetiine x, dobiva se komplicirana

diferencijalna jednadZba koja se moze rijeSiti nudke Sto nije prakiino. Zato se pristupa
kvalitativnom opisu rjeSenja.



4. PRIMJERI MODELA SUZIVOTA GDJE JEDNA VELI CINA
OMETA DRUGU U MATLABU

U ovom poglavlju prikazani su primjeri u Matlabu jkese sastoje od grafova i
komentara dobivenih rezultata. Péamali smo utjecaj peetnih uvjeta i parametara na
sudbinu dviju vrsta. U daljnjem tekstu populacigdne vrste ) nazvana je ,hapadéd

("agresori), a drugey "zrtve".

Sto se e parametara, prvo imamo koeficijentgbkao brzinu ili intenzitet razvoja ili
razmnozavanja napati odnosno zrtve. Koeficijemtgovori o nasrtljivosti napada, tj. na
koliko jedinki zrtava ima utjecaj jedna jedinka mdgta. Zatim imamo kapacitet€ i L koji
nam govore kolika je maksimalna teoretskadioé pojedine populacije do koje se ona moze

razmnoziti. Péetni uvjetix, i y,0znaavaju pé&etnu koltinu napadé&a, odnosno zrtve.

Napadai mogu dositi svoj maksimalan broK jer zrtva nema nikakav utjecaj na njih, dok

zrtva nikad née ostvariti puni br@jani potencijal.
4.1. Pdetno stanje sustava — ravnoteza

x =dx/dt =ax X (1 —x/K)

y =dy/dt = by x[1—-y/(L - cx)]

Sustav je u ravnotezi ako je:

dx/dt =0

dy/dt =0



Postoje 4 sleaja:
1. sluéaj

ax =0

by =0

uz pretpostavku da@> 0ib > 0 slijedi

Prvi sluitaj govori da populacije nikada nije bilo niti da je ikad biti.
2. slucaj
ax =0

1—y/(L=cx)=0

Iz ¢ega slijedi
x=0
y=1L

Drugi slutaj govori dace se broj Zrtava fiksirati pri svom nosivom kapeititako nema

agresora.
3. sluéaj

1-x/K=0

by =0

iz ¢ega slijedi

x=K



Treci slu¢aj govori dace broj agresora biti fiksiran pri svom nosivom keipetu ako nema

Zrtava.

4. Slucaj
1-(*/,=0
1-(/L-cx))=0,
iz toga slijedi da je
x=K
y=L—cx

Ako uzmemo da je

K =10
L=11
c=0,1

Sustav je u ravnotezi akojye= 10iy = 10.

U kasnijim primjerima koristili smo ovaj staj sustava u ravnotezi.



Pocetno stanje sustava — ravnoteza

Primjer 1.

function dy = agrzrt(t,y);

dy = zeros(2,1);

globalabcKL

dy(1) = a*y(1) * (1-(y(1)/K));

dy(2) = b*y(2)*(1-((y(2)/(L-c*y(1)));

clear, clear global

globalabc KL

a=0.1;

b=0.1;

c=0.1;

K=10;

L=11;

t0=0;

tmax=100;

y(1) = 10;

y(1) = 10;

options = odeset('RelTol',1e-4,’AbsTol',[1le-7 le-7]
[t,Y] = oded5(@agrzrt,[t0 tmax],[y(1) y(1)], option
clf reset

figure(1)

plot(t, Y(:,1),'r")

hold on

plot(t, Y(:,2), '--b")

axis([0 100 0 Y(2)]))

legend(‘agresor’,'zrtva’)

U Primjeru 1. x0 = 10 i y0O = 10 Sto zn&i da je p@etan broj agresora, odnosno

zrtve 10.K,broj do kojeg se agresor moze razviti, je thol0, a poSto zrtve ne uijena

napadade.Ravnotezni kapacitet napéda je uvijek jednak kojom god se brzinom

razmnozavalic je 0,1 Sto zn&a da je potrebno 10 napatiada bi se broj zrtava smanjio za 1.

10



Da bi i ravnoteZni kapacitet Zrtava bio kroz cijetlgeme jednak potrebno je maksimalan broj
Zrtava povéati za 1 od pé&etnog broja, tjL = 11.

Iz grafa 1. mozemo vidjeti da su kapaciteti zrtaveapadé&a (agresora) u ravnotezi uvijek
jednaki. Kako vrijeme prolazi, broj obiju populacge ne mijenja.

promjena gustoce populacije vrsta u vremnu kada je sustav U ravnoteZi
T T T T T T

20 agrasor

— — Zrtva

gustoca populacije x v
=

|
1) 10 20 30 40 50 [=01] 70 80 90 100
wijeme

Graf 1. Promjena gustde populacije vrsta u vremenu kada je sustav u ravrieZzi

4.2. Utjecaj koeficijentac, odnosno utjecaj napasnosti napada

Utjecaj promjene koeficijenata, parametaradginih uvjeta protavatéemo na Primjeru2. U

Primjeru 2 broj do kojega se napaadaoZze razviti je 30, a broj do kojeg se Zrtva moze

razviti je 40. Poetne vrijednosti napada i Zrtve su 10 kao u Primjeru 1.

11



Primjer 2.

function dy = agrzrt(t,y);

dy = zeros(2,1);

globalabcKL

dy(1) = a*y(1) * (1-(y(1)/K));

dy(2) = b*y(2)*(1-((y(2/(L-c*y(1))));

clear, clear global

globalabcKL

a=0.1;

b=0.1;

c=0.6;

K=30;

L=40;

t0=0;

tmax=100;

y(1) = 10;

y(1) = 10;

options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',[1e-7 le-7]
[t,Y] = oded5(@agrzrt,[t0 tmax],[y(1) y(1)], option
clf reset

figure(1)

plot(t, Y(:,1),'r)

hold on

plot(t, Y(:,2), --b")

axis([0 100 0 Y(2)])

legend(‘agresor','zrtva’)

S);
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promjena gustoce populacije vrsta u vrernenu
30 T =

gustoda populacije %,y

J. | | | |

agresor

— — Zitva

50
wrijerme

Graf 2. Promjena gustde populacije vrsta u vremenu - Primjer 2

100

Iz grafa 2. jasno moZzemo vidjeti kako su se obje vrste s poboljSanjem uvjeta za Zivot pocele

razmnozavati. Takoder moZzemo vidjeti u kojem je vremenu broj napadaca preSao odredenu

koliCinu te se kapacitet Zrtava po¢eo smanijivati.
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Graf 3. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 - Primjer 2

Na grafu 3. prikazan je skup trajektorija koje ojiszivotne cikluse dviju vrsta.
Ovdje lijepo mozemo vidjeti kako pog@nje gustée napadéa(x) utjece na zrtvu(y). Kada

gusta@a napadéa dostigne oddenu vrijednost gusta zrtava péinje padati.

Trajektorije su definirane za ragle paietne uvjetex0 i y0 koji se kréu od vrijednosti 10 do
50 sa korakom 5. Odtenom bojom ozngene su raziite paetne vrijednostiyza istu

pocetnu vrijednost.

Zbog toga na ovom grafu mozemo promatrati utjecagmih uvjeta. Ako jg0 konstantan i
ako povéavamox0, utjecaj napadm se povéava. Sto jex0 vetiy ¢e doséi sve manii
maksimalan broj. Ako pak imamo konstantad i pove&éavamoy0, y ¢e doséi sve vei

maksimalan broj.

Kod paietne vrijednostix0 = 30 moZzemo primijetiti pravac. To je zbog toga StoKe
odnosno maksimalan kapacitet nagad&0 Sto zn& da se broj napada (agresora) ne
mijenja. Na tom pravcu nalazi se tka ponora trajektorija, (30,22).
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To je taka koja predéuje stanje sustava za t = 0 {ptak trajektorije), a ke (x(t); y(t))

stanje u vremenu. Dakle, trajektorija pred@va zivot sustava. Ako pot@mo utjecaj
nasrtljivost napada s 0,6 na 0,7 mozemo vidjeti é& pri manjem broju napada (graf 4. i
5.) broj zrtava péeti padati.

promjena gustoce populacije wsta u wemenu kada je c=0.7
40 T T T T T T T T agresar
— — irtva

e —

30

)
o

o
=]

gustoca populacije x, y

il | | | | | | | | |
0 1o 20 30 40 50 B0 n 80 =] 100
wrijerne

Graf 4. Promjena gustde populacije vrsta u vremenu kada jec = 0,7
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45}

35+
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25

Gustoéa populacijey

15+

10+

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Gustoéa populacije x

Graf 5. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jec = 0,7
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Ako smanjimo utjecaj nasrtljivosti napa@anac = 0,1, vidimo da je broj zrtava ve
od broja napada jer je njihov kapacitet ¥e od kapaciteta napatia Kako
napadai(agresori) utjéu na zrtve i usporavaju rast broja zrtava te zrikad née dostti

svoj maksimalni kapacitét. = 40).

Iz grafa 7. pak mozemo primijetiti da s€ka ponora trajektorija podigla na viSu vrijedngst
u odnosu na vrijednostkada jec = 0,6. To je zbog toga Sto je utjecaj agresora mangea

samim time i relativni kapacitet Zrtava poge.

Promjena gustoce populacije vsta u vremenu kada je c = 0,1
2 I T T T T agresor |
— — irva

e

30

]
(3]

]
o

gustoda populacije ®y

o | | | | | | | | |
1] 10 20 30 40 50 G0 70 g0 a0 100
rijeme

Graf 6. Promjena gustae populacije vrsta u vremenu kada jee = 0,1
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Graf 7. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jec = 0,1

4.3. Utjecaj parametra K, odnosno utjecaj kapaciteta napadéa

Svi parametri su iderini pocetnom stanju sustava prikazanog u Primjeru 2.

Poveanje kapaciteta napati K= 50 direktno znai i njihovo brogano povéanje. Dakle,

vedi broj napadé&a utjeg€e na smanjenje kapaciteta zrtava.

Iz prikazanih grafova je vidljivo da porastom kajpeta napad&é(K = 50) tijekom
vremena, se smanjuje kapacitet zrtve, odnosrio lw®j napad&a zn&i manji kapacitet

Zrtava.

Smanjenjem kapaciteta napadak = 20 direktno znai i njihovo brogano smanjenje. U
skladu s tim vidljivo je smanjenje utjecaja nap&daa zrtve. 1z grafa 11. vidljivo je kako se

zbog smanjenja parametkautjecaj gustée napadé na gustéu zrtava smanjio.

17



Promjena gustoce populacije vrsta u vremenu kada je K =50
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Graf 8. Promjena gust@e populacije vrsta u vremenu kada jek = 50
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Graf 9. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jeK = 50
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Graf 11. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jeK = 20
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4.4. Utjecaj parametraL, odnosno utjecaj kapaciteta zrtve

Pove&anjem parametrd. dolazi do povéanja broja zrtava, ali s obzirom da je
napadaa joS dovoljno da taj rast zaustave na den®m nivou, zrtve se ne mogu razviti do

punog potencijal@doL = 50).

Smanjenjem parametiana 35 smanjuje se kapacitet Zrtve. Biidla smo smanijili kapacitet
Zrtava, ranijee dci do pada njihove guste. Porastom broja napa@abroj Zrtava brze pada
tj. veci je utjecaj napada na zrtve.

Promjena gustode populacije vista u vremenu kada je L= 50
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Graf 12. Promjena gust@e populacije vrsta u vremenu kada je. = 50
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Graf 13. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jeL = 50
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Graf 14. Promjena gust@e populacije vrsta u viemenu kada jd. = 35
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Graf 15. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jeL = 35

4.5. Utjecaji koeficijenataa i b, odnosno intenziteta razmnozavanja pojedinih vrsta

Promjenom parametr@ broj napad& puno brze dosegne svoj maksimum (intenzitet

njihovog razvoja je puno ¥, pa samim time i broj Zrtvi brze padne.

Promjenom parametrh se povéava intenzitet razvoja Zrtvi pa brzo dosegnu maétam

broj koji mogu dostii, ali ¢im se napada (agresori) dovoljno razviju, opet broj zrtvi o@ad
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Graf 16. Promjena gust@e populacije vrsta u vremenu kada jex = 0,5
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Graf 17. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jea = 0,5
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Graf 19. Ovisnost promjene gustée vrste 1 o promjeni gustée vrste 2 kada jeb = 0,5
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5. ZAKLJU CAK

Model suzivota gdje jedna veéilna ometa drugu je vrlo jednostavan i
razumljiv.Pretpostavka ovog modela je da su dvigoypacije razlkitih vrsta potpuno
izolirane od ostatka svijeta.Mijenjanjem odieaih parametara i getnih uvjeta dolazimo do
razlicitih odnosapopulacija. Napatlgagresor) utjge na zrtvu tako da smanjuje njezin
kapacitet. MoZzemo zakliti da se povéanjem pdéetnog intenziteta razvoja ili
razmnoZzavanja, nasrtljivosti te maksimalnog kagt&inapadsmpoveéava utjecaj na zrtvu.
Do istog @inka dolazi ako se neki od tih parametara i kogfata kod zrtve smanjuju.
Promjena bilo kojeg parametra ili koeficijenatavertli napadda nema utjecaj na razvoj

napadaa.

Ova] model se zbog svoje pouzdanost moZe Kkorigati izr&unavanje kretanja neke
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