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Zivi svijet, koji nas okruzuje, nikad ne miruje ve¢ je u nekim procesima. U zadvoljavanju
svojih potreba (hranjenja, razmnozavanja itd.) organizmi utjeCu na okolis, ali s druge strane
itekako ovise o okolisu gdje nalaze sve $to im je potrebno za Zivot. Jedinke unutar pojedine vrste
koriste iste resurse za prezivljanje, pa je tako Cest slucaj borbe, odnosno natjecanja jedinki za

zeljeni resurs (npr. staniSte, partneri za parenje, hrana...).

Dinamika bilo koje vrste moze se proucavati na viSe nafina, a najces¢e direktnim
promatranjem i mjerenjem odredenih parametara populacije. Kako sve to iziskuje znatna
novcana sredstva, a neke eksperimente nije moguce izvoditi na cijeloj populaciji, u prouc¢avanju
se koriste matematicki modeli. Matematicko modeliranje bioloskih fenomena jedno je od
najvaznijih podrucja primijenjene matematike i teorijske biologije. Suvremeni dosezi u teorijskoj
1 eksperimentalnoj biologiji proizvode sve vece koliine podataka, te Cine matematicko
smislu moze smatrati ,,novim mikroskopom* koji moze otkriti, inace nevidljive svjetove u

raznim vrstama podataka.

Jedan od najpoznatijih modela u ekologiji je natjecateljski Lotka-Volterra model koji
sluzi da bi se predvidio ishod natjecanja dviju vrsta koje se stalno natjecu ze neki ograni¢avajuci

resurs koji je zapravo zajednicki faktor obiju vrsta.

Model su sastavili talijanski matematicar Vito Volterra (1860. - 1940.) i americki
biofiziCar madarsko-austrijskog podrijetla Alfred L. Lotka (1880. - 1949.). S tim modelom
napravili su revoluciju u matemati¢koj biolgiji, a sam model jo§ dan danas sluzi kao osnova za

razvijanje mnogih modela koji se koriste u analizi dinamike populacija.



Za ovaj model moze se rec¢i da je zapravo dvostruki logisticki model. Znaci, radi se o
sustavu jednadzbi gdje prva jednadzba opisuje brzinu promjene vrste 1, a druga brzinu promjene
vrste 2. Isto kao u Lotka — Volterra modelu grabezljivca i plijena, promatramo kako jedna vrsta
utjeCe na drugu.Zato su i same jednadzbe sli¢ne s razlikom da ovaj model sadrzi izraz za utjecaj
na samog sebe i izraz za medusoban utjecaj s drugom vrstom. Kod modela grabezljivac i
plijen dobiva se rjeSenje u obliku eksponencijalne funkcije, a kod natjecateljskog nema
eksplicitnog rjesenja. Bit meduvrsnog natjecanja je u tome da jedinke jedne vrste imaju
smanjenu plodnost, stopu prezivljavanja ili rasta kao rezultat iskoriStavanja resursa ili ometanja

jedinkama druge vrste.

Najces¢i izraz za logistiCki populacijski model glasi:

dN (K — N)

at UK

gdje su:
veli¢ina populacije,
— vrijeme,
— kapacitet nosivosti,

— stopa rasta.

Ova logisticka jednadzba predstavlja stupanj rasta populacije, koja je ograni¢ena

natjecanjem unutar jedne vrste (unutarvrsno - kad se ¢lanovi odredene vrste natjecu jedni



protiv drugih). Prvi ¢lan desne strane jednadzbe, rN (umnozak stope rasta i veli¢ine populacije)

opisuje porast populacije ako nema natjecanja. Drugi ¢lan ((K-N)/K) ukljuCuje natjecanje
unutar vrste te ima vrijednost izmedu 0 i 1. Kako se veli¢ina populacije N priblizava kapacitetu
nosivosti K, vrijednost u brojniku (K-N) postaje manja, ali nazivnik K ostaje isti pa taj izraz
postaje manji. Ovaj izraz pokazuje da se rast populacije usporava porastom veli¢ine populacije,
sve dok populacije ne dosegne kapacitet nosivosti. Drugim rije¢ima, krivulja rasta populacije

opisana logistickom jednadzbom je sigmoida i stupanj rasta ovisi o gustoci populacije.

U logisticCkom dinami¢kom modelu, kada imamo dvije populacije N i N2, u osnovnoj
Lotka — Volterra jednadzbi dodaje se 1 izraz za izraCun medusobnog utjecaja dviju vrsta

(meduvrsno natjecanje). Prema tome Lotka - Volterra natjecateljski model ima slijede¢i izraz:

dNL | Kl — JnH'I_l - ﬂrlzln'hlrz
e (e

dt K,
dN, N (Kz_Nz_fleNL)
TR K,

— utjecaj vrste 2 na populaciju vrste 1,

— utjecaj vrste 1 na populaciju vrste 2.

Glavna razlika je dodatak izraza koji ukljucuje koeficijent natjecanja a. Koeficijent

natjecanja predstavlja utjecaj koji jedna vrsta ima na drugu: a;, predstavlja utjecaj vrste 2 na
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vrstu 1, a ap; predstavlja utjecaj vrste 1 na vrstu 2 (prvi broj u indeksu uvijek se odnosi na vrstu

na koju se utjece).

U prvoj jednadzbi Lotka —Volterra modela za meduvrsno natjecanje, utjecaj koji vrsta
2 ima na vrstu 1 (a2) pomnoZzen je s veli¢inom populacije vrste 2 (N;). Kada je a,<1, utjecaj
vrste 2 na vrstu 1 manji je nego utjecaj vrste 1 na vlastite ¢lanove. I obrnuto, kada je a2>1,
utjecaj vrste 2 na vrstu 1 veci je nego utjecaj vrste 1 na vlastite ¢lanove. Stoga, umnozak

koeficijenta natjecanja a,, 1 veli¢ine populacije vrste 2 (N,), predstavlja utjecaj ekvivalentnog

broja ¢lanova vrste. Isto vrijedi i za izraz a,;N; u drugoj jednadzbi.
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Slika: primjer nadvladavanja vrste 1 nad vrstom 2 u vremenu



U prvom scenariju postavljen je slucaj gdje populacija vrste 1 uvijek nadvlada vrstu 2,
odnosno vrsta 2 biva natjecateljski isklju¢ena vrstom 1. To je graficko prikazano tako da je
izoklina vrste 1 (narancasta linija) iznad i na desno od izokline vrste 2 (crvena linija). Za bilo
koju tocku u lijevom kutu grafa (bilo koja kombinacija gustoca vrsta), obje populacije su ispod
njihove doti¢ne izokline 1 obje rastu. Za bilo koju to¢ku u gornjem desnom kutu grafa, obje vrste
su iznad njihove doti¢ne izokline i obje opadaju. Za bilo koju to¢ku izmedu dviju izoklina, vrsta
1 je jo$ uvijek ispod svoje izokline i raste, a vrsta 2 je iznad svoje izokline i stoga opada.
Udruzeno kretanje dviju populacija (plave strelice) ide prema dolje i na desno, pa je vrsta 2
dovedena do izumiranja, a vrsta 1 raste dok ne dosegne svoj kapacitet nosivosti K;. Otvoreni

krug u ovoj to¢ki predstavlja stabilnu ravnotezu.
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Porastom koeficijenta natjecanja 012 i a21 nadvladavanje vrste 1 nad vrstom 2 je

otezano jer krivulje koje izviru iz zajednicke tocke nemaju vise tako ostri pad
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e crvena linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su visoki
e plava linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su niski
e zelena linija: kapacitet nosivosti vrste 1 je visi, a vrste 2 znatno nizi

e 7uta linija: kapacitet nosivosti vrste 2 je visi, a vrste 1 znatno nizi

Porastom kapaciteta nosivosti obje vrste, vrsta 1 znatno brze nadvladava vrstu 2. Smanjenjem
oba kapaciteta, padaju obje populacije, tek pri kraju pojavljuje se blagi rast vrste 1. Pove¢anjem
kapaciteta nosivosti vrste 1, samo se nesto malo usporava pad krivulje, odnosno vrsta 1 neznatno
slabije napreduje u odnosu na vrstu 2. Ako se poveca kapacitet nosivosti vrste 2, vrsta 1 nikad u

ne nadvlada vrstu 2, Stovise ide ka 0.
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e crvena linija: stope rasta obje vrste su visoke
e plava linija: stope rasta obje vrste su visoke niske
e zelena linija: stopa rasta vrste 1 je visa, a vrste 2 znatno nza

e 7uta linija: stopa rasta vrste 2 je visa, a vrste 1 znatno niza

Odmah se moze primjetiti da, ako su stope rasta vrste 1 1 2 jednake, bilo obje niske ili visoke,
grafovi se preklapaju s tim da ako su obje visoke, vrsta 2 ¢e na kraju u potpunost is¢eznuti. Ako
je stopa rasta viSa u vrste 1, ta populacija ¢e brze nadvladati vrstu 2, a ako je ista manja, sporije.

Mozemo rec¢i da promjena stopa rasta manje utjeCe nego promjena kapaciteta nosivosti.
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U ovom scenariju prikazan je sli¢an slucajkao i u prvom, samo $to je sada situacija izmedu
vrsta obrnuta. Dakle, vrsta 2 uvijek nadvlada vrstu 1 te je vrsta 1 natjecateljski iskljuc¢ena
vrstom 2 . Izoklina vrste 2 nalazi se iznad i na desno od izokline vrste 1. Sada je trajektorija

dviju populacija, kada se kre¢e izmedu izoklina, iznad i nalijevo.
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Porastom koeficijenta natjecanja al2 1 aZ21 nadvladavanje vrste 2 nad vrstom 1 je

ubrzano, odnosno vrsta 1 ¢e lakSe postati natjecateljski isklju¢ena vrstom 2
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e crvena linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su visoki
e plava linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su niski
e plava linija: kapacitet nosivosti vrste 1 je visi, a vrste 2 znatno nizi

e zuta linija: kapacitet nosivosti vrste 2 je visi, a vrste 1 znatno nizi

Povecanjem kapaciteta nosivosti obiju vrsta u pocetku, populacije obiju vrsta se smanjuju, a

zatim ipak vrsta 2 nadvladava. Ako smanjimo kapacitete obiju vrsta, vrste isCeZnjavaju jos brze.

Povecanjem kapaciteta nosivosti vrste 1, vrsta 2 zapravo is¢ezava, §to je jo$ vise kontradiktorno

scenariju, ali odgovara zadanim uvjetima. Ako se poveca kapacitet nosivosti vrste 2, vrsta 2

kontinuirano nadvladava vrstu 1.
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e zelena linija: stopa rasta vrste 1 je visa, a vrste 2 znatno niza

e 7uta linija: stopa rasta vrste 2 je viSa, a vrste 1 znatno niza

Odmah se moze primjetiti da, ako su stope rasta vrste 1 1 2 jednake, bilo obje niske ili visoke,
grafovi se ,,nadopunjavaju® jedan na drugog s tim da ako su obje visoke, vrsta 2 ¢e prije
natjecateljski nadvladati vrstu 1. Ako je stopa rasta visa u vrste 1, to nadvladavanje ¢e se

dogoditi sporije, a ako je ista visa u vrste 2, brze.
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Prema tre¢em scenariju eventualno moze prevladavati vrsta 1 ili vrsta 2. Ovdje, kapacitet
nosivosti vrste 1 (K;) je ve¢i od kapaciteta nosivosti vrste 2 (K,) podijeljenog s natjecateljskim
koeficijentom (Ky/a,;), a kapacitet nosivosti vrste 2 (K;) veci je od kapaciteta nosivosti vrste 1
podijeljenog s natjecateljskim koeficijentom (K;/a;3). To rezultira presjecanjem izoklina vrste 1
1 vrste 2, a u sjeciStu nalazi se ravnotezna tocka koja je nestabilna (zatvoreni krug). Mogu se
primijetiti Cetiri razli¢ita polja u kojima se udruzeno kretanje dviju populacija razli¢ito ponasa, a
ishod ovisi o pocetnim gustoama obiju vrsta. Ispod izokline vrste 1 obje populacije rastu, a
iznad izokline vrste 2 padaju (isto kao u prva dva scenarija). Za toCke iznad crvene linije
(izoklina vrste 2) i ispod narancaste linije (izoklina vrste 1) ishod je jednak kao u prvom
scenariju: vrsta 2 natjecateljski je iskljucena vrstom 1. Nasuprot tome, za toc¢ke iznad izokline
vrste 1 1 ispod izokline vrste 2, ishod je isti kao u drugom scenariju: vrsta 1 natjecateljski je

iskljucena vrstom 2. Dvije stabilne ravnotezne tocke opet su predstavljene otvorenim krugom.
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Porastom koeficijenta natjecanja al2 1 aZ21 nadvladavanje vrste 2 nad vrstom 1 je

usporeno.
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e crvena linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su visoki
e plava linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su niski
e zelena linija: kapacitet nosivosti vrste 1 je visi, a vrste 2 znatno nizi

e zuta linija: kapacitet nosivosti vrste 2 je visi, a vrste 1 znatno nizi

Povecanjem kapaciteta nosivosti obiju vrsta u pocetku, populacije obiju vrsta se smanjuju, a
zatim ipak vrsta 2 nadvladava.Smanjenjem kapaciteta nosivosti obje vrste, vrste se smanjuju.
Povecanjem kapaciteta nosivosti vrste 1, populacija vrste 2 ubrzano opada, a vrste 1 prvo
stagnira, pa vrlo sporo raste. Pove¢anjem kapaciteta nosivosti vrste 2, populacija vrste 2 raste

takoder istim takvim tokom, a vrste 1 pada.
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e crvena linija: stope rasta obje vrste su visoke
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e plava linija: stope rasta obje vrste su visoke niske
e zelena linija: stopa rasta vrste 1 je visa, a vrste 2 znatno niza

e 7uta linija: stopa rasta vrste 2 je visa, a vrste 1 znatno niza

Odmah se moze primijetiti da, ako su stope rasta vrste 1 i 2 jednake, bilo obje niske ili
visoke, grafovi se ,,nadopunjavaju“ jedan na drugog s tim da ako su obje visoke, vrsta 2 ¢e
natjecateljski nadvladati vrstu 1. Ako je stopa rasta viSa u vrste 1, to nadvladavanje ¢e se
dogoditi brze, a ako je ista viSa u vrste 2, sporije. Opcenito, medu grafovima su manje razlike,

nego u prethodna dva scenarija.
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U posljednjem scenariju izokline se opet presijecaju, ali u ovome slucaju kapacitet
nosivosti obiju vrsta manji je od kapaciteta nosivosti druge vrste podijeljenog s natjecateljskim
koeficijentom. Ovdje, ishod nije ovisan o pocetnim gusto¢ama. Graficki, ovaj slucaj je sliCan
tre¢em scenariju - ispod obje izokline populacije rastu, a iznad izoklina opadaju. No, kada su
populacije obiju vrsta izmedu izoklina, trajektorije su uvijek usmjerene u sjeciste izoklina.
Umjesto nadvladavanja (iskljuc¢ivanja) jedne vrste drugom, dvije vrste sposobne su ko-

egzistirati u ovoj stabilnoj ravnoteznoj tocki (otvoreni krug).
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Porastom koeficijenta natjecanja 012 i a21 nadvladavanje vrste 2 nad vrstom 1

ubrzano.
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crvena linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su visoki
plava linija: kapaciteti nosivosti obje vrste su niski
zelena linija: kapacitet nosivosti vrste 1 je visi, a vrste 2 znatno nizi

zuta linija: : kapacitet nosivosti vrste 2 je visi, a vrste 1 znatno nizi

Porastom kapaciteta nosivosti obiju vrsta , vrste rastu, a smanjenjem padaju $to je i logi¢no.

Povecanjem kapaciteta nosivosti vrste 1, populacija vrste 2 opada, a vrste 1 sporo raste.

Povecanjem kapaciteta nosivosti vrste 2, populacija vrste 2 prvo stagnira, zatim vrlo sporo raste,

avrsta 1 pada do 0.
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e plava linija: : stope rasta obje vrste su visoke niske
e zelena linija: stopa rasta vrste 1 je visa, a vrste 2 znatno niza

e 7uta linija: stopa rasta vrste 2 je visa, a vrste 1 znatno niza

Odmah se moze primjetiti da, ako su stope rasta vrste 1 i 2 jednake, bilo obje niske ili
visoke, grafovi se preklapaju jedan na drugog s tim da ako su obje visoke, vrsta 2 ¢e
natjecateljski nadvladati vrstu 1. Ako je stopa rasta viSa u vrste 1, to nadvladavanje ¢e se
dogoditi brze, a ako je ista visa u vrste 2, sporije. Medutim, sam proces nadvladavanje je toliko
spor, da mozemo rec¢i da ovdje uopée nema natjecanja, nego da su obje vrste sposobne zivjeti

zajedno.
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U ovom radu za simulacije prikazanih scenarija, kao i za prikaz vektorskog polja koristen je

programski paket Mathematica. Slijede algoritmi za svaki scenarij po jedan primjer:

r1:=0.6
r2:=0.5
K1:=0.88
K2:=0.5
al2:=0.6
a21:=0.9

I .,y |:=ri*x[t]*((K1-x[t]-al2*y[t]) /K1)

glx_.y_l:=r2*y[t]*((K2-y[t]-a21*x[t])/K2)

x0:=0.5

y0:=0.5

tmax:=50

rjesenje:=NDSolve[{x" [t]==F[X,y],y" [t1==g[X,y],Xx[0]==x0,y[0]==y0}

,{X,¥},{t,0,tmax}]

rjesenje
rjll=ParametricPlot[Evaluate[{x[t].,y[t]}/-rjesenje],{t,0,tmax},PIl

otStyle—{{Red},{RGBColor[0.1,0.8,0.9]1}}1
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0.80 03 0.34 0.86 0.38

ri:=0.67

r2:=0.67

K1:=0.3

K2:=0.7

al2:=1.1

a21:=1.8

I .,y _|:=ri*x[t]*((K1-x[t]-al2*y[t])/K1)
glx_,y_1:=r2*y[t]*((K2-y[t]-a21*x[t])/K2)
x0:=0.5

y0:=0.5

tmax:=50

rjesenje:=NDSolve[{x" [t]==F[X,y],y" [t]==9[x,y],x[0]==x0,y[0]==yO}

{x,y}.{t,0,tmax}]
rjesenje

ParametricPlot[Evaluate[{x[t].,y[t]}/ -rjesenje],{t,0,tmax},PlotSty

le>{{Red},{RGBColor[0.1,0.8,0.9]1}}]
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r1:=0.39

r2:=0.99

K1:=0.7

K2:=0.91

al2:=1.25

a21:=1.50

T ,y_1:=r1*x[t]*((K1-x[t]-al2*y[t]) /K1)
glx_,y_1:=r2*y[t]*((K2-y[t]-a21*x[t])/K2)

x0:=0.5

y0:=0.5

tmax:=50
rjesenje:=NDSolve[{x" [t]==F[x,vy].,y " [t]=9[X%,y].Xx[0]==x0,y[0]==y0}
»{X,y},.{t,0,tmax}]

rjesenje
rjl3=ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/-rjesenje],{t,0,tmax},PlotSty

le—{{Red},{RGBColor[0.1,0.8,0.91}}1
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Vrsta l

ri1:-=0.99

r2:=0.33

K1:=0.70

K2:=0.97

al?2:=0.61

a21:=0.63

I,y _]:=r1*x[t]*((K1-x[t]-al2*y[t])/K1)
glx_,y_1:==r2*y[t]*((K2-y[t]-a21*x[t])/K2)
x0:=0.5

y0:=0.5

tmax:=50

riesenje:=NDSolve[{x" [t]==F[x,y],y" [t]=g[x,y],x[0]==x0,y[0]==y0}

{x, ¥}, {t,0,tmax}]
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rjesenje
rjl4=ParametricPlot[Evaluate[{x[t].y[t]l}/-rjesenje],{t,0,tmax},PlotSty

le-{{Red},{RGBColor[0.1,0.8,0.9]}}]
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U ovom radu predstavljena su najosnovnija saznanja o natjecateljskom Lotka-
Volterrinom modelu. Prikazana su Cetiri najceS¢a ishoda meuduvrsnih odnosa, a za simulacije

koristen je programski paket Mathematica .

- ovakav scenarij dolazi do izrazaja ako je kapacitet nosivosti vrste 1 visi u odnosu na

kapacitet nosivosti vrste 2 1 ako je visi koeficijenta natjecanja oy,

- ovakav scenarij dolazi do izrazaja ako je kapacitet nosivosti vrste 2 visi u odnosu na

kapacitet nosivosti vrste 1 i ako je visi koeficijenta natjecanja o

- ovakav scenarij dolazi do izrazaja ako je stopa rasta vrste 2 viSa u odnosu na stopu

rasta vrste 1 1 ako je visi koeficijent natjecanja oy

- ovakav scenarij dolazi do izrazaja ako je stopa rasta vrste 1 visa u odnosu na stopu

rasta vrste 2 i ako je kapacitet nosivosti vrste 2 visi
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Lotka — Volterra model meduvrsnog natjecanja predstavlja koristan i nadasve zanimljiv
pokusaj predvidanja Cestih prirodnih pojava medu raznim vrstama u Zivom svijetu. Model se
odlikuje svojom jednostavnos¢u i konzistentnoS¢u, premda u realnim istrazivanjima odnosa

vrsta je potrebno ukljuciti mnoge druge parametre, utjecaje i pretpostavke.
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