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Znanstvenici su u proslosti uvijek trazili formule i matematicke modele koji im egzaktno
mogu dati rezultate nekog procesa, tj. predvidjeti slijedece stanje nekog sustava u buduénosti
— takav sustav je bio determiniran. To je bilo moguée kod sustava s malo varijabli, malo
stupnjeva slobode: znaju¢i pocetne vrijednosti varijabli koje su potrebne u nekoj jednadzbi
mozemo dobiti to¢no rjeSenje te jednadzbe. Medutim, vecina sustava u prirodi ima jako puno
ulaznih varijabli i1 velike stupnjeve slobode koje su znanstvenici pojednostavnjivali
(ignoriraju¢i neke faktore i efekte) ili su ih jednostavno izbjegavali zbog kompleksnosti

njihovog racuna.

Unato¢ velikim naporima znanstvenika u istrazivanjima zakonitosti prirode i1 velikim
uspjesima na tim podru¢jima, mnogi znanstveni problemi, ostajali su gotovo potpuno
nerazjasnjeni. Osobito se to odnosilo na neke aspekte nepravilnih gibanja, kao Sto su
klimatske pojave, turbulentne pojave u teku¢inama, nelinearni ucinci u elektronickim
krugovima, varijacije brojnosti pojedinih biljnih 1 Zivotinjskih vrsta, nelinearna
epidemiologija nekih zaraznih ili kroni¢nih nezaraznih bolesti, nelinearni socijalni, ekonomski
ili politicki fenomeni. Nepravilna strana prirode, isprekidana i neuredena uvijek je bila

zagonetka za znanost.

Tada se razvija novi dio fizike, tj. kvantne mehanike - teorija (deterministi¢kog) kaosa koja
opisuje ponasanje nekih nelinearnih dinamickih sustava koji se pod odredenim uvjetima
ponasaju na prividno nepredvidljiv nacin. Cilj teorije kaosa je, pronaci temeljni poredak u,
naizgled, nasumi¢nim podacima. Teorija kaosa definira nove metodoloske granice, istrazuje
tajni red prirode u kojem pravilnost (red) i nepravilnost (kaos) postoje jedan pored drugog.
Kaos probija granice izmedu znanstvenih disciplina. Radi se o znanosti o ukupnoj prirodi

sustava koja postavlja snazne tvrdnje o opéem ponasanju sloZenosti.



1. TEORIJA DETERMINISTICKOG KAOSA

Po opceprihvacenoj definiciji, teorija deterministickog kaosa je kvalitativno proucavanje

nestabilnog neperiodnog ponasSanja u deterministickim nelinearnim dinamickim sustavima.

Nestabilno ponasanje je ono kod kojeg je za prijelaz izmedu periodnog i1 neperiodnog, pa ¢ak
1 izmedu vrsta neperiodnog ponasanja, potrebna vrlo mala promjena u sustavu. Kao primjer
nestabilnosti mozemo uzeti atmosferske promjene (leptirov u¢inak).

Neperiodno ponasanje oznaCava da nijedan parametar sustava ne prolazi kroz periodicke
promjene vlastitih vrijednosti, tj. da se niti jedno stanje sustava ne ponavlja u potpunosti. I
ovdje mozemo, primjera radi, spomenuti meteoroloske prilike. Na primjer, promatrajuci
dnevne temperature tijekom godine, uo¢avamo da su, opcenito, ljetni dani topliji od zimskih,
ali se svejedno temperature nikada potpuno ne ponavljaju. Kaoti¢ni sustavi nisu u svim
moguc¢im stanjima kaoti¢ni, samim time teorija kaosa ne prouCava samo kaoti¢na stanja
dinamickih sustava, nego sva stanja sustava koji mogu u odredenim uvjetima biti kaoti¢ni.

U kaosu postoje pravilnosti, tj. periodicna stanja 1 upravo je to odredeno
pojmom “deterministicko”. To znaci da teorija kaosa proucava samo one sustave koji u svom
kaosu pokazuju neke pravilnosti, koje se mogu matematicki i numericki opisati. Primjerice,
Brownovo gibanje je takoder kaos, ali ne deterministicki, jer je to gibanje posve “sluc¢ajno”.
Nelinearni sustav je onaj sustav ¢iji model je opisan nelinearnim jednadzbama. Nelinearnost
zakona koji sustavom vladaju preduvjet je nastanka deterministickog kaosa u njemu, kao i
ostalih pojava vezanih za kaos.

Dinamicki sustav je onaj koji dozivljava promjene stanja u vremenu.

Teorija kaosa je veliko matemati¢ko-fizikalno podrucje slozenih jednadzbi kojima se opisuje
neko zbivanje u prirodi 1 temelji se na proucavanju podrucja nelinearne. U nelinearnim
sustavima i neznatne promjene parametara vode iznenadnim i dramati¢nim promjenama i u
kvalitativnom 1 kvantitativnom smislu. Nelinearni ¢lanovi jedan su od uvjeta da bi sustav
mogao postati kaotican. To je predvidio jo§ pocetkom 20. stoljea Poincaré. Kada tome
dodamo jos i ekstremnu osjetljivost na pocetne uvjete, moguce je da i najjednostavniji sustavi
pokaZzu nepredvidiva svojstva.

Teoriju kaosa mozemo podijeliti na podru¢je deterministickog kaosa i na podrucje kvantno-
mehanickog kaosa. Procesi koji spadaju u deterministicki kaos mogu se opisati nekom

jednadzbom, dok se oni iz kvantno-mehani¢kog mogu opisati, samo vjerojatnosnim izrazom.



Primjeri deterministickog kaosa jesu populacijska jednadzba i jednostavno njihalo, a primjeri
stohastickih procesa, Brownovo gibanje, bacanje igrac¢ih kockica, atmosferske promjene,
ponasanje dima cigarete, difuzija, itd. Brownovo gibanje spada u kvantno-mehanicki kaos, t;.
u stohasticke procese, a kod takvih procesa se primjenjuju zakoni vjerojatnosti, Sto vise ne
spada u domenu determinizma. Sva moguca rjeSenja tih procesa popunjavaju vjerojatnosni
prostor, jer vrijednost sljedeCeg broja je potpuno neovisna o vrijednosti prethodnog.
Karakteristika tih procesa je velik broj slucajnih varijabli, ¢ije su veze toliko sloZzene da ih je

nemoguce izraziti analiticki.

Teorija kaosa opisuje ponasanje nekog nelinearnog dinamickog sustava koji pod odredenim
uvjetima izvodi fenomen poznat kao kaos.
Karakteristike kaoti¢nog sustava su:
- osjetljivost na pocetne uvjete, tzv. efekt leptira (butterfly effect)
- sustav ¢e s vremenom popuniti sav dostupan prostor (trajektorije sustava iscrtaju sav
dostupan prostor i nikad se ne ponavljaju);

- periodne orbite sustava su jako guste (nema prevelikih odstupanja od prethodne putanje).

Bitno je da se takvi sustavi uvijek vracaju, privlace nekim stabilnim vrijednostima. Krenuvsi
od pocetnih uvjeta, izracun u kaosu se nastavlja postupkom iteracije. To znaci da rezultate
koje dobijemo uvrStavanjem pocetnih vrijednosti u izraz jesu ulazni podaci za novi krug
proracuna tog istog izraza (npr. x;=f(xg), x,=f(x;), x3=f(x;) itd.). Kada vrijednosti koje
dobivamo ra¢unom teze nekoj vrijednosti (broju, tocki, krivulji...), kazemo da smo dobili
atraktor periode. Atraktor moZe biti tocka, krivulja, ploha... Ponekad te vrijednosti teze prema
viSe razliCitih vrijednosti pa govorimo o atraktorima visih perioda. MoZe se dogoditi i to da
atraktor nema nikakvu periodi¢nost, da se izraCuni ne priblizavaju nekoj odredenoj
vrijednosti, ve¢ su naizgled nasumice razbacani u prostoru i nemaju definirani jasan oblik.

Tada govorimo o kaoti¢nom ili ¢udnom atraktoru. Najpoznatiji je Lorentzov atraktor.

Kaoti¢ne sustave mozemo ugrubo podijeliti na kontinuirane i diskontinuirane.

Kontinuiran (“fluidan”, neisprekidan) je onaj sustav koji pokazuju “glatke” promjene kroz
vrijeme, tj. u proizvoljno malenom vremenskom periodu dolazi do promjene parametara
(osim, naravno, u sluc¢aju kada sustav miruje). Svi takvi sustavi su opisani diferencijalnim
jednadzbama, i intuitivno su najblizi stvarnim uvjetima u prirodi.

Diskontinuiran (diskretan, isprekidan, skokovit) je onaj sustav kod kojeg nema glatke

promjene parametara, jer se te promjene ne dogadaju stalno, nego u diskretnim vremenskim



intervalima. Ovakvi sustavi su ¢esS¢i u prirodi nego §to bi se to moglo pomisliti, posebice u

bioloSkom svijetu, a opisuju se iteracijskim jednadzbama.

Razvojem teorije kaosa pocelo je preispitivanje fizikalnih modela. Postavilo se pitanje koliko
su sustavi kaoti¢ni 1 postoji li stabilan sustav. Istrazivanjem kaosa i njegovih uc¢inaka otkrilo

se da sustavi mogu prelaziti iz kaoti¢nih u regularne i obrnuto.

U svojem izvornom obliku teorija kaosa bila je utemeljena na zakonitostima fundamentalne
fizike, ali teorija kaosa pokazuje neka univerzalna svojstva, tako da se, uz izvjesne
modifikacije, moze primijeniti i na Siroko podrucje drustvenih znanosti 1 na mnoga druga
disciplinarna podru¢ja. Analizom nelinearnih dinamickih jednadzbi matematicari su uspjeli
dublje prodrijeti u slozenu matematicku strukturu kaoti¢nih pojava. Fiziolozi su pronasli
zacuduju¢i red u nepravilnim otkucajima ljudskog srca, ekolozi su prepoznali zakonitosti
iznenadnih povecanja i smanjenja raznih bioloskih populacija, ekonomisti su uvidjeli da su se
velike ekonomske krize i depresije ipak javljale u nekim logi¢nim vremenskim razmacima,
politolozi su otkrili velike nepravilnosti i nezakonitosti u klasi¢nim anketama javnog mnijenja

itd.



2. LORENZOV SUSTAV

Prvi pravi istrazivac teorije kaosa bio je meteorolog Edward Lorenz, koji je 1960-ih godina na
Tehnoloskom institutu u Massachusettsu radio na problemu predvidanja vremena. Bavio se
diferencijalnim modelom oblaka i zracnih struja iz ¢ega je proizasao jedan od najpoznatijih

kaoti¢nih sustava, Lorenzov sustav poznatiji pod imenom “leptirova krila”.

Lorenz je ustvrdio da je nemoguce to¢no predvidjeti vrijeme. On je
opisao atmosferu kao sustav fluida i postavio tri diferencijalne
jednadzbe, koje su trebale opisivati uvjete u atmosferi, a time i
predvidati vrijeme. Tako su mnogi bili skepticni glede te ideje, ona
se pokazala uspjesSnom, a dokaz za to je mehanicka analogija kruga
konvekcije — kruzno gibanje vruceg fluida koji se podize i okrece

kao vodenic¢no kolo.

Slika 1- Edward Norton Lorenz (1917. - 2008.)

meteorolog i matematicar -"otac teorije kaosa"

Cinilo se da ove njegove jednadZbe opisuju potpuno nasumiéno ponasanje, ali kada bi dao
ispisati graf, krivulja koju bi dobio uvijek je bila dvostruka spirala. Ranije su bile poznate
samo dvije vrste poretka: stalno stanje, u kojem se varijable nisu nikada mijenjale 1 periodi¢no
ponasSanje, u kojem sustav oblikuje krug, beskona¢no se ponavljajuci. Lorenzove jednadzbe

su definitivno slijedile neki poredak — uvijek su opisivale spiralu.

Lorenz nije bio prvi koji je otkrio ovo neobi¢no ponasanje, ali je bio medu prvima koji su ga
krenuli detaljnije proucavati. Osim §to je otkrio da jedan savrSeno predvidljiv sustav generira
potpuni kaos, Lorenz je napravio i korak vise. Ne samo da je stolje¢ima poznat red u obliku
dobrih starih diferencijalnih jednadzbi generirao kaos nego je unutar kaosa generirao se red.

Taj red je bio sve samo ne deterministicki.

Teorijska istrazivanja ranijih autora, dakle istrazivanja za koja su dovoljni olovka i papir, uka-
zala su na neke vazne osobine nelinearnih sustava — primjerice na moguénost da je ponasanje
tih sustava silno ovisno o pocetnim uvjetima kojima su izloZeni. No nitko od Lorenzovih

prethodnika nije uspio odrediti konkretna neperiodi¢ka rjeSenja nelinearnih diferencijalnih



jednadzbi. Lorenzova je zasluga da je iskoristio elektronicko rac¢unalo kako bi numeri¢kim
putem dosSao do takvih rjeSenja i, jo§ viSe, uspio ih graficki prikazati, ¢ime ih je ucinio
razumljivima Sirokom krugu znanstvenika. Tako su, zahvaljuju¢i Lorenzu, neperiodicke
promjene postale procesi kojima su se znanstvenici poceli baviti. Lorenzov ¢lanak iz 1963.
odmah je pobudio zanimanje meteorologa te je postupno doveo do izrade tzv. ansambla
prognoza — dakle skupa prognoza koje su dobivene istim modelom uz razli¢ite, namjerno
promijenjene pocetne uvjete. Tako se moze vidjeti, prema rasapu prognoza, kolika je njihova
pouzdanost. Nakon desetak godina Lorenzova su otkri¢a pocela privlaciti pozornost i Sireg
kruga znanstvenika — matematicara, fizicara, kemicara, biologa, inzenjera, ekonomista... Tada
se Siroko udomacio termin deterministicki kaos koji zna¢i da uzrocno posljedi¢ne veze u
sustavima mogu biti potpuno matematicki, dakle deterministi¢ki opisane, a da se sustavi ipak

ponasaju nepredvidivo.

2.1. Lorenzov atraktor — efekt leptirovih krila

Lorenz je bio prvi koji je uo¢io da male promjene u dinami¢nom sustavu, kao $to je klima,
"mogu imati velike i ¢esto neocekivane posljedice". Shvatio je da mora postojati veza izmedu
nesklonosti ponavljanja vremenskih prilika i nemoguénosti prognosti¢ara da ih predvide —

veza izmedu neperiodicnosti i nepredvidivosti.

Lorenz je kreirao racunalni program sa skupom od 12 jednadzbi kako bi modelirao promjene
vremena. Medutim, umjesto dugoro¢no to¢ne vremenske prognoze, otkrio je uznemirujucu
Cinjenicu, da gomilanje podataka 1 wvarijabli, poput brzine vjetra, tlaka zraka, vlage,
temperature i atmosferskih promjena, ne¢e povecati tocnost dugoro¢ne vremenske prognoze.
Shvatio je da ¢e, koliko god on podataka prikupio, dugorocnija vremenska prognoza uvijek
biti netocna. Razlog je, zakljucio je, u tome S$to su dinamicki sustavi poput vremena
sastavljeni od previse medusobno povezanih varijabli ili medudjeluju¢ih elemenata koji su

krajnje osjetljivi na pocetne uvjete.

Jednoga dana 1961. godine Zelio je ponovno provjeriti odredenu vremensku prognozu, te je,
kako bi uStedio vrijeme, zapocCeo racun u sredini simulacije umjesto od pocetka. Nakon
obrade podataka, prognoza vremena izgledala je drugacije. Umjesto jednakog rezultata kao

prije, sekvenca je znacajno divergirala.
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Slika 2 - RjeSenja Lorenzovog programa printana u ovisnosti o vremenu; odskakanju sustava ukazuje

na osjetljivost na pocetne uvjete

Na kraju je shvatio $to se dogodilo. Pri prvoj simulaciji u ra¢unalo je pohranio brojeve do Sest
decimala, a pri ponovnom pokusaju utipkao je samo prve tri decimale. Prema svim
konvencionalnim idejama toga vremena trebao je dobiti prognozu izrazito blisku prvobitnoj.
Ipak, na kraju je prognoza izgledala izrazito drugacije od originala. Time je dokazao kako
pokretanje racunalne simulacije s pocetnim vrijednostima samo malo promijenjenim od
prvobitnih uzrokuje vremensku prognozu izrazito druk¢ijom od pocetne, Sto znaci da u
sloZzenim, nelinearnim sustavima, mala promjena u vrijednosti pocetnih parametara moze

uzrokovati velike promjene u vrijednosti rezultata.

U znanosti, kako 1 u zivotu, poznato je da lanac dogadaja moze imati kriznu tocku koja ce
uvecati sitne promjene. Kaos znaci da se takve tocke nalaze posvuda, tj. da prevladavaju..
Lorenz je dokazao da su dinamicki sustavi doista odredeni svojim uzrocima. Kad bismo
uistinu bili u moguénosti znati apsolutno to¢no sve uzroke, mogli bismo predvidjeti
buducénost tih sustava. No broj utjecaja koji utjeCu na neki dinamican sustav, i koje je otkrio
Lorenz, zapravo je vrlo velik, tj. takvi su sustavi osjetljivi toliko da na njih moze utjecati i

nesto naoko sasvim beznacajno.

Lorenz je smatrao da sustav od 12 jednadzbi koje je koristio za modeliranje promjene
kretanja fluida — podizanju vruceg plina ili tekué¢ine, poznatog kao konvekcija. Lorenzova
konvekcija bio je prvi kaoti¢ni sustav koji je sustavno istrazivan upotrebom pomocu rac¢unala.

Model konvekcije predstavlja nelinearan sustav koji je teSko zbrajati 1 uglavnom je nerjesljiv.



U dinamici fluida sve se do tada svodilo na jednu jednadzbu, Navier-Stokesovu, koja

povezuje brzinu, tlak, gustocu i viskozitet fluida.

Model se sastojao od fluida u zatvorenoj kutiji sa glatkim unutarnjim stranicama, ¢ije se dno
konstantno grije (tako da se odrzi na istoj temperaturi), i €iji se vrh isto tako hladi. Razlika u
temperaturi izmedu vruéeg dna i hladnog vrha upravlja tokom. Pri malim temperaturnim
razlikama, sustav ostaje miran i stabilan pri ¢emu se toplina kre¢e prema vrhu, ne
prevladavajuéi prirodnu sklonost fluida da ostane miran. U kutiji se formiraju dva strujna
valjka, koji rotiraju u suprotnim smjerovima, tako da se jedan dio fluida uzgonom uzdize (to
je onaj dio blize unutraSnjosti, dakle topliji dio), a drugi dio pada (hladniji dio uz stranice
posude). Bilo koje kretanje koje se pojavljuje nasumce, prestat ¢e i sustav ¢e se vratiti u
stabilno stanje.

Medutim, kada se razlika temperature poveca, stvorit ¢e se novi oblik ponaSanja. Kako fluid
na dnu postaje vruci, po€inje se Siriti pri ¢emu postaje rjedi. Zbog toga postaje laksi dovoljno
da nadvlada trenje, te se pocinje gibati prema povrsini. U kutiji se stvara valjkasto kotrljanje
kod kojeg se vrué¢i fluid uspinje uz jednu stranicu, dok se hladni fluid spusta uz drugu,
opisujuci krug. Takvo ponasanje fluida moze se susresti 1 u prirodi. Takve konvekcijske ¢elije
nastaju npr. prilikom zagrijavanja pustinjskog tla kad kotrljajuéi zrak formira stjenovite
oblike, gore u oblacima ili dolje u pijesku.

Ukoliko se jos$ vise poveca razlika u temperaturi, ponasanje postaje sve sloZenije. Dolazi do
nestabilnosti i1 lelujanja strujnih valjaka, pri ¢emu se valjci fluida gube, i zamjenjuju ih

nepravilnosti 1 turbulencije, tj. kaos.

-

Slika 3 - konvekcijski valjci u fluidu. Lijeva slika prikazuje pravilno ponasanje, desna pak lelujanje

valjaka, odnosno kaos. (strelice oznacavaju dovod topline)



Na temelju takve prirode ponasSanja konvekcije fluida, Lorenz je postavio sustav od 3

diferencijalne jednadzbe:

dx
—=0o(y—-x
7 (y—x)
——=yx -y - Xz
dt 7
dz
—=xy — bz
a0

gdje je o Prandtlov broj i p Rayleighjev broj. Svi su g, p, > 0, ali je obi¢no ¢ = 10, f = 8/3
dok p varira. Sustav ispoljava kaoticno ponasanje za p = 28, a za druge vrijednosti od p
prikazuje ¢voraste periodicke orbite.

Iako Lorenzove jednadzbe, zbog jednostavnosti, nisu opisale potpunu slozene konvekciju
fluida (opisan je samo jedan oblik konvekcije, kruzno gibanje vruéeg fluida koje se podize i
okre¢e kao vodeni¢no kolo, poglavije 2.2), ukazale su na postojanje parnjake u stvarnim

sustavima.

Zamislimo da se cijelo stanje Lorenzovog modela u jednom trenutku moZze reprezentirati
jednom jedinom to¢kom u 3D Kartezijevom sustavu. Ako bismo sada promatrali kroz vrijeme
kako sustav evoluira i svake sekunde biljezili po jednu tocku, te tocke bi se pocele pojavljivati
potpuno slucajno u prostoru. Medutim, ako bismo to radili duze vrijeme pocela bi se

oblikovati do tada nevidena i neobi¢na krivulja koja izgleda kao na sl. 4.

Slika 4 — Lorenzov atraktor nalik krilima leptira



Krivulja je danas poznata kao Lorenzov atraktor. Jedna je od mnogih kasnije otkrivenih
kaoti¢nih atraktora. Beskonacno je dugacka, ekstremno slozena; iako se Cini da tezi tome da
se zgusne u jednu jedinu crtu, zapravo nikada samu sebe ne presijeca. Tesko bi je bilo moguce
vidjeti bez generiranja racunalom. Ona ima fraktalna svojstva, to je fraktal Hausdorffove
dimenzije izmedu 2 i 3. Grassberger je 1983. procjenio njegovu Hausdorffovu dimenziju na

2.06 £ 0.01 1 korelacijsku dimenziju na 2.05 + 0.01.

Tu finu ovisnost o pocetnim uvjetima istrazivaci kaosa nazvali su efekt leptirovih krila
(butterfly effect). Razlika medu pocetnim tockama dviju krivulja toliko je malena da se moze
usporediti sa zamahom leptirovih krila. Ovaj fenomen temelji se na ideji da beskona¢no male
promjene, kao Sto je lepet krila insekta, mogu voditi do ogromnih posljedica. Zamah krila
jednog leptira danas moZze napraviti neznatnu promjenu u atmosferi, ali ono Sto ¢e atmosfera
s tim uciniti tokom vremena, razlikuje se od onoga $to bi bila napravila da tog zamaha nije
bilo. Mozda se katastrofalan potres u Indoneziji, koji se trebao dogoditi, ne dogodi, a odigra
se nesto Sto se nije trebalo dogoditi. Ovaj fenomen, Cest u teoriji kaosa, nazivamo i osjetna
ovisnost o pocetnim uvjetima. Takvu malu koli¢inu razlika u mjerenjima mozemo smatrati

eksperimentalnom bukom, pozadinskom bukom ili neto¢nos¢u opreme.

Izraz "efekt leptira" udomacio se nakon Lorenzovog znanstvenog rada iz 1972. godine pod
naslovom "Predvidljivost: Moze li zamah leptirovih krila u Brazilu pokrenuti tornado u

Teksasu?".

2.1.1. Lorenzove jednadzbe
U sustavu Lorenzovih jednadzbi koje opisuje konvekciju fluida

dx

—=0o(y—x
% (y—x)
Q:rx—y—xz

dt
dz

—=xy—bz
ar

varijabla x je proporcionalan intenzitetu konvekcije, y razlici temperature, a z razlici linearnog

1 stvarnog vertikalnog temperaturnog profila.

Prandtlov broj je o, p predstavlja Rayleighlijev, a b je geometrijski faktor.
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U Lorenzovim jednadzbama ocituje se svojstvo simetrije. Ukoliko se u tim jednadzbama
zamijeni (X, y) sa (-x, -y), jednadzbe ostaju iste. Stoga, ako su (x (2), y(?), z(t)) rjeSenja, onda
su rjeSenja isto i (-x(?),- y(?), z (t)). Drugim rijeCima, sva su rjesenja, takoder simetri¢na ili

imaju svog simetri¢nog para.

Sa tehnickog glediSta, sustav je nelinearan, trodimenzionalan i deterministicki. Sistem

pronalazi primjenu u laserima, dinamima i specificnim vodenicama.

RjeSenje Lorenzovog sustava se moze prikazati i u dvije (y(z), z(¢)) ili tri dimenzije (x(?), y(),
z(t)). U oba dva slucaja dobiva se slika koja prikazuje kako se rjeSenje mijenja u vremenu,
prikazujuéi ga za svaki trenutak kao tocku u trodimenzijskom koordinatnom sustavu. Na slikama
su vidljiva dva podrucja gdje se trajektorije priblizavaju zamisljenim rupama, medutim dolazi do
toga da se tu trajektorije medusobno udaljavaju pocevsi od najmanjeg radijusa prema veéem na
jednom krilu 1 prelazi se na drugo krilo te se tako to ponavlja u beskonac¢nost ali nikada po istom

putu samih trajektorija.

Slika 5 - Prikaz trajektorije Lorenzovog sustava za vrijednosti p=28, 6 = 10, b = 8/3

Za male vrijednosti p, sustav je stabilan i zavrSava u jednu od dvije fiksne tocke atraktora
(slika a, b, ¢) Kada je p veéi od 24.74, fiksne tocke postaju repulzori koji odbijaju trajektorije

na vrlo slozen nacin, evolvirajuci bez presijecanja same sebe.
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p=14, 6=10, =8/3 p=13, 6=10, p=8/3

p=15, 6=10, p=8/3 p=28, 0=10, p=8/3

Slika 6 - Ovisnost Lorenzovog atraktora o razli¢itim vrijednostima Rayleighjevog broja

2.2. Lorenzovo vodeni¢no kolo

Prvi znameniti sustav kaosa koji je otkrio Edward Lorenz odgovara mehanickom uredaju,
vodeni¢nom kolu koji pokazuje izuzetno sloZeno djelovanje. Ovaj sustav tocno opisuju

Lorenzove jednadzbe.

Vrtnja vodeni¢nog kola ima ponesto zajedniCkog s rotiraju¢im valjcima fluida u procesu
konvekcije. Oba sustava stalno se pokrecu — vodom ili toplinom i oba rasipaju energiju. Fluid
gubi toplinu, a vjedra gube vodu. U oba sustava dugoro€no ponaSanje ovisi o snazi pokretacke

energije.
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Slika 7 - Prikaz vodeni¢nog kola

Na vrhu voda stalno kapa u spremnike objeSene na rubu kola. Svaki spremnik ima rupicu, pa
voda iz njega istjeCe. Ako je tok vode polagan, spremnik na vrhu nikad se ne puni dovoljno
brzo da nadvlada trenje kola, pa se kolo ne pokrece. Ako je, pak, tok brzi, tezina najviseg
vjedra pocinje okretati kolo (slika 7 a). Vrtnja moze postati stalna, odnosno vodeni¢no kolo
prelazi u stanje jednolike vrtnje (slika 7 b). Kod jo$ brzeg toka (slika 7 c), okretanje moze
postati kaoti¢no zbog nelinearnih u¢inaka ugradenih u sustav. Kod jako brzog toka teski se
spremnici kre¢u do dna i uspinju na drugoj strani, pa kolo moze poceti usporavati, zaustaviti
se 1 promijeniti smjer vrtnje, kre¢u¢i se najprije u jednom, a potom u drugom smjeru. Za
odredeni tok ovo kretanja postaje jos kaoticnije, te nije moguce predvidjeti gibanja kola.

Dok vjedra prolaze ispod mlaza vode, o brzini okretanja ovisi koliko ¢e se napuniti. Ako se
kolo brzo okreée, malo je vremena za punjenje. Takoder, ako se kolo brzo okrece, vjedra
mogu krenuti na drugu stranu prije negoli se dospiju isprazniti. Kao rezultat, teska vjedra na
strani koja se okre¢e prema gore mogu uzrokovati usporavanje okretanja, a potom 1 gibanje u
suprotnom smjeru. Lorenz je na kraju ustanovio da tijekom dugog razdoblja, okretanje
mijenja smjer mnogo puta, a da pri tome nikad ne postane ravnomjerno niti se ponovi u bilo

kojem predvidljivom obliku.

Vodenicko kolo predstavlja grubo pojednostavljeni model rotacije zraka u stupcu. Kontakt s
tlom zagrijava zrak, te ga dize. Zrak se na odredenoj visini u atmosferi polako hladi, postaje
gus¢i 1 pada. Te dvije struje zraka trebaju kruZiti jedna oko druge, te klizanjem izazvati
rotaciju. Vodenicko kolo je obrnuti model tog procesa. Voda u svakom vjedru oznacava

toplinu u tom zra¢nom dzepu. Vjedro pokupi vodu kada je zrak u blizini tla (vrha kotaca), i

13



sve kante stalno, ali polako, gube vodu, Sto odgovara gubitku topline zraka kroz zracenje.

Topliji zrak, se gura prema gore, Sto odgovara kanti s vodom koja ide prema dolje.

Slika 8 — Razlicite realne izvedbe Lorenzovog

vodeni¢nog kola
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3. PRIMJERI KAOTICNIH SUSTAVA

3.1. Lorenzov atraktor

RjeSenje Lorenzovog sustava tri navedenih diferencijalnih jednadzbi izvedeno je pomocu

Matlaba.
dx
—=0o(y—x
7 (y—x)
dy
S =yx—-y-Xxz
dt 4
dz
—=xy-bz
a7

Sustav jednadzbi se numericki integrira, te se rezultat ispisuje u trodimenzionalnom obliku.

global SIGMA R B
SIGMA=10.; R=28.; B=8./3.;

% pocCetni uvjeti
x0=[10 10 10];

oo

vrijeme
t0=0; tf=40;

% integracija oded5 funkcijom
[tout, xout] = oded5('lorenzf', [t0, tf], x0);

% plotanje odaziva
figure (1) ;

hp=plot3 (xout(:,1), xout(:,2), xout(:,3), ' 'LineWidth',1.5);

set (hp, 'LineWidth',0.1);
box on;

xlabel ('x', '"FontSize',14);
ylabel ('y', "FontSize',14);
zlabel ('z', "FontSize',14);

axis ([-20 20 -40 40 0 60]);

set (gca, 'CameraPosition', [200 -200 200], "FontSize',14);

Lorenzova funkcija:

function u = lorenzf (t,x)
global SIGMA R B

u = [SIGMA* (x(2)-x(1)), x(1)*(R - x(3)) - x(2), x(1)*x(2)
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Slika 9 — Dobiveni Lorenzov atraktor

3.2. Vodenicno kolo

Izraden je matematicki model vodeni¢nog kola s Cetiri kante prikazan na slici 10.

J Ulazni tok

VA VA

Slika 10 — Shematski prikaz Lorenzovog vodeni¢nog kola

Matematicki model sustava mozemo rastaviti na tri dijela koja se odnose na dinamiku

rotacije, trenje vodeni¢nog kola i razinu tekuc¢ine u posudama.
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m3*g

méd‘g

Slika 11 — Djelovanje momenata na vodenic¢ko kolo

Dinamika rotacije opisana je jednadzbom ravnoteZe momenata oko tocke rotacije.

4
Jw = Z M; + M,,
i=1

Moment koji uzrokuje tezina posude jednak je vektorskom umnosku kraka i sile koje djeluju

na zadanu to¢ku rotacije. Za momente vodeni¢nog kola slijede izrazi:
M; =—-L-my-g-cos(0)
s
M, =L-m2-g-cos(9—§)
M; =L-mg-g-cos(0)

M4=—L-m4-g-cos(9—g)

gdje je:
e [ —duljina kraka vodenickog kola
e m;—masa i-te posude
e g — akceleracija sile teze

e O —kut zakreta vodeni¢nog kola prema referentnom koordinatnom sustavu
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M, ozna¢ava moment trenja kojeg mozemo podijeliti na suho i viskozno trenje. Suho trenje se
javlja izmedu osovine i vodenickog kola, a ovisi o koeficijentu trenje 1 sili pritiska. Sila

pritiska jednaka je zbroju masa svih posuda na kolu. 1z ¢ega slijedi sila suhog trenja:

Fge=p-my g

4
My = E m;
i=1

Gdje je p koeficijent trenja u rasponu [0 1], a g akceleracija sile teze. Moment koje uzrokuje
suho trenje ovisi o polumjeru osovine Dy, a njegov smjer suprotan je od smjera rotacije kola.

Moment suhog trenja jednak je:

Dy
Mse = =sgn(®) - u-muc - g -—
Moment trenja koji se javlja uslijed djelovanja viskoznog trenja jednak je:
M,=-K, 0
Ky =2 ¢

Gdje je C koeficijent viskoznog trenja u rasponu [0 1]. Ukupno moment uslijed djelovanja

trenja jednak je zbroju momenata suhog i viskoznog trenja.
My, =Mg + M,

Za sustav potrebno je jo$ opisati model posude na vodenicnom kolu. 1z jednadzbe ravnoteze
tekuc¢ina u posudi slijedi da je promjena tekuéine u posudi jednaka razlici ulaznih i izlaznih

tokova. Za jednu posudu vrijedi jednadzba:

dh,
PA P Qui — Qi

Posuda se puni kada se nalazi na vrhu vodeni¢nog kola, a punjenje posude ovisi o ulaznom
toku 1 polozaju posude. Slika 12 prikazuje polozaj posude i ulaznog toga gdje je:

e D, - Sirina ulaznog toka

e D, —Sirini posude
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Iz slike su postavljeni uvjeti za punjenje posude. Posuda se puni kada je y koordinata
pozitivna i nalazi se ispod ulaznog toka. Tok kojim se puni posuda proporcionalan je

poklapanju ulaznog toka i otvora posude. Priliko modeliranja obuhvaéene su dvije

Dul

—| G
ﬁ xi ﬂ

K- Dp —)

yi

Slika 12 — Model punjenja posuda

mogucnosti, kada je posuda djelomicno ispod ulaznog toka, te kada je posuda potpuno ispod

ulaznog toka. Iz razmatranja sustava postavljeni su sljedecu uvjeti:

if((yi> 0)&& (|xi|<(Dul+Dp)/2))
if (|xi|)>((Dul-Dk)/2))

qui

else

qui
end

else

qui
end

qu* (0.5% (Dul+Dp) - |xi|) /Dul;

qu*Dk/Dul;

0;

Iz Bernollijeve jednadzbe

1
p+pgh + Epv2 = const.

odreden je izraz za izlazni tok i glasi:

Qii = pAi\/29h;

Gdje je:

p — gustoca tekuéine u posudi

A; — povrsina poprecnog presjeka izlazne pukotine na posudi
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Na temelju prethodnih jednadzbi izraden je simulacijski model koriste¢i Matlab Simulink

programski paket.
Qul p——Pp| Qu1 m1 f—P»{m1
theta theta theta
Qu2 —’ Qu2 m2 _’ m2 Kut zakreta
Qu3 p—p| Qu3 m3 p——p m3
Qu P w w
Ulazni protok Qu4 »{Qus mé P m4 Kutna brzina

PUNJENJE KANTI

KANTE

VODENICKO KOLO

Slika 13 — Simulink model vodeni¢nog kola
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Function1
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Qu
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Function2 ( T\ ”
Constant4 X :)ﬂ— pif2
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Dk Gain21 P fen —FQuZ
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Constant5
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MATLAB Fundtion2

Constant?

pi

Trigonomet

tric i
Fundtion4 {*;}‘ 3*pir2)
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Qu4

Tam23

MATLAB Function4

Slika 14 — Modeliranje Simulink bloka "Punjenje kanti"
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Gain13

Constant1

Qu4

IntegratorS
Gain10
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Slika 15 — Modeliranje Simulink bloka "Kante"
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Slika 16 — Modeliranje Simulink bloka "Vodenicko kolo"
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Parametri sustava su:
p = 1000 [kg/m’]
g=9.81 [m/s?]
L=0.1[m]
Ds=0.01 [m]
p=0.2

£=0.04

Dy=0.02 [m]

D, =0.01 [m]

m, = 0.2 [kg]
Pocetni uvjeti sustava su prazne posude, a kut zakreta i kutna brzina je jednaka:
0(0) =2°

®(0) = 0.

Odaziv kutne brzine vrtnje
2.5 T T T

T
Qui=0.1[kg/s]|

2 m

w [rad/s]

1 | L I
50 100 150 200 250 300
t[s]

Slika 17 — Odaziv kutne brzine vrtnje



Slika 17 prikazuje odaziv kutne brzine vrtnje iz kojeg mozemo uociti kaoticno ponasanje
sustava. Naime, promjene brzine nisu pravilne, te nije moguce predvidjeti njezino buduce
ponasanja. Za razliku od ovakvog kaoti¢nog ponasanja, slika 18 prikazuje odaziv kutne brzine
vrtnje kod malog ulaznog protoka. Iz odaziva mozemo uociti pocetno ustaljivanje koje prelazi
u pravilan i1 periodi¢ni odaziv brzine. Usporedbom ova dva odaziva mozemo zakljuciti da se

sustav vodeni¢nog kola kaoti¢no ponasa za odredene vrijednosti ulaznog toka.

Odaziv kutne brzine vrtnje
0= - = T — - —

'. [~ oul=0008 kgisl]

w [rad/s]

0.7 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t [s]

Slika 18 — Odaziv kutne brzine vrtnje pri malom ulaznom toku

Slika 19 prikazuje odazive brzine vrtnje za razliCite pocetne uvjete vrijednosti kuta. Razlika
pocetnih uvjeta iznosi 1°, te mozemo uociti da, iako sustav krece iz pocetnih tocaka, jako

male razlike odstupanja u odazivu vrlo brzo nastupaju. Nakon 25 s promatrana dva odaziva su

sasvim drugacija 1 ne poklapaju se.
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w [rad/s]

Odaziv kutne brzine vrtnje
25 T T T T I
——— Theta0 = 2°
——— Theta0 = 3°

1.5

0.5 ]
0

0 50 100 150 200 250 300
tls]

Slika 19 — Odaziv kutne brzine vrtnje za razli¢ite pocetne kuteve
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4. PRIMJENA TEORIJE KAOSA

Lorenzova pretpostavka da dugoroCna prognoza nema buducnosti pokazala se to¢nom. S
obzirom na slozenost sila i procesa koji utjeCu na oblikovanje vremena, i danas je nemoguce
predvidjeti atmosferske prilike dalje od kratkog vremenskog razdoblja. Najsnaznije racunalo
za prognoziranje vremena na svijetu procesira 400 milijuna operacija svake sekunde (podaci
od 2004. godine). Ako se u njega svakoga dana unese 100 milijuna razli¢itih vremenskih
mjera iz raznih krajeva svijeta, 1 takvo snazno racunalo moze izvesti prognozu samo za deset
dana. Pa ipak, nakon dva do tri dana te prognoze postaju upitne, a nakon Sest ili sedam dana

postaju potpuno neodgovarajuce.

Teorijom kaosa povezana su sva polja znanosti i zivota. U biologiji se prati populacija vrsta, u
drustvu kretanje dionica na burzi, ponasanje masa, utjecaj pojedinca na svjetska zbivanja, u

meteorologiji opisivanje atmosferskih pojava, turbulencija fluida...

4.1. U tehnici i inzenjerstvu

U tehnici se teorija kaosa koristi i poznatija je kao teorija katastrofa. Njome se na taj nacin
istrazuju i opisuju, s ciljem otklanjanja, nezeljene vibracije avionskih krila, opasna ljuljanja

brodova, vibracije mostova, itd. Fraktali su takoder i osnova racunalne grafike.
4.2. U medicini i biologiji

Ljudsko tijelo je primjer slozenog dinamiCkog sustava i stoga je kamen kusSnje svake
sloZenosti. Nijedan predmet prouc¢avanja ne nudi takva kontraritmicka gibanja u mjerilima od
makroskopskih do mikroskopskih. Nijedan fizikalni sustav nije podloZan tako ¢udesnoj vrsti

redukcionizma gdje svaki organ ima vlastiti mikroustroj.

Teorija kaosa se uspjesno primjenjuje u medicini. To se moze vidjeti na prikazu rada srca i
prijelazu iz kaoti¢nog u regularni sustav i obrnuto. Istrazivaci sve vise proucavaju ljudski
organizam kao mjesto gibanja i oscilacija, razvijajui novi nacin promatranja njegovih
raznolikih ritmova. Takoder je dokazano da je kaos u mozgu bitan u procesu misljenja.
Naime, pojavu shizofrenije karakterizira smanjenje razine kaosa u nervnim procesima.

Vjeruje se da upravo zahvaljuju¢i kaosu organizam moze prilagodljivije i ucinkovitije
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reagirati na poremecaje. Takoder se, zbog fraktalne grade unutarnjih organa, razmislja o tome
mogu li se pomocu fraktalne dimenzije pojedinih organa dijagnosticirati bolesti. Fraktalnost

se takoder smatra opéim svojstvom morfogeneze.

Takoder se proucava kaos u respiracijskom sustavu, mehanizmi povratne veze u nadzoru

stani¢nih krvnih elemenata, onkolozi traze periodi¢nost u nepravilnosti stanicnog rasta.

Teorije kaosa, takoder, daje rjeSenje problema koji se javlja u ekologiji u predvidanju bioloske
populacije. Jednadzba koja prati rast populacije vrste bi bila jednostavna kad bi populacija
rasla linearno, ali utjecaj grabeZljivaca i ograniceni izvori hrane utjeCu na neto¢nost same
jednadzbe. Moguée je smyjestiti varijable unutar odredenog raspona, ali nemoguce ih je

kontrolirati u tolikoj mjeri da sa sigurno$¢u mozemo predvidjeti konacan rezultat.

4.3. U drustvenim znanostima

Teorija deterministickog kaosa u druStvenim znanostima isprva se pocela primjenjivati u
politologiji 1 to u sklopu ispitivanja senzibiliteta javnog mnijenja u tijeku predizbornih
kampanja u SAD-u. Danas su izbori izvrstan primjer kaosa odnosno efekta leptirovih krila
gdje su razlozi zbog kojih bira¢ glasuje za neku stranku ili pojedinca vrlo osjetljivi i
promjenjivi. Teorijom kaosa bave se i1 sociolozi koji proucavaju anomalije koje izazivaju
znanstvene revolucije. TeoretiCari kaosa tvrde da se te anomalije mogu protumaciti kao

deterministicki kaoti¢ni transferi koje dovode u fokus novu paradigmu.

Teorija deterministickog kaosa sve se viSe rabi i u mnogim drugim aplikativnim socioloskim
znanostima. Primjenom specijalnih analiti¢kih postupaka za mjerenje kaosa istrazivaci su
dokazali prisutnost kaoti¢nih rezima i u okviru obiteljskog sustavnog pristupa u tijeku
lijecenja alkoholizma pojedinih ¢lanova obitelji. U posljednje vrijeme brojna se istrazivanja
vrSe 1 u primjeni teorije deterministickog kaosa u kompleksnom metodskom pristupu u
proucavanju ponasanja neke zajednice u tijeku kriznih ili katastrofi¢nih dogadaja koji mogu
pokrenuti kaoti¢nu dinamiku (npr. poznata zbivanja 11. rujna 2001. u New Yorku). Cilj
znanstvenika je bolje pruzanje stru¢ne pomoci zajednici kako cijeli sustav te zajednice ne bi
dosao do stanja potpune reorganizacije 1 anarhije. Mnogi teoretiCari iz druStvenih i
politoloskih znanosti drze da je teorija kaosa pogodna za istrazivanje i evaluaciju prakse u tim
disciplinama jer nudi brojne moguénosti dubljeg razumijevanja nacina na koji se socijalni i

politi¢ki sustavi mijenjaju i razvijaju u skladu s kaoticnim okruzenjem. Teorija kaosa takoder
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ima veliku vrijednost za istrazivace i prakticare, jer se pomocu specificnih metoda i tehnika
kvantifikacije kaosa u drustvenim i politoloSkim znanostima te u mnogim aplikativnim
disciplinama, mogu s ve¢om to¢noS¢u predvidjeti kretanja sustava te ublaziti njegove

negativne ucinke.

4.4. U ekonomiji

Do sada su razliCite nepravilnosti varijabli, kao §to su BDP, zapoS§ljavanje, kamate, devizni
tecajevi ili burzovni indeksi opcenito bile pripisivane nasumi¢nim Sokovima. Moguénost
objasnjenja takvih dogadanja i determiniranja, makar jednostavnih deterministi¢kih kaoti¢nih
modela, kako bi se mogle predvidjeti takve pojave, privukla je paznju brojnih ekonomskih
teoreticara.

Posebno zanimljiv aspekt primjene teorije kaosa jesu financije: istovjetni modeli primjenjuju
se u fizici 1 ekonomskom prognoziranju. Burzu dionica mozemo definirati kao dinamicki
sustav socio-ekonomskog ponaSanja: to je visokodimenzijski kaos s velikim brojem razlicitih
parametara, a zbog Cinjenice da burzovne transakcije nisu dovoljno dugo stacionarne, jo$
nitko nije uspio identificirati pripadni kaoti¢ni atraktor.

Trzista vrijednosnih papira takoder se mogu opisati kao nelinearni, dinamicki sustavi. Efekt
leptirovih krila snazno i brzo djeluje i na globalnom trziStu vrijednosnih papira. Internet je
omogucio da svaka i mala promjena burzovnih indeksa na tokijskoj burzi gotovo istodobno

izaziva promjene na burzi u New Yorku.
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5. ZAKLJUCAK

Kaos se rabi u opisivanju prividno kompleksnog ponasanja sustava za koje pretpostavljamo
da su jednostavni. Kaos se javlja kada je neki sustav vrlo osjetljiv na pocetna stanja. PoCetna
stanja predstavljaju determinirane vrijednosti mjera pri nekom zadanom pocetnom vremenu.
Kaos je ne samo teorija ve¢ 1 metoda, ne samo skup uvjerenja ve¢ 1 nacin provodenja

znanosti.

Posebno znacenje teorije kaosa je u njezinoj interdisciplinarnosti. Svojom univerzalnoscéu
kaos prozima raznorodne discipline i polja ljudskog djelovanja: od dinamike fluida i prognoze
vremena, preko anatomije, proucavanja sréanih aritmija, biljnih i Zivotinjskih populacija, sve
do fluktuacija cijena dionica na burzama. Teorija kaosa otvorila je nove filozofske vidike,
tjerajuéi nas na preispitivanje stavova o determinizmu zbivanja, odnosu znanstvenih i
religijskih spoznaja, o evoluciji 1 slobodi volje, druStvenim 1 politickim revolucijama, te ulozi
pojedinca u povijesti. Cesto naoko nevazne &injenice iz jednog podruéja predstavljaju kljué

rjeSenja u nekom drugom podrucju.

Kaos nam daje jedan novi pogled na svijet koji nas okruzuje. Medutim iz te iste teorije
proizlazi 1 kona¢no ogranic¢enje naSe spoznaje. Naime, §to god ucinili 1 kako god preciznim
ucinimo nasa racunala, ona ¢e uvijek biti ograni¢ena odredenom memorijom. Na taj nacin
pocetni uvjeti nikada nece biti apsolutno to¢no uneseni, a time niti zbivanja biti predvidiva.
Uvijek ¢e postojati mjesto za kaos. Iz toga proizlazi da ¢e buduénost zauvijek ostati skrivena 1
nepredvidiva. Ona ¢e uvijek nepoznata cekati dolaze¢e generacije da je otkrivaju i svojom

teznjom napretku i novim znanstvenim spoznajama ucine boljom no §to je to ona sada.

28



6. LITERATURA

10.

11.

. M. Pasi¢, Uvod u matematicku teoriju kaosa za inzenjere, Skripta FER, Zagreb,2005.

(5. poglavlje)

James Gleick, Kaos-stvaranje nove znanosti, 1991

M.W.Hirsch, S.Smale, R.L.Deveney, Diferential equations, Dynamical Systemsand an
Introduction to Chaos (14. poglavlje)

Steven H. Strogatz, Nonlinear dynamics and Chaos, Perseus Books Publishing, New
York, 1994

M. Kolakovi¢, I. Vranki¢, Teorija kaosa, Zbornik Ekonomskog fakulteta u Zagrebu,
godina 2, broj 1, 2004

Mirko Orli¢, Edward N. Lorenz — znanstvenik koji je zbunio Nobelove komitete,
Priroda, vol 98, 2008

J.Mendelson, E. Blumenthal, Chaos Theory and Fractals,

J. Louis Tylee, Chaos in a Real System, Simulation, 64: 3, 176-183, 1995

Hendrik Richter, Controling the Lorenz system: combining global and local schemes,
Chaos, Solitions and Fractals 12 (2001) 2375 — 2380

GoranKrstaci¢, Nelinearna dinamika 1 “teorija kaosa” u kardiologiji, Medix, godina
10, dvobroj 54/55,2004

Neki internet linkovi:

a. http://www.tnellen.com/alt/chaos.html

http://www.ace.gatech.edu/experiments2/2413/lorenz/fall02/

http://www.hypertextbook.com/chaos/

http://www.math.cornell.edu/

http://ib.cnea.gov.ar/thelerg/melon/doc/

- 0o 2 o T

http://www.inet.hr/~ivnakic/kaos/index.htm

http://www.zvjezdarnica.com

= «Q

http://elgrunon.wordpress.com

29



