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1.

FRAKTALI

Fraktali su geometrijski objekti ¢ija je fraktalna dimenzija strogo veca od topoloske

dimenzije. Drugim rije¢ima, to su objekti koji daju jednaku razinu detalja neovisno o razluc¢ivosti

koju koristimo. Fraktale je moguce uveéavati beskona¢no mnogo puta, a da se pri svakom

novom povecanju vide neki detalji koji prije povecanja nisu bili vidljivi, 1 da koli¢ina novih

detalja uvijek bude otprilike jednaka.

1)

2)

Osnovna svojstva fraktala:

Samo-slicnost - svojstvo objekta da sli¢i sam sebi bez obzira koji dio promatrali 1 koliko

ga puta uvecavali.

Fraktalna dimenzija - vrijednost koja nam daje uvid u to u kojoj mjeri neki fraktal
ispunjava prostor u kojem se nalazi. Za razliku od fraktalne dimenzije euklidska
dimenzija koristi se kako bi se izrazila linija (jedna dimenzija), povrsina (dvije dimenzije)
i prostor (tri dimenzije) te moze biti bilo koji prirodan broj ili nula: 0,1,2,3,4,5,...
Nasuprot tome fraktalna dimenzija se koristi kako bi se izrazila gusto¢a kojom objekt
ispunjava prostor odnosno koliko se novih dijelova pojavljuje pri povecanju rezolucije.

Fraktalna dimenzija nije cijeli broj i u pravilu je veca od euklidske dimenzije.

Primjer:

Fraktalna dimenzija zapadne obale Engleske je 1,3 dok je Norveske obale 1,52 , dakle
vece suod 1, Sto je euklidska dimenzija obale shvacene kao krivulje. To takoder znaci da
Norveska ima razvodnjeniju obalu od Engleske. Samo se priblizno, eksperimerntalno,

moze govoriti o fraktalnoj dimenziji obale.

Izraz po kojem se mjeri dimenzija je:
d=log(n)/log(s)
gdje je : d — fraktalna dimenzija
n - broj novih kopija objekta promatrano nakon uvecanja

s — faktor uvecanja


http://hr.wikipedia.org/wiki/Geometrija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Fraktalna_dimenzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Topolo%C5%A1ka_dimenzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Topolo%C5%A1ka_dimenzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Topolo%C5%A1ka_dimenzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Razlu%C4%8Divost
http://hr.wikipedia.org/wiki/Fraktal
http://hr.wikipedia.org/wiki/Prostor

Primjer:
Cantorov skup C3 ima dim C3 =log2/log3 = 0.63..... < 1;
Kochina krivulja KK ima dimKK = log4/log3 = 1.2618..... > 1.

3) Oblikovanje iteracijom — svojstvo da se objekt generira nekim matematickim ili
geometrijskim postupkom, tako da se u osnovni (pocetni) objekt iterativno ugraduju

svojstva generatora.

1.1.  Povijest fraktala

Fraktali su ljudima poznati od pamtivijeka, samo §to ih kao takve nisu prepoznavali.
Dokumentirani prikaz fraktala nalazimo ve¢ 1525. u "Priru¢niku za slikanje" Albrechta Diirera,
gdje opisuje uzorke nastale koriStenjem pentagona. To uvelike podsije¢a na kasniji primjer
fraktala Sierpinskog ( poljski matemati¢ar Wactaw Franciszek Sierpinski). U 17. stoljecu Leibniz
je definirao ponavljanje samosli¢nosti, medutim uzeo je u obzir da samo linija mozZe biti sebi
slicna. Od tada sve do 19. stoljeca nije se pojavila slicna definicija. Tek je 1872. Karl Weierstrass
dao primjer funkcije kojom je definirao samosli¢nost. Medutim definicija je bila odvec
apstraktna pa je Helge von Koch 1904. godine dao geometrijsku interpretaciju slicne funkcije,
koja je danas poznata kao Kochova pahuljica. Nedugo kasnije, 1915. je Waclaw Sierpinski
kreirao svoj uzorak fraktala pomocu trokuta. Iz tog razdoblja dolaze fraktalni prikazi poput onih
Henria Poincaréa, Felixa Kleina, Pierrea Fatoua, Gastona Julie i Georga Cantora. Svi su oni
krajem 19. 1 po€etkom 20. stoljeca proucavali te fascinantne tvorevine dobivene iteracijom, ali
bez racunala nisu mogli uocit sav njihov znac¢aj. Vec€ina ih je smatrala krivuljama, a ne slozenim
geometrijskim objektima. Takvo poimanje tih zanimljivih sebi slicnih matematickih objekata
zadrzalo se sve do kraja 20. stoljeca. Tada se za samosli¢nost poceo zanimati Benoit Mandelbrot.
Nakon niza istrazivanja i mjerenja duzine Britanske obale, temeljenih na ranijem radu Lewisa
Fry Richardsona, Mandelbrot je napokon 1975. skovao rije¢ fraktal i definirao njeno znacenje.
Svoje otkrice potkrijepio je atraktivnim racunalnim prikazima, koji su i danas najCesca

predodzba fraktala.



Slika 1. "Mandelbratovi skupovi" — najpoznatiji fraktalni skup koji je
kreirao otkrivac fraktala Benoit Mandelbrot 1975.

1.2.  Podjela fraktala

1) Podjela prema stupnju samosli¢nosti

Potpuno samoslicni fraktali - sadrze kopije sebe koje su slicne cijelom fraktalu.

Slika 2. Kochova Slika 3. Trokut Slika 4. Hilbertova Slika 5. Cantorov

krivulja Sierpinskog krivulja skup

Kvazi samoslicni fraktali - fraktal sadrzi male kopije sebe koje nisu sli¢ne cijelom

fraktalu, nego se pojavljuju u iskrivljenom obliku.



Slika 6. Mandelbrotov skup Slika 7. Julijev skup

Statisticki samoslicni fraktali - fraktal ne sadrzi kopije samog sebe, ali neke njegove

osobine (npr. fraktalna dimenzija) ostaju iste pri razli¢itim mjerilima.

Slika 8. Perlinov Sum

2) Podjela prema nacinu nastanka
Iterativni fraktali - nastaju kopiranjem te rotiranjem i/ili translatiranjem kopije, te
moguéim zamjenjivanjem nekog elementa kopijom.
Rekurzivni fraktali - odredeni su rekurzivnom matematickom formulom koja odreduje

pripada li odredena tocka prostora (npr. kompleksne ravnine) skupu ili ne.

Slucajni (random) fraktali — posjeduju najmanji stupanj samosli¢nosti i nalazimo ih

Cesto U prirodi (obale, drvece, oblaci, munje,...).


http://hr.wikipedia.org/wiki/Fraktalna_dimenzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Rotacija
http://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Translacija&action=edit&redlink=1
http://hr.wikipedia.org/wiki/Rekurzija
http://hr.wikipedia.org/wiki/To%C4%8Dka_%28geometrija%29
http://hr.wikipedia.org/wiki/Prostor
http://hr.wikipedia.org/wiki/Kompleksni_brojevi
http://hr.wikipedia.org/wiki/Skup

Slika 9. Slucajni fraktali (oblaci i munje)

1.3.  Primjena

Najjednostavniji primjer primjene fraktala u
racunalnoj grafici jest crtanje terena, posebice planina.
Planina se moze crtati tako da se horizontalno
polozenom trokutu svaki vrh povisi ili snizi za slu€ajno
odabranu vrijednost. Tako dobivenom trokutu spoje se
polovista stranica te se tako dobivaju Cetiri nova trokuta.
Srednjemu od njih (omeden trima duzinama koje spajaju
polovista stranica prvotnog trokuta) povisimo ili snizimo
vrhove kao 1 pocetnom trokutu, ali koristimo dvostruko
manje vrijednosti. Postupak sada ponovimo za sva ¢etiri

trokuta. Planine se mogu napraviti i na drugi nacine, kao

Sto je npr. Perlingov Sum. Slika 10. Planina stvorena

koristec¢i Perlinov sum


http://hr.wikipedia.org/wiki/Perlinov_%C5%A1um

Pomoc¢u sustava iteriranih funkcija u tri dimenzije moguce je kreirati raznoliko raslinje
— grmove, drvece, busene trave i sl. Ako isto napravimo u trodimenzionalnom sustavu te na kraj

svake "granc€ice" dodamo list, rezultati mogu biti zapanjujuce sli¢ni stvarnim pojavama u prirodi.

Slika 11. Raslinje stvoreno pomocu fraktala

Od manje vaznih primjena tu je (naravno, vrlo ograni¢eno) predvidanje nekih
stohastickih procesa kao $to su potresi; slaganje snopova opti¢kih vlakana, oponaSanje rada
neuronskih mreza za razvoj umjetne inteligencije itd. Za male uredaje kao §to su mobiteli
proizvode se antene u obliku fraktala koje zbog toga mogu Kkoristiti $irok spektar frekvencija ne

zauzimaju¢i mnogo mjesta.

1.4. Matematicka konstrukcija fraktala

Primjenjuje se takozvana procedura IFS (iterated function sheme), a za nju je potrebno imati:

| —inicijator; G — generator; m — sli¢nosti S koje prevode inicijator u generator odnosno

™"

6 =S, (DUS, (DU .Sy D US,M0 = Js.00=50)

k=1

potom se formira niz skupova E, na slijede¢i nacin:


http://hr.wikipedia.org/wiki/Sustavi_iteriranih_funkcija
http://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Raslinje&action=edit&redlink=1
http://hr.wikipedia.org/wiki/Potres
http://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Opti%C4%8Dka_vlakna&action=edit&redlink=1
http://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Neuronske_mre%C5%BEe&action=edit&redlink=1
http://hr.wikipedia.org/wiki/Umjetna_inteligencija
http://hr.wikipedia.org/wiki/Mobitel
http://hr.wikipedia.org/wiki/Antena
http://hr.wikipedia.org/wiki/Frekvencija

E,=G,E, = S(E,),.....,E, .y = S(E,)
F =5(F)= Ui, 5,.(F),

gdje je F fraktalni skup koji dobivamo na kraju.

e IFS za Cantorov skup

inicijator je 1=[0,1] 0 1
generator je E;=G= 0 1/3 2/3 1
definiramo:

Er:"z+1 = si(Enj USE(E?:]
gdje su

1 1 :
S1(x) = Hyp(x) = 35 Sy(x) = Ty - Hypa(x) = 3% +§

Na kraju Cantorov skup F zadovoljava: F = 5,(F)U 5,(F)i F # E, za dovoljno veliki n.

e IFS za Kochovu krivulju

inicijator je 1=[0,1] 0 1
generator je G je 0 A’\ 120° 1

1/3 23
definiramo

E?‘H‘l = Sl(En} u SE(En} u SE{E;I-:} U 54(En}; gdje Su:

1

1
5.(x,v) = Hy 5(x,y) = 3937

1 3 143 1
S2(x,9) = Teypa,00 Ruys - Hyalx,y) = (Ex 7 + 378 ¥ + 24



1 1\.’5 1 *-..’E 1 *-.-’E
53(—'1’-':}’} = T|:1;:ﬂ,-'§,-f5:| "B 3 Hl..“:a(x:}’} = (gx+ ?}""‘ 378 G / 3

21

1
Sa(x,3) = Trajz,0) - Hypalxy) = (Ex * 5’5}')

Na kraju Kochova krivulja F zadovoljava: F = S;(F) U S,(FJU S,(F)US,(F)iF ® E, za
dovoljno veliki n.

2. ZAKLJUCAK

U seminarskom radu obradivala se tema fraktali. Tema je obradena s teorijskog

stajaliSta i u programu Matlab napravio se program za Kochovu krivulju i Cantorov skup.

Fraktali su objekti koji daju jednaku razinu detalja neovisno o razlu¢ivosti koju
koristimo, a njihova osnovna svojstva su samo-sli¢nost, fraktalna dimenzija i oblikovanje

iteracijom. Moguca je njihova podjela prema stupnju samosli¢nosti i prema nac¢inu nastanka.

U programu Matlab napravljena su dva programa koja prikazuju Cetiri stupnja iteracije
rekurzivnim algoritmom, ukljucujuéi i nulti, za Kochovu krivulju i Cantorov skup. Pokretanjem
programa inicijator se iterativno transformira u generator na temelju svojstava sli¢nosti (za
Cantorov skup je to homotetija i translacija, a za Kochovu krivulju homotetija, translacija i

rotacija) koja ¢uvaju oblike, a mijenjaju polozaj i veli¢inu kutova, te nastaju fraktali.

10


http://hr.wikipedia.org/wiki/Razlu%C4%8Divost

3. PRILOG

ISPIS MATLAB-ovog KODA u m-fileu

Za Kochovu krivulju

function koch(level,mplot)

clc;

if (nargin ~= 2)
level=5;
mplot=1;

end

if (mplot==0)
singleplot (level)
else
multiplot (level)
end

function singleplot (level,x1l,vyl,x2,vy2)

figure (1)

clf;
xl=zeros (1, level);
yl=zeros (1, level);
x2=zeros (1, level);
y3=zeros (1, level);
x1 (level)=0;

vyl (level)=0;

x2 (level)=1;

y2 (level)=0;

subkoch (level,x1,vyl,x2,vy2);

x1im([-0.2,1.2]);

ylim([-0.2,1.2]1);

title(sprintf ('Cantor Fractal, level=%g',level));
set (gca, 'XTickLabel', {'"'})

set(gca, 'YTickLabel', {""'})

11



set (gca, 'XTick', [1)
set (gca, 'YTick', [1)

%axis off; % to remove the boxes
%set (findobj (gca, 'Type', '1line'), 'Color', k") % black

$set (findobj (gca, 'Type', '1line'), 'LineWidth',2) % thick

function multiplot (level,x1,vyl,x2,v2)

figure (1)
clf;

for ilevel=l:level

subplot (level,1l,ilevel)

xl=zeros (l,ilevel);
yl=zeros (l,ilevel);
( )
)

’

x2=zeros (1,ilevel
y3=zeros(l,ilevel
x1 (ilevel)=0;
yl(ilevel)=0;
x2 (ilevel)=1;
y2 (ilevel)=0

’

’

subkoch (ilevel, x1,yl,x2,y2);

x1im([-0.2,1.2]);
ylim([-0.1,0.35]);
text (-0.1,0.03,sprintf (' (%g) ',ilevel), 'fontsize',14);

$title (sprintf ('Cantor Fractal, level=%g',6 level)):;

set(gca, 'XTickLabel', {""'})

set(gca, 'YTickLabel', {""'})

set (gca, 'XTick', [])

set(gca, 'YTick', [])

%$axis off; % to remove the boxes

%set (findobj (gca, 'Type', 'line'), 'Color', k") $ black

%set (findobj (gca, 'Type', 'line'), 'LineWidth',2) % thick

end

function subkoch (k,x1,vy1l,x2,vy2)

o\°

k = iteration level
A line is drawn when k =1

oe



if(

els

end

ret

k==1)

plot ([x1 (k) x2(k)], [yl (k)

hold on;
e

k=k-1;
dx=x2 (k+1) -x1 (k+1) ;
dy=y2 (k+1)-y1 (k+1);

y2(k)1);

L=sgrt (dx"2+dy"2); % segment length

r=sqrt (1/372 - 1/6"2);
% left segment

x1 (k)=x1(k+1);
yl(k)=yl(k+1);

x2 (k)=x1 (k+1)+dx/3;

v2 (k)=yl (k+1)+dy/3;
subkoch (k, x1,vy1l,x2,v2)
% middle left segment
x1 (k)=x2 (k) ;

vyl (k)=y2(k);

x2(k)=0.5%(x1 (k+1)+x2 (k+1))-r*(y2 (k+t1l

v2(k)=0.5*(y1 (k+1)+y2 (k+t1l))+r*(x2 (k+l)-

subkoch (k,x1,vy1l,x2,v2)

[

% middle right segment

x1 (k)=x2 (k) ;
yl(k)=y2(k);
x2 (k)=x2 (k+1)-dx/3;

y2 (k) =y2 (k+1) -dy/3;
subkoch (k,x1,v1l,x2,v2)
% right segment

x1 (k)=x2 (k) ;
y1(k)=y2 (k) ;

x2 (k)=x2 (k+1);

y2 (k) =y2 (k+1) ;

subkoch (k,x1,v1l,x2,v2)

urn

Za Cantorov skup

function cantor (level,mplot)

clc

if(

end

’

nargin ~= 2)
level=5;
mplot=1;

13



if (mplot==0)
singleplot (level)
else
multiplot (level)
end

function singleplot (level)

figure (1)
clf;

a=zeros (1, level);
b=zeros (1, level);
a(level)=0;
b(level)=1;

subcantor (level,a,b);

x1im([-0.2,1.2]);

title(sprintf ('Cantor Fractal, level=%g',level));
set (gca, 'XTickLabel', {''})

set(gca, 'YTickLabel', {""'})

set(gca, 'XTick', [1])

set(gca, 'YTick', [])

%axis off; % to remove the boxes
%set (findobj (gca, 'Type', '1line', 'Color', 'k'") % black

set (findobj (gca, 'Type', 'line'), 'LineWidth',2) % thick

function multiplot (level)

figure (1)
clf;

for ilevel=1l:level
subplot (level,1,ilevel)
a=zeros (l,ilevel);
b=zeros (1,1ilevel);

a(ilevel)=0;
b(ilevel)=1;

subcantor (ilevel,a,b);



x1im([-0.2,1.2]);

text (-0.1,0.1,sprintf (' (%qg)',ilevel), 'fontsize',14);
% title(sprintf ('Cantor Fractal, level=%g',6 level));
set (gca, 'XTickLabel', {'"'})

set(gca, 'YTickLabel', {"'})

set (gca, 'XTick', [])

set (gca, 'YTick', [1)

%$axis off; % to remove the boxes
%$set (findobj (gca, 'Type', '1ine', 'Color', 'k'") % black

set (findobj (gca, 'Type', 'line'), 'LineWidth',2) % thick

end

function subcantor (k,a,b)

% k=level
if (k==1)
plot (la(k) b(k)I1, [0 01);
hold on;
else
k=k-1;
L=b (k+1) -a(k+1); % segment length
% left segment
)

a(k)=a(k+1l);
b(k)=a(k+1)+L/3;
subcantor (k,a, b)
% right segment
a(k)=b(k+1)-L/3;
b(k)=b(k+1);
subcantor (k,a, b)
end

return



Ispis Matlab-ovog komandnog prozora (command windowsa) za pokrenut program za
Kochovu krivulju.

Slika 3.1. Konstrukcija Kochove krivulje

Ispis Matlab-ovog komandnog prozora (command windowsa) za pokrenut program za Cantorov
skup.

(1)

()

@) — — — —

@-- -- -- --

(5) -- --

Slika 3.2. Konstrukcija Cantorovog skupa
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