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1. UVOD

Povijest CovjeCanstva prepuna je dogadaja u kojima su ljudi nastojali kontrolirati
okolinu. Kontrola je nuzna da bi ljudi mogli zadovoljiti sve svoje potrebe (npr. kontroliranje
vatre omogucdilo je ljudima toplinu, zastitu i bolju ishranu). Niz ovakvih uspjeha u povijesti, a
posebno u proslom stoljecu, naveli su Covjeka da razmislja deterministic¢ki. Determinizam
znadi odredenost, jednoznacnost, svojstvo u koje ne sumnjamo. Kada bi svijet bio
deterministicki tada bismo mogli predvidjeti svaki dogadaj te razviti sustav kontrole.
Predvidanje se temelji na rjeSavanju jednadzbi koje opisuju ponasanje sustava koji nastojimo
predvidjeti. Tek se pojavom racdunala mogla razviti teorija kaosa jer jedino racunala mogu
rie$avati jednadzbe za predvidanje dogadaja.!

Teorija kaosa opisuje ponasanje nekih nelinearnih dinamickih sustava u matematici i
fizici koji se pod odredenim uvjetima ponasaju na prividno nepredvidljiv nacin. Dinamika
opcenito govori o promjeni, stoga se moze reéi da dinamicki sustav opisuje medusobnu
zavisnost sustava varijabli i njihovu promjenu u vremenu. Dinamicki sustavi opisani su
diferencijalnim i diferencijskim jednadzbama, a da bi se uopée moglo predvidjeti ponasanje
dinamickog sustava za neki duzi vremenski period potrebno je integrirati te jednadzbe.
Integrira se pomocu analitickih metoda ili pomocu iteracija na racunalu. Vidjet éemo u
daljnjem tekstu da su iteracije neophodne kod opisivanja diskretnih dinamickih sustava.
Dinamicki sustavi mogu biti kontinuirani, diskontinuirani te kombinacija navedenih (hibridni).
Kontinuiran je onaj sustav koji pokazuje da u proizvoljno malenom vremenskom periodu
dolazi do promjene parametara, osim kada sustav miruje. Svi takvi sustavi su opisani
diferencijalnim jednadzbama, te su najblizi stvarnim uvjetima u prirodi. Diskontinuirani je
onaj sustav kod kojih se promjene ne dogadaju stalno, nego u diskretnim vremenskim
intervalima. Ponasanje dinamickih sustava moguce je predociti orbitama tj. trajektorijama,
koje se, nakon dovoljno vremena, mogu razviti u skup koji nazivamo atraktorima. Atraktori
¢ine dio faznog prostora promatranog sustava, odnosno njih smatramo geometrijskim
podskupom faznog prostora. Orbita dinamickog sustava unutar atraktora moze biti periodna
ili kaoti¢na. Geometrijska predodzba dinamicnih sustava olakSava nam razumijevanje

1,2
promatranog sustava.™


http://hr.wikipedia.org/wiki/Povijest
http://hr.wikipedia.org/wiki/Ra%C4%8Dunalo
http://hr.wikipedia.org/wiki/Matematika
http://hr.wikipedia.org/wiki/Fizika

2. DISKRETNI DINAMICKI SUSTAVI

Diskretni dinamicki sustav modelira promjenu (dinamiku) jedne ili viSe populacija ili
koli¢ina u kojima se promjena dogada deterministicki i u diskretnim vremenskim intervalima.
On pokazuje kako prenijeti situacije u realnom vremenu u matematicki jezik. Uz povecanje
kompjutorske moci te povecanog interesa za teoriju kaosa, diskretni dinamicki sustavi su se

pokazali kao vazno podrugje istrazivanja u matematici.’

Kroz ovo poglavlje promatrat éemo realnu funkciju :
f:R>R
S f" se oznatava n-ta iteracija od f, odnosno f” je kompozicija od n &lanova same f funkcije.

Tocka xp predstavlja sjeme orbite.

Uz neku fiksiranu vrijednost X, €R slijedi niz koji ¢ini orbitu (trajektoriju, putanju)

Xo S obzirom na f:

Xo, X1 = f (Xo), X2 = f (x1) = f (f (x0)) =f2(Xo),---, Xn =fn (Xo)

Dakle prema tome mozemo opcenito pisati:

Xn =fn (XO)-

Primjer 1.
Uzmimo funkciju: f (x) = x*+1 sa sjemenom funkcije x¢=0.
Tada dobivamo da orbita izgleda:

X0=O

X1=1

X2=2

X3=5

X4=26

Xn= velik
Xn+1=jako velik za velike n

Nastavljajuéi primjecujemo da orbita tezi u e ako n — oo,



U analogiji s ravnoteznim rjeSenjima sustava diferencijalnih jednadzbi stacionarne ili
fiksne tocke imaju srediSnju ulogu u diskretnim dinamickim sustavima. KaZiemo da je xg
stacionarna tocka za f ako je:

f(x0) = Xo
jer je tada orbita konstantan niz
X0, X1= X0, X2= X0...
te se mozZe redi da je to stacionarna orbita. Isto tako, periodne tocke perioda n, analogne su
zatvorenim orbitama diferencijalnih jednadzZbi. xo je periodan za f ako je f" (xo) = Xo za neki
n >0.

Kao i zatvorena orbita, periodna orbita se ponavlja:

XOlel . 'IXn'llXOI . 'IXn'llXO'

Orbite perioda n nazivaju se n - ciklusom. Periodna tocka xo ima minimalni period n ako je n

najmaniji prirodni broj za koji vrijedi da f" (xo) = Xo.>

Primjer 2.

Funkcija f(x) = x> ima stacionarne to¢ke u x=0, 1.

Funkcija g(x) = -x° ima stacionarnu to¢ku u 0 i periodnu to¢ku perioda 2 u x = 1 jer je g(1)=-1
ag(-1)=1tako daje gz(il) =1,

1. . v - .
ima periodnu tocku 3. reda ili 3-ciklus sa xg=0, x;=1, x,=2, x3=

f et
(2-x)(3x

Funkcija h(x) =

x0=0...(Slika 1).

Orbite jednodimenzionalnog diskretnog sustava moZzemo prikazati vizualno
grafickom iteracijom.
Graficku iteraciju radimo tako da u koordinatnom sustavu nacrtamo krivulju

y = flx)
te pravac y=x na istom grafu. Na graf ucrtavamo orbitu nekog sjemena xo tako da po¢nemo
povlacenjem vertikalne linije od pravca u pocetnoj tocki (xg, xo) do krivulje u tocki
(xo, flxo))=(x0, X1)

Od tocke (xp, x1) povla¢imo horizontalnu liniju do pravca y=x tj. do tocke (x;, x;). Tako od
sjemena xpdolazimo do slijedeée tocke x; na trajektoriji. Postupak ponavljamo sa x, iz (xz, X;)

vertikalno do (x;, x,) te potom horizontalno do (x,, x»). Nastavljajuéi dolazimo do niza parova



linija koje zavrSavaju u tocki (x, x,) na pravcu (Slika 1. i Slika 2.). Pomoéu ove metode

vizualizacije moZemo dobiti informacije o ponasanju sustava kojeg promatramo.3

Slika 1. Graficka iteracija prikazuje da orbita sjemena x, tezi u fiksnu toc¢ku zo kad

iteriramof—ju.3



y=g(x) y=x
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Slika 2. Graficka iteracija prikazuje da orbita sjemena x, pod g(x)

lezi na 3-ciklusu, tj. da je periodna.?

2.1. Fiksne ili stacionarne tocke

Kao kod ravnoteznih tocki diferencijalnih jednadzbi, postoji razliCiti tipovi fiksnih tocki

za diskretni dinamicki sustav. Pretpostavimo da je xo fiksna tocka za f. Kazemo za xq da je

ponor ili privlacna fiksna tocka ako postoji okolina U za xo u R, koja ima svojstva da ako yp €

U,tada f'(yo) € U za sve n i 3tovise, f"(yo) — xo kako n—o. Sli¢no, xq je izvor ili odbijajuca

fiksna tocka ako sve orbite (izuzev xp) napuste U kad iteriramo f-ju. Fiksna tocka je neutralna

ili indiferentna ako nije ni odbijajuca ni privlaéna.3

Teorem

Neka funkcija ima fiksnu tocku u xq

(i) ako je |f' (xo) |< 1 tada je xp ponor ;
(ii) ako je |f' (xo) | >1 tada je xg izvor ;

(iii) ako je f' (xo) = =1 nemamo informaciju o tipu fiksne tocke.



Dokaz
(i) ako se pretpostavi |f' (xo) | = v < 1iuzme neki k za koji vrijedi v < k <1, moZe se nac¢i 6 >0
takav da |f ' (x) | < k za sve x u intervalu | = [xp — 6, xo + 6 ]. Uz x € | imamo (prema

Lagrangeovu teoremu srednje vrijednosti):
)= _fO=FGD _

za neki c izmedu x i xo. Odatle imamo
|70x)-x0 | = flx)-f(xo) | <k |x—=Xol
iz ¢ega slijedi da je f (x) bliza xo nego x, odnosno f(x) € I. Primjenom ovog rezultata ponovno

dolazimo do slijededeg izraza:
|f(f(x))-%o| = | (x)-Xo| <k |f (x)=Xo| <K |x=xo].
Ako ponavljamo postupak n puta mozemo opcéenito napisati:
If" (x) = xol <K" |x=Xol,
takoda f" (x) — xpu l, uz 0 < k < 1. Drugim rije¢ima, ako je x, ponor, svaka iteracija u okolini
te tocke vodi u xo (slika 3).
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Slika 3. Graficka iteracija funkcije f(x) = =- x%ima

"
r

fiksnu tocku u 0 s tim da je f'(0) = 1/2<1 i tu je O ponor.



(ii) slicno prethodnome, s razlikom da se radi o izvoru, odnosno odbijajucoj fiksnoj tocki, Sto
se moze objasniti da tocke u okolini izvora xp, bjeZze iz I. Na slici 4 vidimo graficku iteraciju s

fiksnom to¢kom koja je izvor.?
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Slika 4. Grafi¢ka iteracija funkcije f(x) = 2x — x*ima

fiksnu tocku u 0 stimdaje f'(0) =2>1ituje Oizvor.

(iii) Svaka od ovih funkcija

f) = x+

glx) =x—x

h(x) = x + x*;
ima fiksnu tocku u 0, s time da je f ' (0) = 1. No, tek grafickom iteracijom moZemo vidjeti kako
se ove funkcije razlikuju, $to se moZze vidjeti na slikama 5, 6 i 7. Pa tako je u f(x) tocka 0 izvor;
g(x) u 0 ima ponor; h(x) nema nijedno, jer je 0 priviacna tocka s jedne strane i odbijajuca s

druge strane.
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Slika 5. Grafi¢ka iteracija funkcije g(x) = x — x> .2

Slika 6. Grafitka iteracija funkcije f(x) = x + x> .2
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slika 7. Grafitka iteracija h(x) = x + x* koja ima i izvor i ponor.?

Dakle, mozemo zakljuciti da za neku funkciju f, periodna tocka x, perioda n je fiksna tocka od

f', te ju mozemo klasificirati

1) (o)< Lili [ ()" (x0) |> 1.7

kao ponor

izvor

ovisno o0 tome

imamo



3. DISKRETNI LOGISTICKI MODEL

Populacija je skupina jedinki iste vrste koje Zive na odredenom prostoru i u odredenom
vremenu, te koje aktivno izmjenjuju geneti¢ki materijal dajuci plodno potomstvo. To moze
biti skupina ljudi, Zivotinja, biljaka ili nekih drugih organizama. Ljudi odavno nastoje

modelirati rast populacije.4
Svi matematicki modeli rasta populacije mogu se podijeliti u diskretne i kontinuirane.

- Kontinuiran (neprekinut) je onaj sustav koji pokazuje “glatke” promjene kroz
vrijeme, tj. u proizvoljno malom vremenskom periodu dolazi do promjene
parametara (osim, naravno, u slucaju kada sustav miruje). Svi takvi sustavi su
opisani diferencijalnim jednadzbama, i intuitivno su najbliZi stvarnim uvjetima u

prirodi.

- Diskontinuiran (diskretan, isprekidan, skokovit) je onaj sustav kod kojeg nema
glatke promjene parametara jer se te promjene ne dogadaju stalno, nego u
diskretnim vremenskim intervalima. Ovakvi sustavi su ¢eS¢i u prirodi nego Sto bi
se to moglo pomisliti, posebice u bioloSkom svijetu, a opisuju se iteracijskim

jednadibama.2

Rast neke populacije moZe se opisati jednom od jednostavnijih nelinearnih diferencijalnih

jednadzbi 1. reda — logistickim modelom, koji predstavlja kontinuirani logisti¢ki model:

dx X
2 ax(1-=
a0 4D

gdje je t vrijeme, A koeficijent rasta populacije, a L oznacava nosivi kapacitet, odnosno
maksimalnu veli¢inu koju populacija moZe dosegnuti. Brzinu rasta populacije, dx/dt, mozemo
krace zapisati kao x'. Navedena nelinearna jednadzba ima dvije vrijednosti x za koje je brzina

x'=0, to su fiksne ili stacionarne tocke x=0i x= L.

Kod logistickog modela moguce je doéi do egzaktnog rjeSenja jednostavnim integriranjem
gore dane jednadzbe te dolazimo do:

10



X(t) = L

L Kt
1+ (m -1e

Ovaj model ¢esto se naziva i populacijski model. Najéesce se koristi za promatranje kretanja

ili rasta neke populacije, bilo Zivotinja, biljaka, ljudi i sl. Rast neke populacije promatra se u

zatvorenoj sredini s ograni¢enjem L koje predstavlja maksimalnu veli¢inu koju populacija

moze dostiéi. Populacija krenuvsi od neke male vrijednosti ubrzano raste, a onda u nekom

trenutku priblizavajuéi se nosivom kapacitetu prelazi u usporeni rast (slika 6.).

velicina populacije

0 vrijeme

Slika 6. Populacijska S krivulja.6

maksimalni kapacitet

podruéje
usporenog
rasta

podrucje s

ubrzanog tncka.

sta maksimalnog

rasta
.

Uzorak prikupljen iz prirodne populacije nije kontinuirana funkcija vremena. Stoga se za opis

rasta populacije koristi diskretni logisticki model. Promotrimo populaciju ¢iji se sudionici

zbrajaju svake godine ili u nekom drugom definiranom vremenu. Gustoéa populacije na kraju

godine n oznacena je s x, (dok je xo pocetna vrijednost populacije). Ako pretpostavimo da ne

moze doci do prenapucenosti populacije, rast takve populacije mozemo opisati modelom

eksponencijalnog rasta:

Xn+l = ﬂ’xn

11



za neku konstantu rasta A > 0 (ako je A < 0 populcija alternira sto nije realno). To zapravo
znaci da je populacija u sljedecoj godini proporcionalna populaciji u promatranoj godini sa

stalnim koeficijentom proporcionalnosti. Prema tome imamo:
X, = AX,

X, = X, = X,

X, = AX, = X,

Na temelju toga moze se zakljuciti da vrijedi X, = A"X,. Ovo je dakle primjer diferencijske

jednadzbe 1. reda u kojoj se vrijednost x, odreduje iz vrijednosti x,;. Ovaj eksponencijalni
model rasta je bez ogranicenja. Vidimo da do neogranicenog rasta, eksplozije populacije,
dolazi kada je stopa rasta A > 1, a do neogranicenog pada populacije (populacija izumire) za 0
< A < 1. Za vrijednost A = 1 populacija ostaje nepromijenjena. U realnim uvjetima zbog
prirodnih ogranicenja (npr. ako se promatra populacija nekih Zivotinjskih jedinki, ogranicenje
moze biti nedostanak hrane, napad grabeiljivaca ili neki drugi prirodni faktor) populacija
raste dok ne dode do neke kriticne to¢ke nakon koje pada i tako u krug, $to je, zapravo,
uobicajeni Zivotni ciklus. Upravo zbog priblizavanja realnim sustavima koristi se diskretni
logisticki model, koji je vrlo slican kontinuiranom, s razlikom da se u diskretnom uvijek
promatra samo jedna generacija u vremenu. Populacijski model moie se predoditi

diskretnim logistickim modelom oblika:
X = ﬂ’xn (1_ Xn)

Clan x, je gustoéa populacije, (1-x,) je ogranitavajuéi faktor, koji sprecava nezgodne
posljedice koje ima eksponencijalni model. Kada je x, malen, (1-x,) je blizu 1, i obratno, kada
je x, velik, (1-x,) je malen. Na taj nacin njihov umnozak nikada ne ide u krajnosti. Bioloski
gledano, to znaci da je gustoéa populacije jedne godine proporcionalna gustoéi populacije
prosle godine (x,), raspolozivoj hrani, zivotnom prostoru i ostalim Zivotnim uvjetima (1-x,).
Posljedica toga je da se x, u bilo kojoj iteraciji uvijek zadrzava u intervalu, /, [0,1]. Kontrolni

parametar A odabire se u intervalu [0,4]. Kretanje pocetne populacije, xo, moZe se predvidjeti

12



jednostavnim iteriranjem kvadratne funkcije fi (x) = A x (1 - x) , odnosno logistickim

preslikavanjem.3

Tada imamo slijedece:

XO

X, =X, (L—%,) = F,(X%,)

X, = ﬂ’xl(l_ Xl) = fA (Xl) = fgz(xo)

Mijenjanjem pocetnih uvjeta (xp i A) mogude je pratiti dugorocno ponasanje sustava kao Sto
je prikazano u nekoliko sljedecih primjera. Za navedene primjere uzet je pocetni parametar
Xo = 0.4. Promatrano je ponasanje funkcije za razli¢ite vrijednost parametra A unutar zadanog

intervala /=10, 1].

Primjer 1. Za 0 < A < 1 populacija umire za svaki xy (neovisno o pocetnoj veli¢ini populacije).
Kao sto je kruZicima prikazano na slici 7., veli¢ina populacije se smanjuje s brojem generacija.
Krenuli smo od pocetne vrijednosti veli¢ine populacije xo = 0.4 i ta vrijednost se nakon
odredenog broja generacija reducira do vrijednosti 0. To je jasnije vidljivo na slici 8., gdje je
prikazana ovisnost veli¢ine populacije o broju generacija. Populacija se svakom sljede¢om

generacijom smanjuje dok ne postigne vrijednost 0 (privlac¢na fiksna tocka).

1 T T T T T T T T T
LOGISTICKO PRESLIKAVANJE

0.9 parametar a = 0.6 i
sjeme x0 = 0.4

0.8+ broj generacija N = 10 i

0.7 b
0.6 b
0.5 b
0.4 g b
0.3F :
0.2 :

& -

o1 T .

& -

e, S5e g

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Slika 7. Ponasanje sustava za A = 0.6. Privlaéna fiksna tocka je u 0.
13
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R > 3 4 5 6 7 8 9 10
Slika 8. Prikaz vrijednosti sustava za A = 0.6. Vrijednosti se smanjuju do 0.

A-1
Primjer 2. Za 1 < A < 2 sustav se stabilizira na vrijednosti T za svaki xg.

1 T T T T T T T
LOGISTICKO PRESLIKAVANJE

09r parametara = 1.9 i
sjeme x0=0.4
0.8r broj generacija N = 10 i

0.7

0.6

0.5r _ q

04

0.3r q

0.2

01r q

0 1 1 | 1 1 1 | |
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

A-1
Slika 9. Ponasanje sustava za A = 1.9. Privlacna fiksna tocka je 7



0.8+ 8
0.7+ 8
0.6F 8

0.5 7 1

04F = .

0.2+ 8

0.1r 8

A-1
Slika 10. Prikaz vrijednosti sustava za A = 1.9. Vrijednosti prvo rastu do N i nakon toga se

ne mijenjaju.

v - . - " A1
Primjer 3. Za 2 < A < 3 sustav u pocetku oscilira, a zatim se stabilizira na vrijednosti T

1 T T T T T T T
LOGISTICKO PRESLIKAVANJE

0.9r parametara = 2.8 4
sjeme x0=04
0.8r broj generacijaN = 25 8

0.7} o
0.6 -
0.5 -
0.4f -
0.3} -
02 / |

01p 1

D | 1 | | 1 1 | | 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Slika 11. PonasSanje sustava za A = 2.8. Privlacna fiksna tocka je
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Slika 12. Prikaz vrijednosti sustava za A = 2.8. Vrijednosti prvo osciliraju, a zatim se

Primjer 4. Za 3 < A < 3.45 sustav nakon stabilizacije oscilira oko dvije vrijednosti (oscilira s

periodom 2).

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

e . o A-1
stabiliziraju na vrijednosti o

LOGISTICKO PRESLIKAVANJE
= parametara = 3.3 :
sjieme x0 =04 -
- broj generaciiaN =50—"_| [~ e
\\
i \ |
,
- i
/ \
/ \
/ \

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09

1

Slika 13. Ponasanje sustava za A = 3.3. Oscilacija sustava s periodom 2.
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Slika 14. Prikaz vrijednosti sustava za A = 3.3. Nakon stabilizacije sustav oscilira s periodom 2.

Primjer 5. Za 3.45 < A < 3.54 sustav nakon stabilizacije oscilira oko 4 vrijednosti.
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Slika 15. Ponasanje sustava za A = 3.52. Oscilacija sustava s periodom 4.
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Slika 16. Prikaz vrijednosti sustava za A = 3.52. Nakon stabilizacije sustav oscilira s periodom

4.

Primjer 6. Za 3.54 < A < 3.57 sustav oscilira izmedu 8, 16, 32 itd. vrijednosti.

Slika 17. Ponasanje sustava za A = 3.55. Sustav oscilira izmedu 8 vrijednosti.
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Slika 18. Prikaz vrijednosti sustava za A = 3.55. Vrijednosti osciliraju izmedu 8 vrijednosti.

Daljnjim poveéanjem bioti¢ckog potencijala, odnosno parametra A period titranja se
udvostrucava, tj. pojavljuju se atraktori perioda 8, 16, 32 itd. Medutim, u jednom trenutku
nastaje kaos, tj. nepredvidivo ponasanje sustava koji je detaljnije obraden u sljede¢em

poglavlju.

4. KAOTICAN SUSTAV

Rije¢ kaos grckog je podrijetla i oznac¢ava nered, metez, zbrku, nesto nepredvidivo i posve
slu¢ajno. Determinizam oznacdava nesto predvidivo, postojanje nekog odnosa koji je tocno
odreden uzro¢no-posljediénim vezama. Teorija kaosa opisuje ponasanje nekog nelinearnog

dinami¢kog sustava koji pod odredenim uvjetima izvodi fenomen poznat kao kaos.”

Po definiciji, teorija deterministickog kaosa je kvalitativno prouéavanje nestabilnog
neperiodnog ponasanja u deterministickim nelinearnim dinamickim sustavima. Nestabilno
ponasanje je ono kod kojeg je za prijelaz izmedu periodnog i neperiodnog, pa ¢ak i izmedu
vrsta neperiodnog ponasanja, potrebna vrlo mala promjena u sustavu. To ukljucuje i vrlo

znacajnu osjetljivu ovisnost o pocetnim uvjetima. Neperiodno ponasSanje oznacava da
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nijedna varijabla sustava ne prolazi kroz periodne promjene svojstvenih vrijednosti, tj. da se
niti jedno stanje sustava ne ponavlja u potpunosti. Ovdje je potrebno spomenuti da kaoticni
sustavi nisu u svim moguéim stanjima kaoticni, ve¢ da, osim pravilnosti u kaosu, postoje i
potpuno pravilna, periodna stanja, u kojima ne vlada kaos. Dakle, definicija ne kaZe da teorija
kaosa proucava samo kaoti¢na stanja dinamickih sustava, nego sva stanja sustava koji mogu

u odredenim uvjetima biti kaoti¢ni.?

Karakteristike kaoti¢nog sustava su:

- osjetljivost na pocetne uvjete, tzv. efekt leptira (butterfly effect)
- sustav ée s vremenom popuniti sav dostupan prostor (trajektorije sustava iscrtaju sav
dostupan prostor i nikad se ne ponavljaju);

- periodne orbite sustava su jako guste (nema prevelikih odstupanja od prethodne putanje).

Bitno je da se takvi sustavi uvijek vraéaju, priviate nekim stabilnim vrijednostima. Krenuvsi
od pocetnih uvjeta, izracun u kaosu se nastavlja postupkom iteracije. To znaci da rezultate
koje dobijemo uvrStavanjem pocetnih vrijednosti u izraz jesu ulazni podaci za novi krug
proracuna tog istog izraza (npr. x:=f(xo), x2=f(x1), x3=f(x;) itd.). Kada vrijednosti koje
dobivamo racunom teZze nekoj vrijednosti (broju, tocki, krivulji...), kazemo da smo dobili
atraktor periode. Atraktor moze biti tocka, krivulja, ploha... Ponekad te vrijednosti teze
prema vise razlicitih vrijednosti pa govorimo o atraktorima visih perioda. Moze se dogoditi i
to da atraktor nema nikakvu periodnost, da se izrauni ne priblizavaju nekoj odredenoj
vrijednosti, veé su naizgled nasumice razbacani u prostoru i nemaju definirani jasan oblik.

Tada govorimo o kaoti¢nom ili cudnom atraktoru.’
Opazamo da bez obzira na pocetne uvjete sustav uvijek zavrsi u jednom od dva stabilna

stanja: populacija ili prezivi ili izumre. Ako dopustimo da biotic¢ki potencijal, odnosno

parametar A naraste iznad 3,57 stvari se uvelike mijenjaju jer nastupa kaos."
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U A = 3,57 je pocetak kaoticnog ponasanja. Za vrlo male promjene pocetne populacije

vremenom dolazi do znacajnih promjena. Daljnjim povedanjem parametra A sustav postaje

sve kaoti¢niji.?
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Slika 19. Ponasanje sustava za A = 3,76 se ne moze predvidjeti, sustav se ponasa kaotic¢no.
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Slika 20. Prikaz vrijednosti veli¢ine populacije za broj generacija za zadani parametar A =
3,76. Vrijednosti su nasumicne i kaoti¢ne.
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U podrucju A > 3,57 ponasanje sustava je kaoti¢no, ali postoje neka podrucja stabilnosti.
Jedno takvo podruéje pocinje u A=1 ++/8 (oko 3,84). U tom podru¢ju funkcija oscilira izmedu

3,6, 12, itd. vrijednosti.?
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Slika 21. Ponasanje sustava za A = 3,84. Sustav oscilira izmedu 3 vrijednosti.
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Slika 22. Prikaz vrijednosti sustava za A = 3,84. Nakon stabilizacije vrijednosti osciliraju u 3
tocke.
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Za A > 4 vrijednosti funkcije za sve pocetne xg ne nalaze se u intervalu [0,1].
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Slika 23. Ponasanje sustava za A = 4,2. Vrijednosti funkcije izlaze iz intervala [0,1] te se ne
vide na grafu.
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Slika 23. Prikaz vrijednosti sustava za A = 4,2. Vrijednosti nisu u intervalu [0,1] te se ne vide.
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Moguce je provjeriti dinamiku sustava za sve vrijednosti A, uz bilo koju odabranu pocetnu
vrijednost, kao i proizvoljan broj iteracija. Sustav opisan dinamickim logistickim modelom
prolazi kroz sve faze koje dinamicki sustav moze manifestirati. Pocinje sa stabilnim fiksnim
to¢kama, zavrSava u kaosu, kojeg obiljezavaju velika osjetljivost na pocetne uvjete i

nemoguénost predvidanja vremenskih nizova.’

5. ZAKLJUCAK

Kaos se javlja kada je neki sustav vrlo osjetljiv na pocetna stanja. Simulirajuc¢i obrasce
vremenskih prilika, Edward Lorenz (fizi¢ar), uocio je jo$ 1960. godine, da vrlo male, neznatne,
promjene pocetnih uvjeta dovode do potpuno razlicitih rezultata. Ovaj pojam poznat je pod
nazivom 'leptirov ucinak'. Matematicki model kojim je opisao takvo ponaSanje temelj je
teorije kaosa. Dakle, tek nezamjetnom promjenom pocetnih parametara, u nekom vremenu
doslo bi do potpuno nepredvidivih promjena ekstremnih razmjera (eksponencijalni rast
razlika). Pojam deterministicki kaos uveden je, jer je dinamika sustava u buduénosti u
potpunosti odredena (determinirana) pocetnim uvjetima, bez ikakvih sluc¢ajnih elemenata.

No, deterministi¢ka priroda ovih sustava im ne omogucava predvidanje njihova ponaganja.*

Kaos je ne samo teorija ve¢ i metoda, ne samo skup uvjerenja ve¢ i nacin provodenja
znanosti. Posebno znacenje teorije kaosa je u njezinoj interdisciplinarnosti. Svojom
univerzalnos¢u kaos prozima raznorodne discipline i polja ljudskog djelovanja: od dinamike
fluida i prognoze vremena, preko anatomije, proucavanja srcanih aritmija, biljnih i
Zivotinjskih populacija, sve do fluktuacija cijena dionica na burzama. Teorija kaosa otvorila je
nove filozofske vidike, tjeraju¢i nas na preispitivanje stavova o determinizmu zbivanja,
odnosu znanstvenih i religijskih spoznaja, o evoluciji i slobodi volje, drustvenim i politi¢kim
revolucijama, te ulozi pojedinca u povijesti. Cesto naoko nevaine ¢injenice iz jednog
podruéja predstavljaju klju¢ rjeSenja u nekom drugom podruéju. Kaos nam daje jedan novi
pogled na svijet koji nas okruzuje. Medutim iz te iste teorije proizlazi i kona¢no ogranicenje
nase spoznaje. Naime, Sto god ucinili i kako god preciznim ucinimo nasa racunala, ona ¢e
uvijek biti ogranicena odredenom memorijom. Na taj nacin pocetni uvjeti nikada nece biti
apsolutno to€no uneseni, a time niti zbivanja biti predvidiva. Uvijek ée postojati mjesto za

kaos. Iz toga proizlazi da ¢e buduénost zauvijek ostati skrivena i nepredvidiva. Ona ¢e uvijek
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nepoznata Cekati dolazeée generacije da je otkrivaju i svojom teZznjom napretku i novim

znanstvenim spoznajama ucine boljom no §to je to ona sada.
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