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Vjezbe iz Matematike 1.

13. Linearna aproksimacija
funkcije, kvadratna aproksimacija.
Taylorov red.

Zadatak 1 Koristeci linearnu aproksimaciju izra¢unajte priblizno:

1) v/3.99

2) V/8.02

3) V64.03 + /64.03
4) log, 16.02.

Rjesenje: U rjeSenju koristimo formulu
f(xo + Ax) = f(xo) + Az - f'(0).
1) Ovdje je f(z) = /z, 2o = 4, Ax = —0.01. Stoga je f'(r) = 2—\1/5, pa je
flzo) = V4 =2, f'(z0) = # = 1, pa imamo

1
VB A2 0012 =9 1
3.99 0.01- W

2) Analogno kao u prethodnom zadatku, uz f(z) = ¥z, o = 8, Az = 0.02.
3) Definiramo f(z) = v/z + &x. Raunamo f(64.03). Premo gornjoj formuli
je
f(64.03) =~ f(64) + 0.03 - f/(64.03).

Ocito je f(64) = /64 + v/64 = 8 + 4 = 12. Dalje,

/ _ 1 1y, 1 . 1 —z 1 1
Jl@) = (@) = gut 4 g = g m
pa je
1 1 1 1
pFed =4 L L, 1

Kona¢no imamo

3 1 1
4.03) = 12 — =124+ — - — =124 —.
J(64.03) ~ 12+ 0.03- 12 + 100 12 + 400



4) Ovdje je f(z) = logy x, xg = 16, Az = 0.02, pa je f'(z) = ﬁ -log, x te
kona¢no
1

1 1 1
log416.02~log416+0.02~n—-10g416f2+f — 272+m.

In4 50 In4

Zadatak 2 Napisite jednadzbu tangente na graf funkcije f u zadanoj tocki
(2o, f(w0)), ako je:

Skicirajte u istom koordinatnom sustavu graf funkcije i graf tangente za 1).

Rjesenje: Formula za tangentu na graf funkcije f u tocki (xo, f(x0)) glasi
y — f(z0) = f'(x0) - (x — o).

S obzirom da za zadanu tocku z( treba jo§ samo izracunati f(xo) i f'(x0), a te
smo racune obavili ve¢ u prethodnom zadatku, pa rjeSsavanje ide lako:

) y—2=3z-4)=y=1z+1
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2) y—2=34@-8)=y=THar+3
N y-12=L(z-64)=>y=2Lr+ 2

) y—-2=:2@-16)=>y=Zr+2- 3%
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Zadatak 3 Interpretirajte rjeSenja zadatka 1 u terminima jednadzbi za tangente
dobivenima u zadatku 2!

Rjesenje: Vrijednosti dobivene za linearnu aproksimaciju u zadanim to¢kama
tofno su jednake vrijednostima na tangenti koje odgovaraju tim tockama. Na
primjer, u prvom zadatku, podzatak 1), trazili smo pribliznu vrijednost broja
v/3.99, dobivena vrijednost bila je 4 — ﬁ. No, ako u jednadzbu tangente na
graf funkcije f(z) = /2 u tocki xy = 4 uvrstimo = = 3.99, dobivamo

1 1 1 1 1
y,4.3_99+174(4 0.01)+1=2 4010()*2 100°
i to je upravo vrijednost dobivena u prvom zadatku.

Zaklju¢ujemo da pribliznu vrijednost funkcije u nekoj tocki koja je "blizu"
tocke u kojoj znamo tangentu na graf funkcije mozemo dobiti kao y—vrijednost
tangente u toj tocki.

Provjerite za ostale podzadatke prvog zadatka da dobivate na ovaj nacin iste
vrijednosti koje ste dobili i tamo!

Formulu za linearnu aproksimaciju stoga mozemo shvatiti kao formulu

f(x) = g1(z),
gdje je
g1(x) = f(xo0) + f'(w0) - (x — @0).

Ovdje formulom izri¢emo istu onu tvrdnju koju smo rije¢ima iskazali na kraju
prethodnog zadatka; pritom g ozncava funkciju ¢iji je graf to¢no tangenta na
graf funkcije f u tocki xy. Naravno, shvac¢amo da gornja priblizna jednakost
vrijedi za tocke x koje se nalaze "dovoljno blizu" tocki xg u kojoj smo rac¢unali
tangentu na graf funkcije f.

Nije tesko vidjeti da ¢e kvadratna aproksimacija vrijednosti funkcije f u
tocki z blizu tocke z biti dana sljedecom formulom:

f(@) = ga(z0),
gdje je
92() = Fao) + /(o) (x — 0) + 5 " (o) & — 70)".
Moze se pokazati da "dovoljno dobre" funkcije u nekoj okolini tocke xq
moZemo aproksimirati polinomom proizvoljnog stupnja n (dakle, da ¢emo moéi

izrac¢unati pribliznu vrijednost funkcije f u svakoj tocki x koja je u nekoj okolini
tocke xq):



Pritom smo definirali da je
nl=1.-2-3.---(n—1)-n.

Sada vidimo da, ako definiramo da je 0! =11 f(©) = f, imamo da je

k) (p
on@) =3 LT gy
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Zadatak 4 Koristenjem kvadratne aproksimacije rijesite 1) i 2) u prvom za-
datku. Usporedite dobivena rjeSenja s onima iz prvog zadatka i nacrtajte u
istom koordinatnom sustavu funkciju, tangentu i kvadratnu aproksimaciju za

prvi podzadatak.
Rjesenje:

Koristimo formulu f(z) &~ f(zo)+ f'(z0)(z — o) + 3 f"'(x0) (z — z9)?. Pritom
smo za konkretne zadatke ve¢ izracunali f(zq) i f'(zo), pa preostaje jo§ samo

izraCunati f”(zo).

1) Imamo da je f'(z) = 7= = ix 3, pa je

1 1 3 1
1 - = -y = __ =
f (.’E) - 2 ( 2)$ 2 4\/.%73
Stoga je
1 1
" 4 —— - _
1 imamo
1 1 1 1 1 1
VA %2_77 7__72._7 :2—7_
3-99 100 4+2 ( 100) ( 32)

400 640000

Vidimo da je ovaj rezultat zapravo sli¢an rezulatatu u prvom zadatku. To
je posljedica ¢injenice da g, ima isti "pocetak" kao i g; (provjerite!), pa
¢e i rezultat kvadratne aproksimacije u nekoj tocki izgledati kao rezultat
linearne aproksimacije u toj tocki, uz dodatak vrijednosti kvadratnog ¢lana
" (zo) (@ — x9)%. Kako je x — zo jako mala vrijednost (u pravilu po
apsolutnoj vrijednosti manja od 1, ovdje —0.01), to ¢e njen kvadrat biti
jos manji od nje same, §to direktno povlaci da ¢e doprinos kvadratnog
¢lana biti jo§ manji nego onaj linearnog. Mozemo to shvatiti kao ¢injenicu
da kvadratna aproksimacija jo§ "malo popravlja" linearnu aproksimaciju,

ovdje za — 555 = —0-0000015625.

Kako glasi funkcija kvadratne aproksimacije? Imamo

1
=92 — — [ (U _4 — e — —
g2(x) +4(x )+2 ( 32)(33 ) 3% + -z +
2) Znamo da je f'(z) = %x—% (= ") = 3\%@ = 1—12), pa je
1 2 5 2
" -3
f(z) = 3 (—g)x 8= N



i stoga je

2 2 1
" e S
178 = 9:/85 9-32 144"
Sada imamo
3 1 5 1 1 1
V802~2+002-——-002° — =... =24+ — — ————.
+ 12 144 + 600 360000

Za kraj evo sliku koja za prvi podzatak u istom koordinatnom sustavu
prikazuje funkciju f(z) = /z, te linearnu i kvadratnu aproksimaciju:
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Ako sada "dozvolimo" da g, (z) ima beskona¢no mnogo ¢lanova, dolazimo
do goo(z), kojeg obitno oznatavamo s T'(x) i zovemo Taylorov red funkcije f u
tocki zg:
ol f(k)(l‘o)
T(x) = Z T(m — xo)*.
k=0
Pritom vrijedi

flx) =T(x),

tj. vrijednost funkcije i vrijednost Taylorovog reda se podudaraju za sve x iz
neke okoline (tzv. podruc¢ja konvergencije reda) tocke zg. To je i logi¢no, jer
aproksimacijama polinomima sve veéeg i veceg stupnja dobivamo vrijednost sve
blizu i blizu stvarnoj vrijednosti funkcije f, pa u limesu, tj. beskonac¢nosti i
postizemo tu stvarnu vrijednost.

Sada ¢emo racunati Taylorov red za neke elementarne funkcije u zadanoj
tocki - kazemo da smo zadanu funkciju f "razvili" u Taylorov red u toj tocki.
Najcesce se funkcija razvija u Taylorov red u okolini nule (kada je to moguce).

Zadatak 5 Izracunajte Taylorov red sljedeéih funkcija u zadanoj tocki:

1) fla)=¢€",20=0



2) fla)=a% 20=0

3) f(x) =Inz, zg = 1 (zasto f ne razvijamo u Taylorov red u okolini nule?)

4) f(z) =log,z, zo =1

5) f(x)=sinz, g =0

6) f(x)=cosz, zg=0

7) flx) =g, 0=

8) f(z) =115, 20=0

9) f(x):p%x,ﬁo:o
10) f(z) = ﬁ, 29 =0
11) f(z) = Tlﬂ, 20 =0
12) f(x) =2cos?x, 29 = 0.

Rjesenje:

Ako je 29 = 0, onda formula za T'(x) poprima nesto jednostavniji izgled:

> f(k)
k=0

Vidimo da jedini ¢lan kojeg treba racunati jest izraz za opcu (k-tu) derivaciju
funkcije f, a potom je evaluirati u zadanoj tocki xg.
1) Znamo da je prva derivacija funkcije f(z) = e® opet ona sama, pa je takva

i druga, treca i sve ostale derivacije. Stoga je opéenito f(*)(z) = €, pa je
F9(0) =€® =1, paje

T(x) = Z
k=0

2) Ratunamo prvih nekoliko derivacija funkcije f(x) = a®:

k

k_ o~ T _ I 5,134 L &
T —;E—l—}—x—kix —|—6x +...+H:z: + ...

W‘)—A

!

f(x) = Ina-a”
() = Ina-lna-a® =h’a-a®
f"(z) = In*a-a®,

pa zaklju¢ujemo da je
f®(z)=In"a-a®.
Stoga je
F®0)=m"a-a® =" aq,

§to uvrStavanjem u izraz za Taylorov red funkcije u nuli daje

k
In"a 4

> Infa Ina n

T(z) = A =1l+4+Ina-xz+ 5 2244+ X
k=0 ’

Vidimo da je Taylorov red za funkciju f(x) = e* poseban sluc¢aj Taylorovog
reda za funkciju f(z) = a” koji se dobiva uvritavanjem a = e.



3) Najprije odgovorimo na pitanje za$to ne razvijamo f(z) = lnz u nuli -
razlog je taj §to logaritamska funkcija u nuli nije niti definirana, pa nema
smisla raditi razvoj te funkcije u red u toj tocki.

Sada ra¢unamo, kao i gore, nekoliko prvih derivacija zadane funkcije:

o) = 2=a
) = 1
i) = (1) (),

pa je opcenito

) = (1) (=2) oo (= (k= 1)) -7,

gdje produkt (—1)-(=2) ... (—=(k — 1)) moZemo shvatiti kao produkt
k —1puta —1s (k—1)l. Stoga je

O @) = (1) (k= 11t

pa je
F) = (~)F 1 (k= 1) 18 = (—D)F (k- 1))

Primijetimo da ova formula vrijedi za sve k veée od nule, dok za k = 0
imamo f()(z) = f(x) = Inz, sto daje f(1) = In1 = 0. No, to znadi
da prvi ¢lan Taylorovog reda isezava. Stoga ¢emo red pisati kao sumu
kod koje indeks sumacije pocinje s 1, a ne s 0, kao §to je uobicajeno.
Uvrstavanjem u izraz za Taylorov red funkcije f u z¢o = 1 izraz za op¢u
derivaciju zadane funkcije u tocki o = 1 imamo

X (_1\k—1, _

2 "
- S -
D ) = A
k=1
_ x—1—%(x_1)2+é(x_1)3+...+%(m_uu...

4) Dobije se slican red kao pod 3), samo uz dodatni faktor - sli¢no kao §to se
2) odnosi prema 1)

5) Ra¢unamo prvih nekoliko derivacija:

f'(z) cos T

f'(x) = —sinz
f"(x) = —cosz
f(z) sinz = f(z)



Vidimo dakle da je cetvrta derivacija jednaka pocetnoj funkciji, peta
derivacija je jednaka prvoj derivaciji, Sesta drugoj, sedma trec¢oj itd. Opcéen-
ito, mozemo dati ovakvo pravilo:

(x) = sinz

fERHD () = cosx

FERF2) () —sinz

FERE3) () —cos,

gdje je k e NU{0}. Zato je

fU0) = sin0=0
FERFD() = cosO=1
FUERE2) () —sin0=0
FERFD0) = —cos0=—1,

pa vidimo da je za sve parne derivacije vrijednost u nuli jednaka nula,
dok za neparne derivacije vrijednost u nuli alterira izmedu 1 i —1. Nije
odmah jasno kako treba izgledati Taylorov red, pa ¢emo napisati samo
prvih nekoliko ¢lanova tog reda:

To znaci da se u redu pojavljuju samo neparne potencije od z. Kako
sumaciju radimo obi¢no po svim potencijama od z, a ne samo neparn-
ima, uvest ¢emo takvu ovisnost potencije od = o indeksu sumacije koja ¢e
generirati samo neparne potencije. O¢ito moZzemo pisati

e DR e
T(x)_k;(%ﬂ)!x h

jer ovaj red generira to¢no onaj kojeg smo prvih nekoliko ¢lanova ispisali
(provjerite samil!). Stoga je ovaj red trazeni Taylorov red funkcije f(x) =
sinz u nuli.

Zadatak se rjeSava analogno 5), s tim da se sada u Taylorovom redu po-
javljuju samo parne potencije od x (provjerite!).

Zadatak je slican zadatku 3), jer je % = (Inz)’, pa ¢e opcenito k—ta
derivacija funkcije f(x) = % biti jednaka (k + 1)-oj derivaciji logaritamske
funkcije s bazom e (uvjerite se u ovaj argument direktnim rac¢unom!):

(@) = (Ina) ¥ (2) = (=D)F - k-2,

e fEA) = (=1)F k1R = (—1)F R
Stoga je
@) = YR -
k=0 ’
= Y (D) (@-1)F =



8) Kao i prije, ratunamo prvih nekoliko derivacija zadane funkcije i potom
zakljucujemo kako glasi izraz za opcéu derivaciju:

fa) = =0

F@) = () (a) () = (1 (1) = (L)

@) = (-2 (1-a) P () = (12 (1) =2 (1)
@) = 2 (-3 (1) (<)) = ()28 (-2 =3 ()

pa vidimo da je opéenito
fF@) = k- (1 —az)” ¢+

i stoga
fF0) = k- 17k = ki

Uvrstavanjem u opé¢u formulu za Taylorov red dobivamo
o0
El

—x
|
P k!

[eS)
= E gjk =
k=0

= l4a+22+23+.. . +2+...

T(z) =

Napomenimo da ovu formulu nacelno mozemo izvesti iz formule za geometri-
jski red: oznacimo
S=1+z+a?+2°+...

Pomnozimo ovu jednakost s x oduzmimo tako dobivenu jednakost od
gornje. Dobivamo:

S = l4azt+a>+2°+...
xS = T4z a3+ ...
=
S—z8 =1
1-2)s =1
1
5 = 1—2’
pa imamo
(%) L:1+x+x2+x3+...,
1—=x
§to je jednako
f(z) =T(x).

Poznavajuéi ¢injenicu da geometrijski red konvergira za —1 < z < 1 (8to
znadi da jednakost (*) vrijedi samo za brojeve iz tog intervala), imamo i
odgovor na pitanje koje je podrucje konvergencije dobivenog Taylorovog
reda: < —1,1 >.



9) Mozemo se posluziti trikom:

1 1

@)= % = oy

pa je Taylorov red ove funkcije u biti jednak Taylorovom redu funkcije iz
prethodnog podzdatka, s tim da je sada argument tog reda —x:

T) = Y (-a) =

k=0
= l—z422 -3+ .  +(-DF 2" +...

Stoga je 1 podrucje konvergencije isto, jer red konvergira (i u tom podru¢ju
je f(z) = T(x)) za —1 < —x < 1, §to je ekvivalentno —1 < z < 1, tj.
intervalu < —1,1 >.

Ovaj smo rezultat mogli dobiti i direktno, ra¢unajuéi prvih nekoliko derivacija

funkcije f, pronalazeéi formulu za opc¢u derivaciju funkcije f, uvrsStavajuci
u tu formulu zop = 0 i potom taj izraz uvrStavajuéi u opéu formulu za
Taylorov red. Provjerite!

10) Sli¢no kao u 9), mozemo se referirati na 8), pa ¢e biti

Tx) = Y @)=

k=0

k=0
= x2+x4+...+m2k+...

Koje je ovdje podrucje konvergencije? Koristite nejednakost za konvergen-
ciju reda 8), tj. nejednakost —1 < & < 1, koju sada zapiSite kao |z| < 1.
Uvrstavanjem 22 umjesto = u tu nejednakost dobivamo novu nejednakost
Cije rjesenje predstavlja interval podruéja konvergencije.

Ako ra¢unamo Taylorov red na uobi¢ajeni nacin doé¢i ¢éemo do problema
ve¢ pri ra¢unanju prvih nekoliko derivacija (provjerite!). Zato ¢emo morati
pribjeéi rastavu na parcijalne razlomke, tj. napisat ¢emo

1 1,1 1
).

1—x2_§(1—x+1+:c

Sada ¢e Taylorov red zadane funkcije T'(x) biti linearna kombinacija Tay-

lorovih redova Ty () i To(z) funkcija g1 = 12— i ga(z) = H%:

() = SO a1k =
k=0 k=0

10



11)

12)

100

= 32 (Dt ) =
k=0
1

= 5(1+1+$—$+l‘2—$2+.133—.133—|—...):
1

= 5(24—2x2+23;4+...):
1 .~ &

k=0

- T

k=0

pa vidimo da dobivamo isti rezultat kao gore.

Sli¢no kao prethodni podzadatak - Taylorov red ¢e biti jednak Taylorovom
redu prethodnog podzadatka u kojeg smo umjesto 22 uvrstili —z? (zasto?).

Koristimo formulu
2cos?z = 1+ cos (27).

Kako je Taylorov red Ti.s(z) kosinusa dan s (provjerite, tj. rijesite 6))

to Taylorov red funkcije g(z) = cos(2z) dobivamo tako da u Tcos(x)
uvrstimo argument 2z, pa je on jednak

= (- 1)k =, (—4)"
2 (2k)! (@) =3 (2k)! o

k=0

Kona¢no za Taylorov red T'(x) zadane funkcije imamo

% (_g\k
T(z)=1+ Z ((2:;| z%k,
k=0
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