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Poglavlje 1

Funkcije

Neka su X i Y dva neprazna skupa. Ako je po nekom pravilu, oznafimo ga sa
f, svakom elementu x iz X pridruZen to¢no jedan element y iz Y, kazemo da je
na skupu X zadana funkcija f sa vrijednostima u Y. To simboli¢ki ozna¢avamo
sa f: X —Y.

Skup X nazivamo podrucje definicije ili domena funkcije f, a skup Y podrucje
vrijednosti ili kodomena of f. Vrijednost z zovemo ponekad varijabla. Ako je
kodomena funkcije f podskup skupa realnih brojeva R, kazemo da je f realna
funkcija.

Neka je zadana funkcija f : X — Y. Podskup skupa Y,

FX) ={yly = f(x), zeX}

zove se slika funkcije f.

Graf realne funkcije realne varijable f : X — R je skup tocaka ravnine
Ly ={(z, f(zx)) =2 € X}.

Zadatak 1 ILzracunajte f(—1), £(0), f(1), f(3) i f(5) ako je f(x) = 2° — 32% +
2z — 5.

Rjesenje: Redom uvrStavamo zadane vrijednosti na mjesto varijable z u
pravilu pa imamo:

i) f(=1)=(=1)®*=3(-1)2+2(-1)=5=—1-3—-2—-5=—11
i) f(0)=0>-3-02+2-0—-5=-5
iii) f(1)=13-3-124+2-1-5=1-3+2-5=-5
Zadatak 2 Neka je f(x) =2z + 3. Odredite:
(a) f(=2), f(1) i f(}),
(b) f(a®),



(c) f*(a),
(d) f(1) = f(=1) i fa® +1) = f2(a+1).
Rjesenge:
(b) f(a?) =24 +3
(¢) f*(a) = (2a +3)?
Zadatak 3 Odredite f(0), f(—=1) i 7 f(%) ako je f(z) = 7=

Funkcije oblika f(x) = ax + b nazivamo linearne funkcije. Njihov je graf pravac
Yy =ax +b.

Zadatak 4 Odredite linearnu funkciju f(x) = ax + b i nacrtajte njen graf ako
je

(a) f(=2) =104 f(1) = =5,
(b) f(=3) =31 f(b) =0.

Rjesenge:
(a) f(=2)=10 = a(-2)+b=10, f(1)=5 = a+b=5

Dakle, rjeSavamo sustav —2a+b = 10, a+b = 5 §to daje a = —%, b= 23—0

pa je trazena funkcija f(z) = —g:v + 23—0.



Zadatak 5 Odredite kvadratnu funkciju f(x) = ax® + bx? + cx + d ako je:

(a) F(~1) = ~1,f(3) = =3 i J(6) = 12,
(b) F(—V3) = —4,f(2) = 5 i f(2V2) = -T.

Zadatak 6 Neka je dano pridruZivanje:
| 2z, x€]0,1]
@) { 3z, 1,2].
Da li je f funkcija?

Rjesenje: Dano pridruzivanje nije funkcija jer po pravilu za interval [0, 1]
imamo f(1) = 2 a po pravilu za interval [1, 2] slijedi da je f(1) = 3 §to znaci da
su broju 1 pridruzene dvije razli¢ite vrijednosti.

Zadatak 7 Izracunajte f(x + 1) ako je f(z —1) = 22

Rjesenje: Problem je §to umjesto f(z) imamo zadano f(x—1). Zato radimo
supstituciju t =2 —1 = z =t + 1 pa dobivamo f(t) = (¢t + 1)? iz Cega slijedi
daje f(x+1)=(x+1+1)? = (z +2)%

Funkcije mogu imati razli¢ita svojstva. Za funkciju f : X — Y kaZemo
da je injekcija ako za bilo koja dva elementa x1,zo € X iz 7 # xo slijedi
f(z1) # f(x2) ili, ekvivalentno tome, ako iz f(x1) = f(z2) slijedi 1 = x2. Ako
je f(X) =Y, tj. ako za svako y € Y postoji z € X tako da je f(z) = y, kaZemo
da je f surjekcija. Za funkciju koja je istovremeno i surjekcija i injekcija, kazemo
da je bijekcija.

Zadatak 8 Provjerite injektivnost slijedeéih funkcija f : R — R :

(a) flx)=3, (b)) flx)=22+1, () f(x)=3a"+1,  (d) f(x)=2a’.

Rjesenge:
(a) Ova funkcija o¢ito nije injektivna jer je f(x) = 3 za svako & pa mozemo
npr. uzeti 1 =1, z2 = 2 i imamo f(x;) = f(x2) iako je 1 # 2.
(b) Koristit ¢emo drugi kriterij injektivnosti da pokazemo da je ova linearna
funkcija injektivna. Zelimo da iz f(z1) = f(z2) slijedi 1 = 2. Imamo

flx1) = f(z2) =201 +1=220+1 = 221 =222 = 21 =29

pa je to injektivna funkcija. Opéenito vrijedi da su linearne funkcije in-
jektivne.

(c) Kako je (—z)? = 22 lako éemo naéi primjer koji pokazuje da kvadratna
funkcija f(z) = 322 + 1 nije injektivna. Uzmemo x; = 1i 25 = —1 pa
imamo f(1) =3-12+ 1 =41i s druge strane f(-1) =3-(-1)?+1 = 4.
Jer je 1 # —1 pokazali smo da funkcija nije injektivna.



Injektivnost funkcije se ponekad moze postici restrikcijom domene.

Zadatak 9 Restringirajte domenu slijedeéi funkcija f : R — R tako da one
postanu injektivne:

(0) fl)=2* — (b) fl@)=le+1], (c) f(z)=snz
Rjesenge:

(a) Ovdje moZemo uzeti npr. samo pozitive z-eve odnosno domenu sa R
restringirati na Ry = { # > 0 |z € R }. Sada imamo:

flar) = fzg) = ai=23 = || = |e2] =21 =22
jer su x i @ pozitivni pa |z1| = z1 1 |za| = x9.

Zadatak 10 Neka je f(x) = 22 + 1. Odredite Y tako da f : R — Y bude
surjekcija.

Rjesenje: Ako je f: R — Y surjekcija onda za svako y € Y mora postojati
r € R takav da je f(z) = y. To znadi da je y = 22 + 1. Jer je 2> > 0
za svako = € R slijedi da je y = 2?2 + 1 > 1. Prema tome, ako definiramo
Y = [1,+00) imamo surjektivnost jer u tom slucaju za dani y odgovarajuéi x

ima oblik /y — 1.



Surjektivnost i injektivnost se lako mogu vidjeti iz grafa funkcije:

(i) injektivnost: povlacimo pravce paralelene s z-osi, tj. pravce oblika y = b.
Ako graf funkcije presijetemo s nekim takvim pravcem u vise od jedne
tocke to znadi da funkcija nije injektivna. Naime, te tocke presjeka imaju
koordinate (x1,b) i (x2,b) gdje je x1 # xo. Jer leZe na grafu slijedi da je
f(z1) = f(z2) = b (vidi sliku 2.)
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(ii) surjektivnost: ponovno povla¢imo pravce paralelne s z-osi tj, one oblika
y = bzaneko b. Ako nademo b takav da je b u kodomeni Y zadane funkcije
f, ali pravac y = b ne sijeCe graf te funkcije, to znac¢i da dana funkcija
f : X — Y nije surjektivna. Naime, za taj b € Y nema odgovarajuceg
x € X takvog da f(x) = b jer bi inace pravac y = b sijekao graf u tocki
(z, f(x)) = (z,b). (vidi sliku 3.)
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Zadatak 11 Provjerite graficki injektivnost i surjektivnost slijedeéih funkcija
f:R—R:

(a) flx)=2"+3, (b)) fl@)=la+1, () fl@)=2+3
Rjesenge:

(a) Gledamo da li moZzemo naéi pravac oblika y = b koji bi sjekao nas graf u
barem dvije tocke, uzmemo npr. y = 5 i vidimo da funkcija nije injektivna.
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Sada trazimo y = b takav da ne sijece graf niti u jednoj tocki, to je npr
y =1 pa f nije ni surjektivna.
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Neka su zadane dvije funkcije, f: X — Y ig:Y] — Z uz uvjet Y C Y3.
Funkcija koja svakom elementu = € X pridruzuje element g(f(x)) € Z zove se
kompozicija funkcija f i g i oznacava sa g o f. Dakle, po definiciji je

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Neka je sada f : X — Y bijekcija. Onda za svaki element y € f(z) postoji
jedinstveni z € X takav da je y = f(z). To nam omoguéuje da definiramo novu
funkciju, f~!. Funkcija f~! : f(X) — X koja svakom elementu y € f(X)
pridruzuje z € X sa svojstvom da f(z) = y zove se inverzna funkcija polazne
funkcije f. Primjetimo da vrijedi:

TroN@ =7 (f@) =2 i (fofH=ff"W) =y

pa je
flof=idx i  fof '=idy.

Zadatak 12 Neka je f(z) = 2® — x. Odredite:
(a) fof, (b)) (fe(fof))(=1).
Zadatak 13

(i) Neka je f(z) =2 +2, g(x) =3 — 2. Da li vrijedi fog = go f? Za koje
x € R vrijedi (f 0 9)(x) = (9.0 )(2)?

(ii) Neka je f(x) = x + 2, g(z) = 1 — /x i h(z) = 2% + 3. Provjerite:
ho(gof)=(hog)of.

Navedena tvrdnja, ho (go f) = (hog) o f, vrijedi za sve funkcije f, g i h za
koje su te kompozicije dobro definirane, tj. operacija kompozicije ima svojstvo
asocijativnosti.

Zadatak 14 Za funkciju f(x) izracunagte inverznu funkciju ako je

(a) f(z) =

(b) f(z) =log3,
(¢) fla)=V1-a3,
(d) f(x) = (5+3)

Rjesenge:

(a) Prvo trebamo odrediti podrué¢je na kojem je zadana funkcija bijektivna.
Imamo z? — 1 > —1 pa ¢emo kodomenu ograni¢iti na [—1,+00). Ako
domenu ograni¢imo na z > 0 imamo i injektivnost: 22 —1 =23 -1 =
2 =23 = x1 = 29 jer |z| = x ako z > 0. Stoga promatramo
f:]0,400) — [—1,400) i tu se inverz dobiva na slijedeéi na¢in: stavimo
y=a2>-1 = y+1=22 = 2=y 1paje fy) =+y— 1. Toje,

zbog ogranicenja kodomene na [—1, 00| dobro definirano (vidi sliku).



(b) Domena ove funkcije je > 0 zbog svojstava logaritma. Iz istih razloga
je kodomena ¢itav R. Injektivnost imamo na citavoj domeni jer log 3+ =

log 2 = 1008 3 = 10l T = G =% = 1 = T2. Znadi, imat ¢emo
f~' R — (0,400) i nalazimo je na sljedeci nacin: y =log % = 10¥ =
1082 = 10Y = £ pa 2-10Y = z i kona¢no f~!(y) =2 10Y.

Graf inverzne funkcije dobijemo tako da preslikmo graf pocetne funkcije oko
pravca y = .

Zadatak 15 Nacrtajte graf inverzne funkcije ako je pocetna funkcija zadana s:
(a) f(z)=a?
(b) f(z) =—z+1
(c) fla) =a* — 1
Rjesenge:

(a) Funkcija f(z) = 22 bijektivna je ako joj npr. ograni¢imo domenu na x > 0
a kodomenu na y > 0. Tu je inverz dan sa f~'(y) = \/¥:




(b) Linearne funkcije su sve bijektivne pa mozemo odmah traZiti inverz:
y=-r+1 = y—1=—-2 =2 =—y+11idobivamo f~!(y) = -y + 1.
Zaklju¢ujemo da je graf inverzne funkcije istovjetan grafu pocetne funkcije:
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Funkciju f(z) definiranu u simetri¢nom podruéju —I < z <[ (ovdjel € RU
+00) nazivamo parnom ako je f(—z) = f(x) i neparnom ako je f(—z) = —f(x)
za svako z iz domene od f.

Zadatak 16

Odredite parnost ili neparnost slijedeéih funkcija:

(a) f(x) =a?—a*,
(b) f(x) =sin(cosz),
(c) f(x)=vV1+az+22—V1—z+22
(d) f(x)=log %2,

(e) flo) = i,

(f) f(z) =log(z + v1+ z2).
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Rjesenje:

(a) Jednostavno uvrsstavamo —z umjesto z i imamo:

Sto pokazuje da je funkcija parna.

(b) f(—x) = sin(cos(—x)) = sin(cosz) = f(z)
i vidimo da je f parna funkcija jer je cos paran.

(©) f(=2) = TF )+ (2P — VI= () + (2P = Vi-a+a? -
Vitz+2Z=—(—V1-z+22+V1+az+22)=—f(z)

pa je f neparna funkcija.

Parnost ili nepranost se isto moze is¢itati iz grafa funkcije; graf parne funkcije
je simetrican s obzirom na os y, a graf neparne dobijemo tako da nacrtamo

funkciju na podruéju = > 0, preslikamo dobiveno prvo oko osi y pa onda oko osi
x (vidi sliku)

Zadatak 17 Odredite pomocéu grafa parnost ili neparnost slijedeéih funkcija
(a) f(z)=a*+1
(b) f(z) =2
(c) f(z) =sinx
Rjesenje:

(a) Graf je ocito simetri¢an s obzirom na os y (vidi sliku) pa zaklju¢ujemo da
je funkcija parna.
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(b) Graf funkcije f(z) = 23 :
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Iz slike je jasno da dio grafa za © < 0 moZemo dobiti tako da graf za x > 0
preslikamo oko osi y pa zatim oko osi x. Stoga je to neparna funkcija.
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