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Izvedbeni program iz Matematike 2.
(za sve studije)

Lekcije

1. Neodredjeni integral i metode racunanja.

2. Problem povrsine - odredjeni integral. Leibnitz-Newtonova formula.
3. Metode racunanja odredjenog integrala. Nepravi integral.

4. Primjena odredjenog integrala u geometriji.

5. Primjena odredjenog integrala u prirodnim znanostima.

6. Pojam funkcije dviju varijabla, grafa i parcijalnih derivacija.
7. Linearna i kvadratna aproksimacija funkcije vise varijabla.
8. Lokalni ekstremi funkcije vise varijabla.

9. Visestruki integrali - uzastopno integriranje.

10. Primjena visestrukog integrala.

11. Pojam obicne diferencijalne jednadzbe, integralne krivulje i pocetnih
uvjeta.

12. Primjena obi¢nih diferencijalnih jednadzba. Cauchyev problem.

13. Metode rjesavanja nekih obi¢nih diferencijalnih jednadzba 1. i 2.
reda.

14. Pojam parcijalne diferencijalne jednadzbe, rjesenja i pocetnih i rubnih
uvjeta.

15. Primjena parcijalnih diferencijalnih jednadzba.



Lekcije iz Matematike 2.

1. Neodredjeni integral 1 metode
rac¢unanja.

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se razmatra nedredjeni integral funkcije - pojam koji je inverzan
pojmu derivacije funkcije. Naziv dolazi od toga $to neodredjeni integral funkcije
nije jedna funkcija (dakle nije jednozna¢no odredjen), ve¢ skup funkcija - med-
jusobno povezanih.

Takodjer, navodi se tablica integrala nekih vaznih elementarnih funkcija i ob-
jasnjavaju osnovne metode odredjivanja integrala.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem

U matematici samoj, napose pri matematickoj obradi inzenjerskih problema,
jedan od najvaznijih pojmova jest pojam inverzne operacije: oduzimanje je in-
verzno zbrajanju (i zasniva se na pojmu suprotnih brojeva, napose negativnih
koji su suprotni pozitivnim), sli¢no je s mnoZenjem i dijeljenjem, s pojmom
funkcije i njoj inverzne funkcije; ako matricu shvatimo kao preslikavanje pros-
tora, onda se inverzno preslikavanje ostvaruje preko inverzne matrice itd.
Pojam neodredjenog integrala (ili, jednostavno, integrala) inverzan je, na neki
nadin, pojmu derivacije. Deriviranje se moze shvatiti kao operacija koja svakoj
funkciji pridruzuje derivaciju funkcije; integriranje je inverzna operacija.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati:
1. Pojam derivacije funkcije i osnovna svojstva derivacije (kao operacije).
2. Osnovne elementarne funkcije (potencije i korijene, eksponencijalne i logarita-
mske, trigonometrijske i arkus funkcije), narocito tablicu derivacija tih funkcija.

3. Oznaku % za derivacuju funkcije f; dakle

) = T

§to je diferencijalni zapis derivacije funkcije, kao omjer diferencijala funkcije
df (z) (tradicionalno - beskona¢no malog prirasta funkcije) i diferencijala ar-
gumenta dz (beskonano malog prirasta argumenta), koje se zasniva na relaciji:
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Derivacija kao omjer diferencijala ¢esto se pise kao
df (z) = f'(x)dx

i ta jednakost ima precizno matematicko znacenje koje tu ne tumacimo.
IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima
Definicija neodredjenog integrala funkcije

Razmotrimo sljedeéi problem:
Treba odrediti funkciju F tako da bude F'(z) = 2z

Problem ¢emo rjesiti pogadjanjem koje se temelji na znanju derivacija
potencija, odnosno na ¢injenici da je (z%)’ = 2z i na ¢injenici da se dodavanjem

konstante derivacija ne mijenja:
() =(2*+1) =@*-3) =...=22

opéenito, (22 + C)' = 2x za svaku konstantu C (sl.1.).
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Matematicki se ovaj problem i njegovo rjeSenje zapisuje kao

/2xdmzz2+c



Kazemo da je skup funkcija 22 + C neodredjeni integral funkcije 2z.

Opcenito,¢injenicu F’(x) = f(x) zapisujemo kao:

/f(:n)dac =F(z)+C

(Citamo: integral ef od iks de iks je veliko ef od iks). Oznaka dx ima i strogo
matematicko znacenje, ulogu te oznake upoznat ¢emo poslije.

Izraz F(x) 4+ C znagi skup funkcija {F(z) + C}, medjutim, zbog jednostavnosti,
viticaste zagrade izostavljamo.

Kazemo da je skup funkcija F'(z) 4+ C neodredjeni integral funkcije f.
Takodjer, kazemo da je svaka od gornjih funkcija F(x)+C primitivna funkcija
funkcije f.

Uoc¢imo da deriviranje i integriranje nisu bukvalno inverzne operacije, veé
da se mogu shvatiti kao takve. Naime:
Ako podjemo od funkcije f pa integriramo, dobit ¢emo skup funkcija {F(x) +
C} = [ f(z)dx, pa ako bilo koju od tih funkcija deriviramo, vratit ¢emo se u f
(jer je (F(x) + C) = f(x)); krace:

( / f(@)dz) = f(x)

Medjutim, ako podjemo od funkcije F' pa je najprije deriviramo, potom rezultat
integriramo, dobit ¢emo skup funkcija {F(z) + C} (medju kojima je i funkcija
F, koju dobijemo za C' = 0):

/ F'(2)ds = {F(z) + C}

Primjer 1. Kako je (Inz) = 1, vidimo da je [ 1dz =Inz + C' i to vrijedi
za v > 0.
Takodjer, kako je (In(—z))' = L - (—=1) = 1, vidimo da je [ 1dz =In(—z)+C
i to vrijedi za = < 0.
Ove dvije derivacije mogu se zapisati kao (In|z|)’ = 1 (s1.2). Zato se ova dva
integrala mogu napisati kao jedan:

/ldx:1n|x|+C
x

(smisao je da bilo koju konstantu mozemo dodati za = > 0 i bilo koju za x < 0).
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Tablica znacéajnih integrala - treba znati napamet

"l

S 1 2|

Tablica integrala zasniva se na tablici derivacija i na definiciji neodredjenog

integrala:
[ f(z)dx = F(z) 4+ C znadi da je F' = f

1. (i) [a"dx = fi: + C jer je (z"t1) = (n 4+ 1)a™

- to vrijedi za sve realne eksponente, osim n = —1 a ne samo za prirodne.

(i) [z~ 'dz =In|z|+ C, tj. [Lidz =In|z|+ C jer je (In|z|) = 1

2. (i) [ cosazdx = sinxz + C jer je (sinz)’ = cosz

(ii) [sinadr = —cosz + C' jer je(cosz) = —sinx
(i) [ ﬁ(z)dx = tgx + C jer je (tgz) = Cosl%
(iv) [ ﬁdz = —ctgz + C jer je (ctgz)’ = — 75—

3.() [ \/1%7(1:16 = Arcsina + C jer je (Aresinx) = 11_962
(ii) [ H%da: = Arctgz + C jer je (Arctgz) = H%

4. (i) [e" ="+ C jer je (e*) = ¢
(ii) [a®dz = &= 4 C jer je (a*) = a” - Ina

Ina

5. (1) [ ooy = (e + Va? +1) + C jer je (In(z + Va2 +1)) =

V241
(ii) f\/% =1In(z + V22 — 1)+ C jer je (In(z + V22 — 1)) = \/;771

Napomene o oznakama:

1. Umjesto [ 1-dz obi¢no se piSe [ dz, dakle [dz =z + C jer je (z) = 1.

A



2. Katkad se, radi jednostavnosti, oznaka dz stavlja u brojnik. Na primjer
[ 55z dz pise kao [ 1%, [ Ldx kao [ 4 itd.

Svojstva neodredjenog integrala

Opca je Cinjenica da su svojstva operacije analogna svojstvima njima in-
verznih operacija i da se jedna izvode iz drugih. Tako je i s derivacijom i
integralom (bar djelomi¢no, jer oni nisu bukvalno inverzni). Neka od svojstava
smo presutno iskoristili kod izrade tablice integrala.

1.(i) Integral zbroja je zbroj integrala: [[f(z)+ g(z)|dz = [ f(z) +
[ 9(@),
jerje (f+9) =1 +¢
(ii) Integral razlike je razlika integrala: [[f(z) — g(z)|dz = [ f(z) — [ g(=),
jerje(f—g) =1 —¢

2. Konstanta koja mnoZi moZe se izvuéi ispred integrala [ \f(z)dx =
A f(z)de,
jer je (Af) = A(f)".

Postoje i svojstva integrala analogna formulama za derivaciju umnogka funkcija
i formuli za derivaciju slozene funkcije, ali to ¢emo obraditi kao metode racu-
nanja integrala.

Primjer 2. - primjena formula 1. i 2.
f(3cosx—|—4%—5x3—|—4)dx:3fcosxdx—|—2fd?"”—5fz3—|—4fdx:3sinx—|—
2In|z| = 5% — 4z +C

Tu smo za sve integrale, na kraju dodali jednu konstantu C'.
Nastavak svojstava neodredjenog integrala - metoda parcijalne in-

tegracije
Iz formule za derivaciju umnogka funkcija:

[f(@)g(2)] = f'(z)g(x) + f(z)g (x)
malim razmjeStanjem i integriranjem dobijemo
[ 1@ @iz = [lr@g@)ds - [ g@)f @ = )ata) - [ go)f @)z
Ako uvrstimo: dg(z) = ¢'(z)dz, odnosno, df(z) = f'(z)dx i ako, postujuci

tradiciju, piSemo v umjesto g i u umjesto f i ako ne stavljamo argument x onda
se to moze, krace (i malo nekorektno - ali lakse se pamti) zapisati kao:

/udv:uv—/vdu
Ta se formula zove formula za parcijalno integriranje.

Primjer 3. - primjena formule parcijalne integracije.
Treba izracunati [z coszdz. Tu mozemo staviti:



u=z, du=dx

dv = cosxdzx, v =sinz

pa je, prema formuli parcijalne integracije:

Jacosazdr =z -sinz — [sinzdr = xsinz — (—cosz) + C = xsinz + cosz + C
Provjera:

(xsinz +cosz +C) =1-sinz+ xcosx —sinx = x cos .

Nastavak svojstava neodredjenog integrala - zamjena (supstitucija)
varijable u neodredjeni integral.

Iz formule za derivaciju slozene funkcije

[Fg(®)) = F'lg(®)g' (t)

uvrStavanjem f := F’, g(t) = x i integriranjem, dobijemo:
[ fla®lg')dt = [[F(g(t)]'dt = F(g(t)) + C = F(z) + C = [ f(z)dz
.

[ @z = [ flatog rae

gdje je © = g(t). To je supstitucija u neodredjeni integral. Tu formulu
koristimo na dva nacina.

Prvi je da polazimo od desne strane, pa ako znademo izracunati lijevu, onda
znademo i desnu.

Drugi je da polazimo od lijeve i ako znademo izra¢unati desnu, onda éemo znati
i lijevu, uz uvjet da g ima inverznu funkciju, tj. da je t = g~!(x). Neki samo
ovu primjenu zovu supstitucija, mi ¢emo tako zvati i prvu i drugu.

Primjer 4. - primjena formule za supstituciju varijable u neodred-
jeni integral
(i) Treba izracunati [ cos(2z)dz. Tu je:

20 = t;
2dx = dt pa je, |
cos(2z)dr = [costZ = 1 [costdt = $ot + ¢ = mer)
2x)d d2t é d 312 t C (22 ) C
Provjera: (sin(22w) )/ — 2C052(21:) _ COS(21})

(i) j%ﬁ’l = [22 +1=t, 2zdx = di]

1

=f%=ft—% =2 4+C=2/t+C=2V/22 +1+C
Sto se lako provjeri.2

Primjer 5. - ra¢unanje integrala ako je brojnik derivacija nazivnika)
J28 = [g(z) = t; ¢'(x)dw = di]
=[Y=nt|+c=|f(z)|+C
To se lako provjeri i izravnim deriviranjem.
Na primjer:
(1) f xzzf_ldx =In(z?+1)+C
jer je brojnik derivacija nazivnika (naime (2% + 1)’ =2z) i 22 +1 > 0 za sve =,
pa ne treba apsolutna vrijednost).
(i) [ ctgadr = [ 2L =1In|sinz| + C.

sin &




Primjer 6. - kombinacija parcijalne integracije i supstutucije
[ Arcsinzdr = [u = Arcsinx du = \/1’17'%7; dv=dx, v=1x] =

1—22 =t —2wdr=dt] =

Aresinx - x — f x

1 :v2
rAresinxy — f \1[ dt2 =

rAresinx + 5 2/t + C = zAresinz + V1 — 22 + C.

U ovim smo primjerima stalno imali prvu primjenu formule za supstituciju,
tj- stavljali smo ¢ = h(z) i nigdje nam nije trebala inverzna funkcija . U
sljede¢em ¢emo primjeru imati pravu supstituciju tj. zamjenu xz = g(t) i tu ¢e
nam trebati t = g7 1(x).

Primjer 7. Izracunajmo /1 — x2dx.
Koristimo zamjenu: z = sint, dr = costdt za —5 < t <
Dobijemo:
V1 —22dz = /1 —sin’tcostdt = [Vcos?tcostdt = [cos®tdt (jer je u ovim
uvjetima cost > 0)
Sad iskoristimo relaciju:

™.

55 t = Arcsinz.

1+ cos2t

2
cos“t =
2

pa dobijemo:

f mdl’ _ f Wdt _ %+%dt+0 _ Arcéginz+2sin(Arcsinxicos(Arcsin:r) +
C = Arc;inz 4 I\/? +C.

Naime, cos(Arcsinz) = \/1 — sin?(Aresine) = V1 — z2.

Dakle [ V1 —a2dx = A’“Cg’i”“" + & 12_”‘2 + C, §to je lako provjeriti.

V. Pitanja i zadaci
1. Izracunajte:
(i) [ze "dx
(ii) [ ve~ % du
(iil) [ z?e®dx
(iv) [zsinzdx
(v) [Inazdz
(vi) [ Arctgzdx
(uputa: parcijalna integracija, jednom ili vige puta)
2. Neka Je a > 0. Izracunajte

(1) f a2+z2

(ii) [ m

(iif) [ \/m

() [V 2

Posebno izracunajte za a = V2
(

uputa: zamjena varijable: ax =t i tablica integrala).

3. Izracunajte:
(i) f i§+i dx
(ii) [ tgxdx
(

11) f :L’ln:vdx

=

,_.




(uputa: brojnik derivacija nazivnika ili rastavljanje razlomka).



Lekcije iz Matematike 2.

2. Primjena neodredjenog integrala
u inZenjerstvu - neke vazne
diferencijalne jednadzbe.

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se primjerima pokazuje vaznost nedredjenog integrala u primje-
nama:
1. Odredjuje se jednadzba radioaktivnog raspada.
2. Odredjuje se jednadzba hladjenja (odnosno zagrijavanja) tijela.
3. Odredjuje se jednadzba gibanja tijela po pravcu pri djelovanju konstantne
sile.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matemati¢ki problem

Vidjeli smo da se derivacijom teoretski opisuju i kontroliraju najvaznija

fizikalna svojstva: brzina promjene, rast, pad i prijelaz s jednog na drugi (lokalni
ekstremi) ubrzani i usporeni rast i pad, prijelaz s ubrzanje na usporenje i obratno
(tocke infleksije) itd. Medjutim, sve to ide uz uvjet da poznajemo pravilo
(funkciju) prema kojemu se proces odvija (polozaj tocke koja se giba po pravcu
u ovisnosti o vremenu, vrijednost jedne veli¢ine u procesu u ovisnosti o promjeni
druge veli¢ine itd.).
Nazalost, u stvarnosti, obi¢no ne poznajemo izravno jednadzbu (pravilo) prema
kojoj se neki proces odvija, a to nas najvise zanima. Cesée mozemo, toéno
ili priblizno, opisati brzinu kojom se proces odvija, silu koja uvjetuje gibanje i
sl. Vidjet ¢emo kako se tada, koriste¢i se integralom i pojmom diferencijalne
jednadzbe, moze barem nacelno rijesiti problem odredjivanja pravila odvijanja
procesa.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati:
1. Cinjenicu da ako su dvije veli¢ine x,y povezane relacijom y = f(z), onda se
brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine z opisuje derivacijom
f'(z) funkcije f po z, tj. s %; §to se se zapisuje kratko i kao 3’, odnosno g—g.
Krace:

. . d d
Brzina v(z) od y (s obzirom na z) = y/(z) = 3% = f'(z) = %
(tu su navedene razli¢ite oznake).
Takodjer, da se tada akceleracija promjene opisuje drugom derivacijom funkcije



f po z. Krace:

Akceleracija a(z) od y (s obzirom na z) = y” = % = f"(z) = diifx(f)

2. Pojam neodredjenog integrala i vrijednost nekih jednostavnih integrala.
3. Cinjenicu da je g—g ~ %

4. Cinjenicu da je akceleracija proporcionalna sili, a da je koeficijent pro-
porcionalnosti masa (jedan od Newtonovih zakona).

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam diferencijalne jednadZbe.
Veé smo vidjeli da se brzina (Cestice koja se giba po pravcu) dobije iz jednadzbe
gibanja deriviranjem (to se krace izrazava malo nepreciznom re¢enicom:
brzina je derivacija puta po vremenu).
Naime, tu se ne derivira funkcija koja opisuje prijedjeni put u vremenu, veé
funkcija koja opisuje poloZaj Cestice §to se giba.
Obratan je problem:
MoZemo li, barem teoretski, rekonstruirati gibanje Cestice (tj. polozaj
u svakom trenutku t), ako znademo brzinu (u svakom trenutku ¢)?
Odgovor je moZemo, pod uvjetom da znademo polozaj Cestice u nekom (jednom
konkretnom) trenutku ¢y. Naime, ozna¢imo:
1. y(t) - polozaj u trenutku ¢ Gestice koja se giba po y-osi (ako nema zabune,
piSemo samo y).
2. v(t) - brzina u trenutku ¢ te Cestice (ako nema zabune, piSemo v).
Tada je v(t) = y'(t), tj. v(t) = di’i—?) ili, krace: v =19/, tj. v = %
Dakle y(t) = [v(t)dt ili, krace y = [ vdt.
Kako znamo, rjesenje je skup primitivnih funkcija ovisnih o konstanti C, koju
¢emo znati odrediti budemo li znali polozaj u nekom trenutku ¢y, tj. vrijednost
y(to). Zakljucak:
Rekonstrukcija gibanja iz brzine:

y'(t) = v(t), y(to) = yo

Tu se y' = v zove diferencijalna jednadZba gibanja, a y(tg) = yo pocetni
uvjet.

Problem odredjivanja funkcije y(¢) ako su poznati v(t) i yo zove se Cauchy-ev
problem.

Analogan pristup vrijedi za svake dvije zavisne veli¢ine u nekom procesu.

Primjer 1. Rijesimo Cauchy-ev problem ¢ =2z : y(0) = 1:

y = [2zdr = 2>+ C. 1z y(0) = 1, dobijemo 1 = 0% + C, tj. C' = 1. RjeSenje
jey=a2+1.

Opis radioaktivnog raspada - diferencijalna jednadZba radioak-
tivnog raspada

Neka je:



1. t vrijeme

2. y(t) koli¢ina radioaktivne materije (na primjer (C' — 14)), u trenutku ¢

3. yo := y(0) koli¢ina radioaktivne materije u pocetku (za t = 0).

Problem opisa radioaktivnog raspada jest problem odredjivanja y(t) u ovisnosti
ot.

Ogranicit ¢emo se na raspad u izoliranim uvjetima. S problemom se upozna-
jemo pokusom; glavna je poteskoca (na primjer s teskim elementima kao §to
je C — 14), sto se vrlo sporo raspada pa je tesko do¢i do podataka u §irokoj
vremenskoj skali. Zato treba nac¢i metodu koja ¢e iz lokalnih rezultata dati
globalne.

Intuitivno je jasno da je y(¢) neka padajuca funkcija (sl.1.).

h.‘h

de
("r-lq lf.'l_lﬂ'lIB

o > A

1. korak - Eksperimentalno odredjivanje diferencijalne jednadZbe
raspada. Intuitivno je jasno, a potvrdjuje se pokusom, da je koli¢ina raspad-
nute materije, izmedju dvaju relativno bliskih mjerenja u vremenima t i t + At,
priblizno proporcionalna proteklom vremenu At i koli¢ini y(¢) materije u vre-
menu ¢t. Dakle, postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o vrsti radioaktivne
materije, a ne i o vremenu), tako da bude:

Ay ~ —ky(t)At
Naime, koli¢ina raspadnute materije je
y(t) —y(t + At) = —Ay
(predznak minus je jer se koli¢ina smanjuje). Sve se moZe zapisati i kao:

Ay
e
2. korak - Diferencijalna jednadZba raspada
Iz gornje priblizne jednadzbe naslu’cujemo diferencijalnu jednadzbu raspada
(skupa s poCetnim uvjetom):

ky

dy

— = —ky; y(0) =

= y; ¥(0) =yo
Odavde se moZe rekonstruirati jednadzba raspada ovako:
% = —kdt, pa je fiyy = [(—kdt), tj.



Iny = —kt + InC (tu smo iskoristili da je y(t) > 0 za sve t i konstantu smo,
napisali kao InC). Sad je:
y = elCh = elnCekt — Ce=kt 5 iz uvjeta y(0) = yo, dobijemo C' = yq.
Konacno, imamo:

y = yoe M
Sto mozemo zapisati i kao:

y(t) = y(0)e ™™

Da bismo raspad opisali do kraja potrebno je znati koeficijent k. Na primjer, za
(C'—14) je k = 1.244-10~* (priblizno, uz uvjet da se vrijeme mjeri u godinama)
(sl.2.).

'-Er'tﬂ ﬂ" 2:: r"h.n-uﬁ'-.'
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Primjer 2. - vrijeme poluZivota. Odredimo vrijeme poluZzivota radioak-
tivne materije, tj. vrijeme T za koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi
(posebice za (C' — 14)).

Treba biti y(t + T) = 1y(t). Uvrstavanjem se dobije:
y(0)e R+ = L1y(0)e ", tj. e Me T = Lekt tj. e F = 1 tj. —kT =
In1—1In2, tj.

In2

T=—=2
k

Vidimo da vrijeme poluZivota T ne ovisi o t ve¢ samo o k (tj. o vrsti materije).
Zato je T vazna karakteristika radioaktivne materije (sl.3.).

d




Za (C —14) je k = 1.244-10~* (priblizno), pa je T' = 5568 godina (priblizno,
uz uvjet da vrijeme mjerimo u godinama) (sl.4).

R
T = 5568 fecing

AR

Hladjenje - zagrijavanje tijela u sredini stalne temperature
Neka je:
1. ¢t - vrijeme.
2. S - stalna temperatura sredine.
3. y(t) - temperatura tijela smjeStena u sredinu.
4. yg - poCetna temperatura tijela.
Problem: Treba opisati mijenjanje temperature tijela ovisno o vremenu.
Intuitivno je jasno da c¢e se tijelo hladiti ako je yg > S, da ¢e se zagrijavati i
priblizavati temperaturi S ako je yg < S, te da ¢e zadrzavati stalnu temperaturu
ako je yo = S (sL.5.).

hfﬁ?mkkff
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Takodjer je intuitivno jasno, a potvrdjuje se pokusom (Newtonov zakon),
da je, u svakom trenutku, promjena temperature proporcionalna razlici izmedju
temperature tijela i sredine, takodjer da je proporcionalna proteklom vremenu
(za male vremenske pomake). Dakle, pokus pokazuje:

Ay(t) =~ —k[y(t) — S]At

za pozitivnu konstantu k (koja ovisi o materijalu); negativni predznak dolazi od
toga 8to se termperatura tijela smanjuje ako je y(t) — S > 0. Odatle dobijamo



diferencijalnu jednadZbu hladjenja - zagrijavanja.

dy
— =—k(y— 95
it (y—5)
Primjer 3. - opis mijenjanja temperature tijela u sredini stalne
temperature.
Treba rijesiti Cauchy-ev problem
dy
— =—k(y—9); y(0) =
i (y = 5); y(0) =wo
Nakon zamjene: z =y — S; dz = dy dolazimo do
d
== —kz 2(0) =y —

Sto znamo rijesiti (jer je sve kao kod radioaktivnog raspada). Dobijemo: z(t) =
(yO - S)e_kt; tJ
y(t) =S+ (yo — S)e ™™

Graficki prikaz je na sl. 6.

hladesj€
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Primjer 4. Tijelo se nalazi u sredini stalne temperature S = 18°C i ima u
prvom trenutku mjerenja (za t = 0) temperaturu od 35°C. Nakon sat vremena
izmjerena mu je temperatura od 27°C. Treba odrediti:

(i) konstantu hladjenja.

(i) temperaturu dva sata vremena prije nultog trenutka.

(iii) temperaturu za dva sata (nakon nultog trenutka).

(iv) vrijeme u kojem ¢ée tijelo poprimiti temperaturu od 21°C.
(v) vrijeme u kojem ¢ée tijelo poprimiti temperaturu sredine.

Gibanje po pravcu

Dogovor o brzini, akceleraciji i sili pri gibanju po koordinatnom
pravcu

Neka je:
1. y(t) - polozaj, tj. koordinata polozaja tijela (koje se giba po pravcu) u



trenutku t.

2. v(t) - brzina tijela u trenutku ¢.

3. a(t) - akceleracija (ubrzanje) tijela u trenutku ¢.

4. F(t) - sila koja djeluje na tijelo dok se nalazi u polozaju y(t); vrijedi
F(t) = mal(t), gdje je m masa tijela.

Tada je:

1. y(¢) je realan broj koji oznacuje polozaj, tj. udaljenost od ishodista koor-
dinatnog sustava na pravcu (to je broj |y(t)|) i usmjerenje, tj. ako je y(t) > 0
tijelo je na pozitivnom dijelu, a ako je y(t) < 0, ono je na negativnom dijelu
pravca.

2. v(t) je realan broj, ali ima znacenje vektora brzine (kako i treba, jer je brz-
ina vektor); iznos brzine u trenutku ¢ je |v(¢)|, ako je v(t) > 0, onda se u tom
trenutku tijelo giba u pozitivhom smjeru, a ako je v(t) < 0, onda se u tom
trenutku tijelo giba u negativnom smjeru osi y.

3. a(t) je realan broj, ali ima znalenje vektora akceleracije (kako i treba, jer
je akceleracija vektor); iznos akceleracije u trenutku ¢ je |a(t)|; ako je a(t) > 0,
onda je F(t) > 0, pa u tom trenutku sila djeluje u pozitivhom smjeru, a ako je
a(t) < 0, onda je F(t) < 0, pa u tom trenutku sila djeluje u pozitivhom smjeru
(sL.7.).
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Gibanje po pravcu pri djelovanju konstantne sile
Problem: Treba opisati gibanje na pravcu tijela na koji djeluje konstantna sila.
Da bi to ucinili treba uvesti (¢,y) koordinatni sustav ovako:
Neka je:
1. ¢ - vrijeme (koordinatnu os vremena moZzemo zamisljati horizontalnom).
2. os y - koordinatni pravac (moZzemo ga zamisljati vertikalnim - okomitim na
vremensku os, i pozitivno usmjerenim prema gore)
3. y(t) - polozaj u trnutku ¢ (tj. koordinata polozaja) tijela koje se giba po
koordinatnom pravcu y.
4. yo - pocetni polozaj tijela, tj. yo := y(0).
5. vg - brzina tijela u nultom trenutku, tj. vy := v(0).
6. —g - stalna akceleracija, tj. sila je stalna i usmjerena suprotno od usmjerenja



y osi i ima iznos g (to smo napravili tako da nas podsijeca na gibanje pod
utjecajem sile teze - vertikalni hitac) (sl.8.).
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Rjesenje problema - gibanje pod utjecajem stalne sile - vertikalni
hitac.
Znademo:
(i) v(t) =¥ (t), tj. v(t) = iiﬁ Posebno v(0) = 3/(0)
(i) a(t) = v'(1) = (' (D) = y"(0).
(iii) a(t) = —g, za svaki ¢ (Jer je sila, pa time i akceleracija, konstantna).
Sad postavljamo Cauchy-ev problem:

y" = —g; y(0) = yo; ¥'(0) =vo
Iz (y') = —g, dobijemo integriranjem
y'(t) = fgt + (4, a odavde, opet integriranjem:
y(t) = —97 + C1t + Cs, za neke konstante Cy, Cs.
Sad iz y'(0) = vg, dobijemo C; = vy, a iz y(0) = yo dobijemo Cs = yo. Kona¢no
imamo:
y(t) = — 5> + vot + yo, i
v(t) = —gt +vo
To je opis polozaja i brzine u svakom trenutku ¢ (ako ne dodje do promjene
uvjeta) (sl.9.).
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Fizikalno tumacenje rjeSenja. y(t) = —%t* + vot + yo.
Dio —%t2 je doprinos od djelovanja sile; vyt je doprinos od pocetne brzine, yo od
pocetnog polozaja. Na primjer, ako zamislimo da je rije¢ o vertikalnom hitcu
pod utjecajem gravitacije (koja je blizu povrsine zemlje konstantna) i ako zane-
marimo otpor, onda je:
(i) yo visina na kojoj je tijelo bilo u pocetku (i tu bi ostalo da nije pocetne
brzine i gravitacije).
(i) vot promjena polozaja tijela za vrijeme ¢, koje se giba stalnom brzinom vy
(to je pozitivno za vy > 0).
(iii) %tQ je put koji bi tijelo preslo pri slobodnom padu za vrijeme ¢ (ako prije
toga ne udari u zemlju); negativni je predznak jer se za tu vrijednost koordinata
polozaja smanjila.

V. Pitanja i zadaci

1. Odredite formulu radioaktivnog raspada u terminu vremena poluZivota.
In2

Uputa. U formulu stavite k = 7=.

2. Tijelo je bafeno u vis brzinom vy = 3m/s s pocetnog polozaja yo = 12m. Uz
pretpostavku da je g = 9.81m/s? i da nema otpora, odredite:

(i) jednadzbu gibanja tog tijela.

(ii) brzinu v(t) u svakom trenutku.

(iii) maksimalnu visinu i vrijeme kad se postize.

(iv) vrijeme za koje ce tijelo opet biti na pocetnoj visini i brzinu u to trenutku
(komentirajte).

(v) vrijeme pada tijela na povr§inu zemlje i brzinu u tom trenutku.

(vi) Odredite vremenske intervale ubrzanog i usporenog gibanja.

Uputa: Za (vi) koristite se kriterijem ubrzanog, odnosno usporenog gibanja

po pravcu: gibanje po pravcu je ubrzano u nekom trenutku ako, u tom



trenutku, brzina i akceleracija imaju isto usmjerenje, a usporeno, ako
su usmjerenja suprotna.

Taj se kriterij zasniva na definiciji ubrzanja: gibanje je ubrzano ako se iznos
brzine povecava.

Uocite, da, iako je ovdje akceleracija stalna (i negativna), tj. a(t) = —g za sve
t, postoji i ubrzano i usporeno gibanje.

3. Postavite Cauchy-ev problem vertikalnog hitca, ako je otpor u svakom
trenutku proporcionalan i suprotno usmjeren brzini.

10



Lekcije iz Matematike 2.

3. Problem povrsine - odredjeni
integral. Leibnitz-Newtonova
formula.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se objasnjava kako problem odredjivanja povrSine podskupova ravnine
vodi do pojma odredjenog integrala, te kako se, preko Leibnitz-Newtonove for-
mule, odredjeni integral ra¢una pomocu neodredjenog, tj. pomocu primitivne
funkcije.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem
Formule za povrsinu geometrijskih likova omedjenih duzinama pronadjene su u
dalekoj proslosti (u starogrckoj, indijskoj i arapskoj matematici). S likovima
omedjenim zakrivljenim crtama bilo je puno teze. Osim formule za povrsinu
kruga, malo toga je bilo poznato; Arhimed je uspijevao s povr§inama omed-
jenim dijelovima parabole, hiperbole ili elipse.
Pomoc¢u integrala mogu se, barem nacelno, odrediti povrsine podskupova rav-
nine, omedjene dijelovima grafova elementarnih funkcija (i opéenitije).
Vidjet ¢emo da se pomocu integrala rjeSavaju i mnogi drugi geopmetrijski prob-
lemi (problem obujma, duljine luka krivulje i sl.), te mnogi fizikalni problemi
(problem rada sile, tezista i sl.).

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam nedredjenog integrala i ra¢unanja nekih vaznih
neodredjenih integrala.
Takodjer je potrebno poznavanje pojma povrsine i ra¢unanja povrsine pravokut-
nika P = a - b i povrsine trapeza P = (HTC)” (sl.1).




IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Problem odredjivanja povrsine ispod grafa pozitivne funkcije.
Neka je f pozitivna funkcija na segmentu [a,b], tj. f(x) > 0 za sve x sa svo-
jstvom a < x < b.

Problem. Treba odrediti povr§inu omedjenu grafom funkcije f, osi x i ver-
tikalnim pravcima z =a i x =0 (sl.2).

4

AP .2

Taj se problem krace zove problem odredjivanja povrs$ine ispod grafa
funkcije.
Tradicionalno, oznaka za povrsinu ispod grafa funkcije f, za « od a do b, oz-

nacava se kao .
[t

i Cita: integral od a do be ef od x de x. Taj se izraz zove i odredjeni integral
funkcije f na segmentu [a, b]. Brojevi a,b zovu se granice integrala, f je pod-
integralna funkcija, o je donja, a b je gornja granica.

Vezu s neodredjenim integralom i uporabu ove oznake vidjet ¢emo uskoro.

Ovaj se problem moze vrlo precizno matematicki postaviti i vrlo precizno ri-
jesiti. Mi ¢emo izbjeéi strogo matematicko izlaganje i prikloniti se geometrijskoj
intuiciji. Napomenimo da nas prvenstveno zanimaju elementarne funkcije, iako
se ova problematika moze razmatrati za puno 8ire klase funkcija.

Funkcija povrsine ispod grafa pozitivne funkcije.
Prirodno je razmotriti funkciju povrsine P(z) za a < z < b, definiranu kao:
P(z) := povrsina ispod grafa od a do z (sl.3.).
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Vidimo dva oéita svojstva:
1. P(a)=0.
2. P(b) = P = ukupna povrsina (koju trazimo).

Primjer 1. Odredimo funkciju P(z) ako je f(z) :=xia=11b=5 (sl.4.).
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Vidimo da je:
P(z) = Povrsina trapeza, s osnovicama z i 1, i visinom z — 1.
Zato je:
P(x) = Uz = £,
Vrijedi: P(1) = 01 P(5) = 12 = P. Uoé&imo: kako z ide od 1 do 5,

funkcija povrsine P(z) raste od 0 do 12.

Diferencijal povrsine - dP(x)
Na sl.5 vidimo da za prirast povi§ine AP(z) := P(x + Ax) — P(z) vrijedi:

AP(z) = f(z) - Az

&=y
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Odatle naslu¢ujemo:
dP(z) = f(z)dx

§to je formula za diferencijal povrSine, a mozemo je shvatiti kao diferencijalnu
vezu izmedju funkcije f i njoj pripadajuce funkcije povrSine. Ta se veza moze
zapisati i kao:
dpP .

) = f(@), 4. kao P'(2) = f(x),
Sto znaci da je P(x) primitivna funkcija funkcije f.

Uporaba izraza integral i oznake [ tradicionalna je. Oznaka [ je iskrivl-
jenje oznake za sumu Y, a suma se odnosi na zamisljanje da se zbrajanjem
beskona¢no mnogo doprinosa f(z)dz dok se x mijenja ($to dolazi od zbrajanja
povrsina f(x)Az 1 moZe se strogo matematicki opisati pomocu limesa).

Kraée mozemo zamisljati:
Zbroj doprinosa f(z)dx za x od a do b prelazi u fab f(z)dz.

Primjer 2. - provjera na primjeru da je P'(z) = f(z). U Primjeru 1.
imali smo: f(z) =21 P(x) = % Vidimo da je P'(z) = [@]’ =2 3=

f(z). .



Leibnitz-Newtonova formula (za pozitivne funkcije).
Neka je F' bilo koja primitivna funkcija funkcije f (tj. takva da je F' = f).
Tada je:
P(x) = F(x) + C, gdje je C neka konstanta (to je zato §to je i P(x) primitivna
funkcija funkcije f).
Sad je lako odrediti povr§inu P u terminima funkcije F:
P =P()=Pb)—0=Pb)— Pla) =[F(b)+ C]—[F(a) + C] = F(b) — F(a).
Dakle,

P =F(b) — F(a)

Budu¢i da je P = f; f(z)dx, pisemo:

b
[ o= F) - Fla)
a
gdje je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f (razlika F(b) — F(a) ne ovisi

o tome koji smo F izabrali).
Izraz F(b) — F(a) Cesto pisemo kao F(x) |%, dakle:

/fmsz@m

Primjer 3. - primjena Leibnitz-Newtonove formule.
Odredimo povr8inu ispod sinusoide za 0 < z < 7 (sl.6.).

Jy sinzdz = (- cosz) [T= — cos(m) — [~ cos(0)] = —(—=1) — (1) = 2.

Primjer 4. - izraz za P(z) u ovisnosti o bilo kojoj primitivnoj
funkciji F' funkcije f
Ako u jednakost P(z) = F(x) + C uvrstimo = = a, dobijemo 0 = F(a) + C,
dakle C = —F(a). Zato je

Na primjer, ako je f(z) := 2?2 ia = 2 i b = 4, onda je F(x) = % jedna od
primitivnih funkcija od f. Zato je P(x) = F(z) — F(2) = % — % funkcija
povrsine (sl.7.).
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Ocita svojstva odredjenog integrala za pozitivne funkcije (sl.8.)
1. f:[f(ac) + g(x)|dr = f: f(z)dz £+ f:g(x)dx

2. f; M (z)dx = )\f: f(z)dz

3. [7 flx)de + fcbf(:z:)dx = f; f(z)dz, za a < c<b.




Odredjeni integral za bilo koje funkcije.

1. odredjeni integral za negativne funkcije
Ako je f negativna na segmentu [a,b], tj. ako je f(z) < 0za a <z <b, onda
definiramo (sl.9.):
b b .
Jo f@)dz = — [[|f(z)|dz, tj.
f: f(z)dz = —P (u ovom slucaju).
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Razlog za tu definiciju prirodan: izraz f(z)Az u tom je slu€aju negativan
za sve z (uz Az > 0).

2. Odredjeni integral opcenito (sl.10.).

f; f(z)dx = Zbroj povrsina iznad osi x - Zbroj povrsina ispod osi z.

1,
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Dogovori o odredjenom 1ntegralu:
1. dogovor. [, f(z)dz = —f f(z
2. dogovor. [* f( )d:c =0.

Vazno!: Od sad u odredjenom integralu fab f(z)dz, f moZe biti bilo
koja (razumna) funkcija, a granice integrala a,b mogu biti bilo koja
dva realna broja.

Jos§ vaZnije - opéa Leibnitz-Newtonova formula.
Za svaki odredjeni integral (bez obzira na funkciju ili granice) vrijedi:

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

gdje je f bilo koja primitivna funkcija funkcije f.

Primjer 5. - primjena opée Leibnitz-Newtonove formule.
Izrac¢unajmo i geometrijski interpretirajmo:

(i) [27sin(x)dz (s1.11)

AR 4

(i) [°, (a2 — 2)dx (s1.12)




(1) fjﬂ sin(x)dr = —cosz|>™ = —cos(27) — [~ cos7] = —1 — [-(=1)] = =2
Rezultat je negativan jer je krivulja ispod osi « i o€ekivan (ako uzmemo u obzir
Primjer 3.).

(i) [°,(22 - 2)de = [& —22]|3, = 3 — (=8 +4) = 3. Smisao ovog rezultata

jest da je Py — Py + P3 = %, S§to se moze i priblizno provjeriti (sl.13.).

A 3

Napomena o ocitim svojstvima integrala.
Ona tri ocita svojstva (koja su vrijedila za pozitivne funkcije i u sluc¢aju da je
donja granica manja od gornje), vrijede i opéenito, i u svojstvu 3. nije potreban
uvjet a < ¢ < b.
Ta svojstva su izravna posljedica opce Leibnitz-Newtonove formule.

V. Pitanja i zadaci

1. Geometrijski predocite i izra¢unajte, potom komentirajte rezultat. Jeste
li rezultat mogli unaprijed pogoditi?
. 27
(i) Jf, " coszdz.

(ii) f?ﬂ sin zdz,
2

(iii) f?ﬂ x cos xd.
2

(iv) ffa f(x)dx, gdje je f neka neparna funkcija.
Uputa. (iv) U (iv) je rezultat 0 zbog neparnosti; to se posebno odnosi na (ii) i
na (iii), a na neki naéin i na (i).

2. Obrazlozite slikom i rijeima jednakost: [, f(z)dx = 2 [ f(z)dz za
parnu funkciju f.

3. Odredite i geometrijski interpretirajte funkciju povrsine ispod grafa funkcije

f(x) = 22 za:
)



Lekcije iz Matematike 2.

4. Metode rac¢unanja odredjenog
integrala. Nepravi integral.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se pokazuje da metode ra¢unanja neodredjenog integrala, nakon odred-
jene preformulacije, vrijede i za odredjeni integral. Takodjer, uvodi se pojam
nepravog integrala; to je proSirenje pojma odredjenog integrala i na funkcije
koje nisu definirane u granicama integrala ili kojima su granice —oo ili co.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem

Katkad je u primjenama potrebno rac¢unati povrsine koje se protezu u beskon-
ac¢nost. To se, u mnogim vaznim slucajevima, rjeSava pomocu nepravog inte-
grala.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam nedredjenog integrala i metoda ra¢unanja te
pojam odredjenog integrala.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima
Metoda parcijalne integracije odredjenog integrala.

Primjer 1. Izracunajmo fog re % dx.
1. nadin. Primijenimo formulu parcijalne integracije za neodredjeni integral

/udv:uvf/vdu

pa poslije uvrstimo granice:

Jaze™@de = [u = z, du = dx; dv = e "dx, v = —e ¥ = x(—e") —
J(—e™®)dx = —ze ™ — e * 4+ C.

Sad je:

f03 re dr = (—xe T — e P)[3 = —de 3 + 1.

2. naéin - izravna parcijalna integracija odredjenog integrala.

Koristimo formulu:
b b
/ udv = (ww)[® — / vdu



(uz napomenu da se granice u svim integralima odnose na z, tj. « ide od a do
b, a ne u, odnosno v).

3 _ _ _ _ -
Jo e Pde = [u = x, du = dx; dv = e Fdx, v = —e "] = x(—e )|} —

fog(—efm)dm =-3e 3 —e T3 =—-4e 3+ 1.

Uvodjenje nove nepoznanice u odredjeni integral.
Prema analognim formulama za neodredjeni integral imamo:

1. formula. Ako je f(z) = h[g(x)]g¢'(z)dz, onda je

b b g(b)
[ t@do= [ gy @)z = [ nityae
a a g(a)
Tu smo zamijenili [g(z) = ¢, ¢'(x)dz = dt] i promijenili granice: za z = a je
t = g(x) = g(a) i sli¢no za b.

2. formula - prava supstitucija. Uz zamjenu =z = g(t), dx = ¢'(¢)dt
imamo:

b ()
/ f(@)dz = / o)) (t)dt
a g~ (a)

Tu ¢ treba imati inverznu fiunkciju.

Primjer 2. - uporaba 1. formule. Izra¢unajmo fil ﬁdm.

Stavimo [g(z) :== V22 + 3 =t, 2% + 3 = t?, xdx = tdt]. Sad je g(—1) = g(1) =
V4 =2, paje

f_ll ﬁdw = f; % = 0 (jer je donja granica jednaka gornjoj; ¢im smo to
dobili mogli smo prestati s ra¢unanjem).

Objasnjenje (sl.1.). Podintegralna funkcija je neparna, a interval po kojemu
integriramo simetri¢an, pa smo i bez ra¢unanja, mogli zakljuéiti da je integral
jednak nuli (povr8ina ispod osi x jednaka jeonoj iznad osi z).

AL A ?5 fady= ©
- A

Primjer 3. - uporaba 2. formule - povrsina kruga. Izrac¢unajmo

ST Vr? = a?d (s1.2.).



A2,

Stavimo: [z = g(t) = rsint, dz = rcostdt; t = g~ (x) = Arcsin(Z)], pa je:

f_TT Vr2 — 22dx =
Arcsin(L) 5 5.3 -
fArcsin(_TT) Vr2 —r2x2p costdt =

f_%l r2 cos? tdt =
2

2 1% 1+cos(2t)dt:
r f_% ~Teosiat)

2
(5 -+ =125 =
r2Z.

1z slike vidimo da smo ovako izrac¢unali povr§inu polovice kruga.
Uoc¢imo da je ovaj odredjeni integral bilo bitno lakSe izracunati ovako, nego
preko racunanja neodredjenog integrala.

Nepravi integral. Ima viSe tipova nepravih integrala. Upoznat ¢emo ih
kroz primjere.

Primjer 4. - kad u jednoj ili objema granicama f nije definirana.

(i) Izrafunajmo f_ll \/1‘11”7 (s.3.).




Problem je u tome §to podintegralna funkcija nije definirana u granicama
integrala (ve¢ samo na otvorenom intervalu < —1,1 >), pa bi povr§ina mogla
biti beskona¢na. Tu smo imali sre¢u da je primitivna funkcija Arcsiz podinte-
gralne funkcije definirana i u rubovima integrala pa je
fil \/% = Arcsinz|l | = Arcsin(1) — Arcsin(—1) = 2Arcsin(1) = 7.

(i) Izra¢unajmo fol % (sl.4.).

1 > X

Problem je poput onog u (i) - podintegralna funkcija nije definirana u nuli
- i razrjeSava se slitno, jer je primitivna funkcija 2/ podintegralne funkcije
definirana u nuli.

1
fo %:2\/5‘(1):2’

(iii) Izracunajmo fol dz (51.5.).

<

e PEE

Tu je primitivna funkcija In z, koja nije definirana u nuli, $tovise, lim, o lnx =
—00, §to pisemo i kao In(0) = —oo, pa je:

fol 9 —Inz|} =In(1) — In(0) = 0 — (—00) = 400, tj. povriina je beskonatna.



Primjer 5. - kad je +o0o granica integrala.
(i) Izracunajmo f0+°° ze dx

Tu je problem §to je podrudje integracije beskonacan interval (sl.6.).

4

' U-."éx-' Y —

ﬂ-ifrhr ——— &
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A x
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Sjetimo se (Primjer 1.) da je primitivna funkcija ovdje —xe™™

—e * ida
je (iz L’Hospitalova pravila) lim, , y oo z€™" = limy 400 £ = limy oo %I =0,
pa je:

0+°o re %dr = —ze T —e T =(0-0)-(0-1)=1

) = 2f0+mfty % = 2Arctg(x)|§™ = 2Arctg(+o00)—2Arctg(0) =
21 _0'=r. (sL.7.)

=

T = 'TT
Al3. '

V. Pitanja i zadaci

1. Izra¢unajte povrsinu unutar elipse s jednadzbom



Uputa: U jednadzbi poluelipse: y = b4/1 — ‘Z—z, stavite x = asint.

2. Izaberite po volji segment [a, b] i funkciju f koja mijenja predznak (mozda
i viSe puta).
(i) Pomaknite graf u desno ili u lijevo za ¢ > 0. Je su li se time povr§ine izmedju
grafa i osi z promijenile? Kako se zadatak moZe rijesiti analiticki?
(ii) isto pitanje, samo §to sad graf rastegnemo, odnosno spljostimo vertikalno ¢
puta (crtajte i zakljucujte pri c = 2).
(iii) isto pitanje, samo §to sad graf rastegnemo, odnosno spljostimo horizontalno
¢ puta (crtajte i zakljuCujte pri ¢ = 2).

Uputa: U (i) povrsine se ne mijenjaju; analiticki, umjesto f(z) imamo
funkcije f(x — ¢), odnosno f(z + c).
U (ii) povrSine se povecavaju, odnosno smanjuju 2 puta (umjesto f gledamo
funkcije 2f, odnosno 3 f).
U (ii) povrsine se povecavaju, odnosno smanjuju 2 puta (umjesto f(z) od a do
b gledamo funkcije f(%) od 2a do 2b, odnosno f(2z) od % do &.

3. Izracunajte za cijele brojeve m,n:
(i) J* sin(ma) cos(na)dz
(ii) [ sin(mz) sin(nz)dx
(iii) /7 cos(ma) cos(nz)dax
Uputa: U (i) je funkcija neparna. U (ii) i (iii) koristite formulu za pretvaranja
umnoska u zbroj.

4. Tzracunajte povrsinu ispod grafa funkcije f(z) := - za z > 1 i nacrtajte

sliku.

5. U integralu \/2170 f_Jr:OO e*(";I")Qd[L', gdje su ¢ > 0 i p realni brojevi, za-

mijenite varijablu zamjenom: *—F = t. Skicirajte staru i novu podintegralnu
funkciju i procijenite rezultat.



Lekcije iz Matematike 2.

5. Primjena odredjenog integrala u

geometriji.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se pokazuje kako se pomoc¢u odredjenog integrala mogu rac¢unati povrsine
siroke klase podskupova ravnine.
Takodjer se pokazuje kako se moze racunati obujam rotacijskog tijela.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem

Vazni podskupovi ravnine u pravilu su zadani krivuljama koji ih omedjuju.
Postavlja se pitanje ra¢unanja povrSine takvih podskupova. Taj se problem
nacelno rjeSava pomocu odredjenog integrala, pod uvjetom da su krivulje koje
omedjuju podskup grafovi (razumnih) funkcija.

Odredjeni integral omoguéuje tocan izvod formula za obujam kugle i stozca, i
opcéenito, racunanje obujma tijela nastalih rotacijom.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam odredjenog integrala i metoda racunanja te
pojam povrsine i obujma. Takodjer treba znati formulu za obujam V valjka
visine h i polumjera r osnovke: V = mr2h.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Racunanje povrsina podskupova ravnine zadanih uvjetima:
a<z<big(r)<y<f(z) (sL1.).

=]




P= / (@) - g(a))da

Na sl.2. je ilustracija formule ako je f pozitivna, a g negativna.

J
g = feac)

) Pa= S Reode
..""l,-"r,flnh _..-"'-l"r.l'r -"I'l.‘I
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Primjer 1. Procijenimo, a poslije to¢no odredimo povrSinu podskupa rav-
nine omedjenom krivuljama s jednadzbama y =z +4 iy = 22 — 22.

Vidimo da je rije¢ o oznfenom dijelu ravnine izmedju pravca i parabole
(sl.3.a.). Vidimo, takodjer, da moZemo primijeniti gornju formulu, samo treba
odrediti presjek krivulja: tocke A i B. To se ostvaruje rjeSavanjem sustava:

y=az>—2z

y=x+4

Dobijemo A(—1,3) i B(4,8). Sad mozemo procijenjivati (sl.3.b.) i to¢no racu-

nati:

P =[5 [w+4) = (@ = 20)]dw = [, [0 + 30 +dJdo = (5 +3% +4n)|L, =

125 ~ 91,
6




Primjer 2.. Izrac¢unajmo povrSinu omedjenu krivuljama s jednadzbama:
Vv=zv+liy=x—1

Rjesavanjem sustava dobije se A(0,—1), B(3,2) (sl.4.a.) i gruba procjena
P~ 4.5 (sl.4.b.).
Ako Zzelimo primijeniti gornju formulu treba podrudje podijeliti na dva dijela
(sl.4.c.) pa ratunati dva integrala.
Zadatak ostavljamo za samostalan rad. Vidjet ¢emo kako se postupak moze
pojednostavniti, tako da se racun provede izravno.

Racunanje povrsina podskupova ravnine zadanih uvjetima:
c<y<dig(y) <z < fly) (sL.5.).




Primjer 3. - drugo, prirodnije, rjeSenje Primjera 2.).
Vidimo (s1.6.) da je:
2 3 2
P=[Tly+1)— (@2 —Dldy=(-% +% —2y)|2, = § =45,
§to je u skladu s procjenom.

Obujam rotacijskog tijela.

Uocimo dio ravnine izmedju grafa funkcije f i osi z, za x izmedju a i b
(sl.7.a.).
Rotacijom oko osi x dobije se rotacijsko tijelo (sl.7.b.).
Presjek tog tijela s ravninom okomitiom na z-os u koordinati = jest krug sa
srediStem na z-osi, polumjera f(z).

o0y
P l// / ///ﬁé-:}*x

Al.3a,

Primjer 4. - kugla i stoZac kao rotacijska tijela.
(i) Rotacijom oko osi z polukruga polumjera r sa sredistem u ishodistu, nastaje
kugla polumjera r sa sredistem u ishodistu (sl.8). Jednadzba gornje polukruZznice
jey=+Vr2—a2
Dakle, polukrug je dio ravnine izmedju grafa funkcije f(x) := vr2 — 22 i z osi
za x izmedju —rir.

(ii) Rotacijom oko osi & pravokutnog trokuta sa sl.9. nastaje stozac polum-
jera r i visine h. Jednadzba pravca na kojemu je hipotenuza trokuta je y = 7x,



pa je trokut dio ravnine izmedju grafa funkcije f(x) := ;2 i 2 osi za 2 od 0 do
h.

Primjer 5. - formula za obujam rotacijskog tijela.
Iz s1.10. vidimo da je djeli¢ rotacijskog tijela od x do x + Ax pseudovaljak, t;j.
priblizno to je valjak polumjera f(z) i visine Ax.




Dakle:

AV (z) =~ nf?(z)Az

odakle zakljucujemo
dV(z) = 7 f?(z)dx

pa je, prema definiciji odredjenog integrala

b
V:7r/ 2(x)dx

Primjer 6. - obujam kugle i stoZca.
Koristedi se Primjerom 4. i formulom za obujam rotacijskog tijela, dobijemo:

(i) Obujam kugle polumjera r

V=r["(r?—2?)de=n(r’z— %3) r,= 71'%

(ii) Obujam stoZca polumjera r i visine h

h 2 .3 2
V=mr/, ($a)?de = w%%%} = w%.

V. Pitanja i zadaci

1. IzraCunajte obujam torusa (automobilske gume), ako je popre¢ni presjek
krug polumjera r, a unutarnji promjer (promjer praznog dijela) 2R (sl.11.).




Lekcije iz Matematike 2.

6. Neke primjene odredjenog
integrala u inZenjerstvu.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se ilustriraju tri primjene odredjenog integrala u inzenjerstvu. Prva je
u rjeSavanju problema teZiSta ravne nehomogene Zice (to je ujedno i primjena u
vjerojatnosti i statistici, $to e se razjasniti sljedeée godine). Druga je u rjeSenju
problema momenta inercije, a tre¢a u problemu odredjivanja rada §to ga izvrsi
(promjenjiva) sila koja djeluje uzduz nekog pravca.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem
Teziste ravne homogene tanke Zice je srediSte zice. Postavlja se pitanje tezista
ako Zica nije homogena (matematicki, to je problem teZista nehomogenog seg-
menta). Taj se problem moze rijesiti pomo’cu odredjenog integrala, pod uvjetom
da poznajemo gustocu Zzice (gusto¢u segmenta).
Sli¢no je za moment inercije.
Rad 8to ga stalna sila koja djeluje uzduz nekog pravca na putu konacne duljine
jednaka je, prema definiciji rada, umnosku iznosa sile i duljine puta (uz usklad-
jene jedinice). Postavlja se pitanje rada ako sila nije stalna, ve¢ promjenjiva. I
taj se problem rjeSava pomocéu odredjenog integrala.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam neodredjenog i odredjenog integrala, metoda
njihova ra¢unanja (naro¢ito metode parcijalne integracije). Takodjer je potrebno
poznavati sljedece fizikalne pojmove:

1. pojam teZi§ta sustava masa na pravcu i razumjevanje formule

Zﬂ%mi
T = =0
> m;
gdje su mase my,...,m, smjeftene na koordinatnom pravcu u tocke s koordi-
natama 1y, ..., T, (sl.1.).

o Mg [ 'ﬁ"...., o
5 - - - =
i
I-'I. 'il = ":':ll'! "I"-L

WA T wvastfs)



2. pojam momenta inercije I mase m oko tocke udaljene r od mase (sl.2.) i
formule
I=mr?
te formule za moment inercije oko teZista Ir sustava masa na pravcu (koja
odavde izravno slijedi jer se momenti inercije zbrajaju):

o= Y ),

r xbe
.-_'_F._‘__--—'_'-.-'_._-._._r-
D I':'.I"H'I--L

W.r.

3. pojam funkcije gustoce f(z) mase razmjestene na koordinatnom pravcu
koja se definira kao limes srednjih gustoca:

f(z):= lim Am

o A;—>0 A_a:
dakle, Am =~ f(z)Az (sl.3.), gdje je Am masa smjestena izmedju z i x + Ax
(na segmentu duljine Az).

d
J||\ . h-’—fﬁr!

£ bwmz Lo bx

u-‘_ =2 e
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IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Masa nehomogenog segmenta [a,b] u ovisnosti o gustoéi (sl.4.).
Iz diferencijalne relacije Am =~ f(z)Ax, dobijemo dm = f(z)dz (to slijedi i
izravno iz definicije gustoce u tocki), dobijemo:

m = /abf(z)dx

Primjer 1. - primjena formule za masu.
Neka je funkcija gustoc¢e mase f(z) ==z za 0 <z <5.
(i) Predo¢imo graficki raspored mase i interpretirajmo.
Graf je pravac s jednadzbom y = z za 0 < x < 5 (sl.5.). MoZemo zamisliti da
je masa razmazana po segmentu [0, 5] tako da se namaz jednoliko (jedini¢nom
brzinom) pojacava.

1) f

M s

(if) Odredimo ukupnu masu m.

m = f05 xdr = %2|8 = 12.5 (jedinica mase).



(iii) Odredimo toc¢ku ¢ do koje je razmazano polovica mase (sl.6.).
Treba biti: [J zdz = 125, tj. & = 125 dalle ¢ = v/12.5.

(iv) Procijenimo je li teziste segmenta u ¢, lijevo od c ili desno od ec.
Teziste je lijevo od ¢ (jer se gusto¢a mase povecava).

Teziste nehomogenog segmenta [a,b] (sl.7.).
Doprinos krak sile puta sila djelica mase Am priblizno je jednaka xAm =
xf(x)Az. "Zbrajanjem" svih doprinosa i dijeljenjem s ukupnom masom do-
bijemo:
Jy @ f(@)da
T= T
fa f(z)dz

rjrh




Primjer 2. - primjena formule za zr.
Odredimo teziste segmenta iz Primjera 1.
S wade 2| 125 10
Sy =320 = = 3 (s1.8.).

T = [Teds 125 T 3123

Primjer 3 - formula za masu i teZiste vrijedi i za beskonaéne inter-
vale.
Neka je masa razmazana na [0, +-00 > prema pravilu za gustoéu f(z) = e 7,
za x > 0, gdje je A > 0 realna konstanta (sl.9).

d

A iy -

DN
Pokazimo:
(i) m =1 (jedini¢na masa).
m = f0+°° Ae Mdy = —e A [F° = 0 — (1) =1
freaae™de
T = e edn
0+°o r e Mdr = [u =2, du = dz; dv = Ae N v = —e ] = (—pe )|+
+ —\x 0o
Jo e da| i =(0-0)— t(o—1) =%



(uocite sli¢nost s Primjerom 5., lekcija 4.).

(iii) polovica mase je do 52 (s1.10.).

I N

i:]’rf
ﬂj‘/,—
eP o Yp ”
" i.r,.-fr;-'i Ly —
s

»|e

W o

Ako je trazena koordinata z, onda treba biti foz e My = %, tj. —e M2 =
1.tj. —1+e ™ =1 tj. 2 =182 (usporedite ovaj rezultat s poluzivotom kod

radioaktivnosti).

Moment inercije segmenta.
Prema uzoru na moment inercije sustava masa na pravcu, dobijemo formulu za
moment inercije oko teziSta segmenta [a, b] kojemu je f funkcija gustoce:

b
Iy = / (x — xp)*f(x)dx

Primjer 4. - moment inercije homogenog segmenta - i to je netriv-
ijalno i potrebna nam je formula.
Homogenost zna¢i: f(x) = 1 za svaki ¢ € [a,b]. Znamo da je za homogeni

segment z7 = “E2 (sl.11, iduda stranica), pa je
b (z—2tb)3 _ _ _
Ir = [l = 2 1ode = BN = dge) 4 = 3(5e° =
(b-a)®* _ 2
12

gdje je I duljina segmenta. Uoc¢imo da je tu m = [ (jednakost brojeva, bez je-
dinica), pa dobijemo: It = m% §to je dobro poznata formula momenta inercije
homogenog stapa.

Primjer 5. Odredimo moment inercije oko tezista segmenta iz Primjera 1.

Tamo je bilo: [a,b] = [0,5] i f(z) := x; u Primjeru 2. izracunali smo zp = .
Zato je

5 5 a 5
It = [ (x = )ade = [ (23 — Ra? + Bla)de = (4 — Lo’ + Da?)|§ = 2.
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Rad sile na ravnom putu.
Neka je:
x koordinata pravca uzduz kojeg djeluje sila.
F(z) vrijednost sile u to¢ki x (sjetimo se dogovora: ako je F(x) > 0 sila djeluje
u pozitivnom smjeru, inace djeluje suprotno).
Za djeli¢ rada AR(z) §to ga ta sila ucini na putu od x do x + Az, vrijedi:

Odavde dobijemo
dR(z) = F(x)dx

a odavde za rad R §to ga F' u€ini od x = a do x = b, dobijemo

R / Pl

Primjer 6. - primjer nekonstantne sile - elastiéna opruga.
Neka je:
x koordinata pravca A koordinata tocke u kojoj je pri¢vr§c¢ena savrseno elasti¢na
tanka opruga (sl.12.a.) kojoj je u mirovanju vrh u ishodistu.

|
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Oprugu stla¢imo u tocku A i nakon toga pustimo. Zbog savr sene elesti¢nosti
vrh opruge titra izmedju tocaka A i —A. Pretpostavimo da je sustav izoliran
tj. da je jedina sila koja se tu javlja sila napetosti opruge. Vrijednost te sile u
x ozna¢imo kao F(z).

Intuitivno je jasno (i lako se moZemo uvjeriri) da je sila napetosti na vrh opruge
uvijek usmjerena prema ishodistu (sl.12.b.), tj. da su x i F(x) suprotnih predz-
naka.
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Takodjer je intuitivno jasno, a moZe se potvrditi pokusom da je ta sila pro-
porcionalna udaljenoséu vrha od ishodista (Hooke-ov zakon). Dakle:

F(z) = —kx

gdje je k > 0 konstanta ovisna o materijalu (sl.13.).

AL B, Ot W

Primjer 7. - rad sile napetosti elasti¢ne opruge.
Izra¢unajmo rad R sile F' iz Primjera 6. na putu od a do b, i komentirajmo
rezultat.

R=['F(z)dz = [’ (—ka)de = (—k%)|} = k52,
Vidimo da je rad pozitivan ako je |a|] > |b|, inae je negativan ili je jednak nuli
(ako je b = +a). Na sl.14. predocene su i komentirane razne mogucnosti.
Posebno, iz rjesenja integrala vidimo (ono §to je fizikalno jasno):
(i) na putu od A do ishodista 0 rad sile je pozitivan (fizikalno, to je zato §to put
i sila imaju isto usmjerenje),
(ii) na putu od ishodista 0 do —A rad sile je negativan (fizikalno, to je zato §to
put i sila imaju razli¢ita usmjerenje),




(iii) na putu od —A do ishodista 0 rad sile je pozitivan (fizikalno, to je zato §to
put i sila imaju isto usmjerenje),

(iv) na putu od ishodista 0 do —A rad sile je negativan (fizikalno, to je zato §to
put i sila imaju razli¢ita usmjerenja).

. .
a9 % Rl S v LR *®
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V. Pitanja i zadaci

1. IzraCunajte moment inercije oko tezista u Primjeru 3.
2. Neka je [a,b] = [0, 5] i neka je funkcija gustoce f(z) =5 — x.
(i) Procijenite graficki masu, potom je izracunajte.
(ii) Procijenite, potom izrac¢unajte ¢ (do kojega je polovica mase) te procijenite
odnos izmedju ci x7.
(iii) Izracunajte x.
(iv) Procijenite pa izracunajte moment inercije oko tezista.
(v) Komentirajte vezu s Primjerima 1, 2. i 5. Jeste li iz rezultata tih primjera
mogli izravno rijesiti ovaj zadatak?.
Uputa. (i) U istom koordinatnom sustavu predocite funkciju gusto¢e homogenog
segmenta.



Lekcije iz Matematike 2.

7. Pojam funkcije dviju varijabla,
grafa 1 parcijalnih derivacija.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se obradjuje pojam funkcije vise varijabla, ponajvise dviju. Uvodi se
pojam grafa funkcije dviju varijabla, daju neki primjeri i usporedjuje s grafom
funkcije jedne varijable. Takodjer se, na osnovi pojma derivacije funkcije jedne
varijable, uvodi pojam parcijalne derivacije funkcije dviju ili vige varijabla.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem

U matematici i u primjeni ¢esto se pojavljuju veli¢ine koje ovise o vise drugih
(nezavisnih) veli¢ina, a ne samo o jednoj. Na primjer, u gemetriji, obujam
valjka ovisi i o polumjeru osnovke i o visini, u termodinamici tlak plina ovisi
i 0 obujmu i o temperaturi i sl. Takve se veze opisuju funkcijama s dvjema
ili vige varijabla, a njihove geometrijske predozbe su grafovi funkcija. Brzina
promjene neke veli¢ine u odnosu na promjenu veli¢ina o kojoj ona ovisi opisuje
se parcijalnim derivacijama.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam funkcije jedne varijable, njena grafa, derivacije
(i derivacija viseg reda). Za predocavanje grafa funkcije dviju varijabla treba
poznavati koordinatni sustav u prostoru.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Funkcije dviju varijabla - zadavanje.
Ako neka veli¢ina z zavisi o dvjema nezavisnim veli¢inama x,y, onda je pravilo
f te zavisnosti funkcija dviju varijabla. Tu funkcijsku zavisnost piSemo kao

z:f(m,y)

Kazemo da je f funkcija dviju varijabla. Podruéje definicije (domena) D te
funkcije je skup svih uredjenih parova (a,b) gdje a ide skupom vrijednosti koje
postize veli¢ina x i b ide skupom vrijednosti koje postize y. Dakle D je podskup
koordinatne ravnine, tj. D C R x R. To pi§emo i kao:

f:D—R

odnosno kao: (z,y) — f(x,y)-



Primjer 1. - neke funkcije dviju varijabla i njihove domene.
(i) Ako je x polumjer osnovke valjka (sl.1.), y visina i z obujam valjka, onda su
te tri veli¢ine povezane vezom

2z =72’y

\____i___ﬂ,/'

Tu je
fla,y) == ma?y.
D(f) = prvi kvadrant (sl.2.),
jer x,y mogu biti bilo koji pozitivni realni brojevi.
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Na primjer, f(2,3) = m-22 -3 = 127, §to znadi da valjak polumjera osnovke
2 i visine 3 ima obujam 127.
Inace, u tu funkciju mozemo uvrstiti bilo koji uredjeni par realnih brojeva, samo
§to oni onda nemaju geometrijsko znacenje, naime nema valjaka s negativn-
ima polumjerom ili visinom. To je ¢esta pojava kod zapisivanja odnosa medju
veli¢inama u inZenjerstvu. Naime te veli¢ine imaju svoja fizikalna znacenja
koja utjecu na suzenje realnih vrijednosti varijabla, tj. na suZenje matimaticke,
maksimalne domene. Za funkcije zadane analiticki, tj. zapisane formulom, ta
se maksimalna domena zove prirodna domena.
(ii) Ako su z, y, z koordinate u prostoru, onda je funkcija f koja mjeri udaljenost
tocke od ishodista zadana formulom:

[(x,y,2) = Va2 +y? + 22




To je funkcija triju varijabla definirana na cijelom prostoru (sl.3.).

2 ¢ T2
W

T, d= T

Primjer 2. - odredjivanje prirodne domene. Odredimo prirodnu
domenu funkcije

(i) f(z,y) = V1 —a2%—y?
(i) f(z,y) = —

224y2

(i) Tu treba biti 1 — 22 — 32 > 0, tj. 22 +y? < 1, §to je krug polumjera 1 sa
srediStem u ishodistu (sl.4.).

d

4. ¥r

(i) Tu treba biti 2% 4+ y2 # 0, §to je ravnina bez ishodista (sl.5.). Naime
(0,0) je jedino rjesenje jednadzbe x2 + y2 = 1.
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Graf funkcije dviju varijabla.
Analogno tome kako je graf funkcije f jedne ravnine krivulja u ravnini s jed-
nadzbom y = f(z), tako je graf funkcije dviju varijabla ploha u prostoru (sl.6.)
s jednadzbom

Z:f(xvy)

d ( m,,qu})

2.

Tu smo, prirodno, uzeli da su koordinate u prostoru redom z,y, z, i gornja
jednadzba govori kako tre¢a koordinata z, ovisi o prvim dvjema (z,y).
Uocite jednostavnu, ali vrlo vaznu vezu izmedju grafa i podrucja definicije:
(i) kod funkcija jedne varijable projekcija grafa y = f(z) na z-os je upravo
domena funkcije f, i iznad svake tocke domene postoji to¢no jedna tocka grafa-
krivulje (iznad to¢ke na osi apscisa s koordinatom x, na grafu je tocka (x, f(z)).
(ii) kod funkcija dviju varijabla projekcija grafa z = f(z,y) na xy-ravninu je
upravo domena funkcije f i iznad svake tocke domene postoji to¢no jedna tocka
grafa-plohe (iznad tocke xy-ravnine s koordinatama (z,y), na grafu je tocka

(z,y, f(z,y))-

Dalje bi bilo: graf funkcije f triju varijabla je trodimenzionana ploha
u Cetverodimenzionalnom prostoru (tzv. hiperploha), s jednadzbom w =



f(z,y,2) itd. Graf funkcije triju ili viSe varijabla o€ito ne moZemo graficki
predoditi, a problemi nastaju i kod funkcija dviju varijabla. Ipak, razvijaju se
metode za pribliZzno docaravanje grafova takvih funkcija.

Primjer 3. - jednadZba kugline plohe.
Opisimo i predoc¢imo graf funkcije f(z,y) = /1 — 22 — y2.

Graf je ploha s jednadzbom 2z = /1 — 22 — 92, §to je ekvivalentno sustavu:
22=1-—2z%— y2 iz >0, tj. sustavu:

$2+y2+22=1iz20

Kako je y/22 + y2 + 22 udaljenost tocke (z,y, z) od ishodista, to ¢itamo ovako:
tocka (z,y,z) je na grafu ako i samo ako joj je udaljenost od ishodista 1 i s
gornje je strane xy-ravnine.

Drugim rije¢ima, graf je gornja polusfera polumjera 1 (sl.7.).

.

11:",]1_:‘,:_51_

(o, '@

Zato je (ako izbacimo uvjet z > 0)
2yt =1
jednadZba sfere polumjera 1 sa sredistem u ishodistu. Uocite sli¢nost s time

§to je 22 4+ y2 = 1 jednadzba kruznice u zy-ravnini, a y = v/1 — 22 jednadzba
gornje polukruznice (sl.8.).
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Parcijalne derivacije funkcije dviju varijabla.

Prema analogiji s derivacijom funkcije f jedne varijable u tocki zq:

m f(zo + Az) — f(x0)

f/(:ro) - Alalv—>0 Ax
Sto piSemo i kao
A o L0t ) = fa)

dx T AzS0 Az
definiramo parcijalne derivacije funkcije f dviju varijabla u tocki (zg,yo):
of . fzo+ Az, y0) — f(x0,0)

— = 1
or (0, 90) AachEO Az

(to je parcijalna derivacija po varijabli z; tu yo stoji, a = se mijenja oko x)

of . f(xo,yo + Ay) — f(wo,90)
@(x07y0) = Alglcfgo Ay

(to je parcijalna derivacija po varijabli y; tu z¢ stoji, a y se mijenja oko yo).
Vidimo da su parcijalne derivacije u tocki dva broja. Poput funkcija jedne vari-
jable, ako umjesto (xo, yo) stavimo (x, y) dobijemo parcijalne derivacije funkcije
f; to su dvije nove funkcije, koje oznacavamo kao

of of

— odnosno ——

Ox oy

One se lako ra¢unaju, na primjer da bismo dobili %, u izrazu za f, varijablu y
smatramo konstantom, a varijablu x promjenjivom. To pokazujemo na primjeru.



Primjer 4. Neka je f(z,y) = 2?y+2y?. Odredimo g—i, g—?’;, %(2,3), 2—5(273).
Tu je
% =2xy +192% i %ﬁj =224 22y =22+ 2zy.
Zato je: $£(2,3) =2-2.3+32=21,1 9£(2,3) =22 +2.2.3=16.
Tu se jasno vidi da su parcijalne derivacije funkcije, a parcijalne derivacije u
tocki brojevi.

Primjer 5. - parcijalne derivacije funkcije triju varijabla.

Odredimo parcijalne derivacije funkcije f(z,y, z) := /22 + y2 + 22.

o (@22 x

2\/x2+y2+22 \/12+y2+zz

Sad, koristeéi se simetrijom, bez ra¢unanja dobijemo:
f—_  y s 0f _ z

% T i 95 gt

Fizikalno znacenje parcijalnih derivacija.
Poput ¢injenice da derivacija funkcije jedne varijable opisuje brzinu promjene
jedne varijable s obzirom na promjenu druge; za funkciju f dviju varijabla z, y,
parcijalna derivacija % opisuje brzinu promjene varijable z (gdje je z = f(z,v)),
s obzirom na promjenu varijable = (pri stalnoj vrijednosti varijable y). Sli¢no

)
jes a—i.

0 OF _
Tu je 75 =

Primjer 6. Komentirajmo brzinu promjene veli¢ine z iz Primjera 4. u tocki
(2,3).

Tu je z = f(x,y) = 2%y + 292, pa je 2(2,3) = 30. Takodjer je %(2,3) =
2:2-3+32=21,i 2—5(2,3) =22 +2.2.3=16. Odatle o¢itavamo da se da je
brzina promjene u z smjeru 21, a u y smjeru 16 (manja brzina).

To mozemo tumaciti ovako:
za malu promjenu vrijednosti i veli¢ine = (od 2 do 2+ h), dok y zadrzava stalnu
vrijednost 3, z ¢e se priblizno promijeniti za 21h, a za malu promjenu h vri-
jednosti veli¢ine y (od 3 do 3 + h), dok x zadrZava stalnu vrijednost 2, z ¢e se
priblizno promijeniti za 16h.

Geometrijsko znaéenje parcijalnih derivacija.
Da opiSemo geometrijsko znacenje parcijalne derivacije po x u (zo, yo), presi-
jecimo graf funkcije f ravninom s jednadzbom y = g, koja je usporedna s
xz-ravninom (sl.9.).



N.5.

Dobijemo krivulju u toj ravnini, (moZemo je zvati z’z’-ravninom) kod koje

se mijenjaju vrijednosti x i z prema formuli z = f(z,yo), koja prolazi tockom
(20,0, 20), gdje je zo = f(z0,Yyo)-
Poput ¢injenice da je derivacija funkcije jedne varijable u tocki jednaka koefi-
cijentu smjera (nagibu) tangente na graf te funkcije u toj tocki; za funkciju f
dviju varijabla x,y, parcijalna derivacija %(xo, Yo) je nagib tangente na gornju
krivulju u to¢ki (zo,¥o,20). Tu je nagib tangens kuta Sto ga tangenta ¢ini s
novom z-osi, tj. s 2’ osi (sl.10.).



Parcijalne derivacije viSeg reda.

Prema uzoru na derivaciju drugog reda funkcije jedne varijable, definiraju
se parcijalne derivacije drugog reda funkcije dviju varijabla (ili vise varijabla).
Sjetimo se oznaka za drugu derivaciju funkcije dviju varijabla:

_

T da?

f(x)

Tu eksponent 2 ne znaéi kvadriranje ve¢ samo ¢injenicu da se deriviranje vrsi
dva puta i to po x. Sli¢no je za funkcije dviju varijabla.

Nacelno imamo Cetiri mogucénosti (i Cetiri oznake):

9% f

- obje derivacije po x

8%2
gyz - obje derivacije po y
2
6(2;81; - prva derivacija po x, druga po y
A2 f

zoy - brva derivacija po y, druga po .

Primjer 7. Neka je f(z,y) = 2%y + zy?. Odredimo parcijalne derivacije
drugog reda.



Veé smo vidjeli da je

oL =2zy+42i

gi =22 4 2zy

Zato je:

o? )

o = 2 (50) = ey + %) = 2

d )

Sh= B = §? 20y =2

%f )

s = (gh) = 5 Quy +y7) =20+ 2y
o? 2

= 2 (8 = 22 + 2ay) = 2w+ 2y

Vidimo da je u Primjeru 7. bilo

0% f B 0% f
oydx  Oxdy’

To vrijedi opéenito, a ne samo u ovom primjeru (istina, neki prirodni uvjeti
moraju bili zadovoljeni). Ta ¢injenica poznata je kao Clairautov teorem, katkad
se naziva i Schwartzov teorem.

Sli¢no bi se definirale parcijalne derivacije treceg ili viseg reda.
V. Pitanja i zadaci
1. Nadjite parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije f(z,y) = /1 — 22 — y2.

2. Nadjite parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije f(z,y, z) = /22 + y2 + 22
i funkcije g := %

10



Lekcije iz Matematike 2.

8. Linearna aproksimacija funkcije
viSe varijabla, tangentna ravnina,
diferencijal.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se pojmovi linearne i kvadratne aproksimacije za funkcije jedne var-
ijable, uvode i za funkcije dviju ili viSe varijabla. Takodjer, navode se neke
primjene tih pojmova.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem

Linearna i kvadratna aproksimacija (aproksimaciji viseg reda, i, kona¢no, Tay-
lorov red), uz mnoge druge primjene, imaju vaznu ulogu u problemu pribliZznog
odredjivanja vrijednosti funkcija. Pokazuje se da se ti vazni pojmovi mogu
definirati i za funkcije vige varijabla (samo §to ¢emo se mi zadrzati samo na lin-
earnoj i kvadratnoj aproksimaciji). Naravno, pomoc¢u njih se rjeSavaju analogni
problemi. Jedno od osnovnih jest ovo: kako se priblizno promijeni vrijednost
funkcije f dviju varijabla, ako se varijabla x promijeni od zg do zg + Az, a
varijabla y od yo do yo + Ay?

S matematickog stanovista ova je lekcija vazna jer se u njoj uvjezbava analogija,
jedna od najvaznijih matematickih, a i znanstvenih metoda.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam i geometrijsko znacenje derivacije funkcije jedne
varijable, te pojam parcijalnih derivacija prvog i drugog reda funkcija vise vari-
jabla. Takodjer, potrebno je poznavati pojam linearne i kvadratne aproksimacije
za funkcije jedne varijable, te pojam diferencijala funkcije jedne varijable.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Linearna aproksimacija funkcije dviju varijabla.
Prema uzoru na linearnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable oko xzg:

flxo + Ax) = f(wo) + f'(x0)Aw
iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xy + Az = x,
f(@) = f(wo) + f'(w0)(z — @0)

definiramo linearnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko (zg,yo):

0 0
oo + Ao+ Bg) = o, o) + 5 (oo, o) Ao+ 5 (oo, o)y



iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xg + Az = x i yo + Ay = y,

f(z,y)

Vidimo da formula uzima u obzir doprinos od promjene varijable x i varijable

y; ti se doprinosi zbrajaju.

Primjer 1. - primjena formule za linearnu aproksimaciju.
Odredimo linearnu aproksimaciju funkcije f(z,y) :=

(1,1).

. afi —
Tu je 35 = z

\6—x2—y2

Zato je %(1,2) =

s Of —y
16_

\V6—x2—y2

_ 2 Of _
Ve = g2 =

_92 - _9

V6—12—22

~ (w0, 30) + G (a0, o) = 0) + 5 o, )0~ o)

\/6 — 22 —y? oko (1,2) i

Tu je jos: f(1,2) = 1. Zaklju¢ujemo (iz druge formule) da za (z,y) =~ (1,2)
vrijedi
V-2 —yP=l1—(z—-1)—-2@y—2)=6—2—2y
Takodjer je 5L(1,1) = §L(1,1) = 51 i f(1,1) = 2, pa je, za (w,y) ~ (1,1),
V6 —a? —y? f%(xfl)ff(y—l)ziif%xffy
Iz tablice se mozete uvjeriti u doseg tih formula.
x 4 {
« l 4 Je- 2'=4° G~x=2Y | B-a%%
A 2 A 1 4.5
AA | Zed 0.6464 0.3 1.
Iy 4 4.9 A8 63 A {.5
0.9 2. 4 0.8% 32 0.8 {5
A A < 3 <
A A A A Bs24 2. % i. 5
Ap ) 9.3 ( 199 5o 3. 4 2

Primjer 2. Odredimo priblizno promjenu udaljenosti tocke T'(3,6,6) od
ishodista, ako joj se prva koordinata povecéa za 0.2, druga smanji za 0.2 i treéa

poveca za 0.17.

Koristimo se formulom za linearnu aproksimaciju funkcije f triju varijabla

oko (g, Yo, 20), iz koje dobijemo pribliznu formulu za prirast funkcije oko (xq, yo, 20):
Af = f(zo+ Az, 20 + Ay, ¢ + Az) &

%(xOvyOa Zo)Aif +
Tu je f(z,y,2)

Azx =0.2, Ay =-0.2, Az=0.1.

DaIJe v1dJe11 smo ve¢ da je:
f of _

Ve 2+y Varyitz2) O

y of

B P
?i(xo,yo,zo)Ay + 9L (20, y0, 20) Az.

=\ x? + y2 + 227 (:EanOaZO) =

(3,6,6),

\/x2+y2+z2’ 9z

Vaityrta?



Dakle, f(3,6,6) =9, §to je pocetna
e 9 0,
5£(3,6,6) = %, 5£(3,6,6) = §L(3,6

=3,

udaljenost tocke T od ishodista,
,6) = 2, ikonatno: Af ~1-02—-2.02+

%0.1 = 0, pa se udaljenost prakti¢no nije promijenila (sl.1.). Izravnim ra¢unom

dobijemo da je nova udaljenost v/3.22 + 5.82 + 6.12 ~ 9.005.

2 A

ax

ina.

(32, 5.8,6.1)
T(316)

Geometrijska interpretacija linearne aproksimacije - tangentna ravn-

Za funkciju f jedne varijable, formula linearne aproksimacije oko xg:

f(x) = f(xo)

+ f'(w0)(z — x0)

geometrijski se interpretira time $to je pravac s jednadzbom

y = [f(wo) +
tangenta na graf funkcije f u tocki (x
tangentu: f(z) se zamijeni s y, a pribl

[r do ff {:c.';"

f'(wo)(z — 20)

0,Yo) (sl.2). Uocite prijelaz s formule na
izna vrijednost znakom jednakosti.

1:.{&:"\

=L 75 1) (%)




Analogno tome, formula linearne aproksimacije funkcije f oko (xg,yo):

) oo 0) + 5L (0,0 = 50) + 5 20, 30) 4 = 0)

geometrijski se interpretira time §to je ravnina s jednadzbom

= o, 0) + GGz o) = ) + 5 (2, 10) (0~ o)

tangentna ravnina na graf funkcije f u tocki (xo,vo, f(zo,¥0))) (sl.3). Uocite
da je u obje formule desna strana ista.

'
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Primjer 3. Odredimo jednadZbu tangentne ravnine na graf funkcije f(z,y) :=

V6 — 22 —y? u tocki (1,2,1).

Koristeci se rezultatom Primjera 1, dobijemo jednadzbu
z =6—x —2y. To znadi da je tofka (x,y, z) prostora na tangentnoj ravnini ako
i samo ako vrijedi z =6 — x — 2y.

Diferencijal funkcije dviju varijabla.
Prema usporedbi prirasta, pribliznog prirasta (na osnovi linearne aproksimacije)
i diferencijala funkcije jedne varijable:
Prirast funkcije f u z: Af(x) := f(x + Az) — f(x)
Priblizni prirast u z:  Af(z) =~ f/(x)Ax
Diferencijal u z: df (z) = f'(x)dz,
imamo analogne pojmove za funkcije dviju (ili vise) varijabla:



Prirast funkcije f u (z,y): Af(z,y):= f(x + Az, y —|— Ay) — f(z,y)

Priblizni prirast u (z,y): Af(z, y) 8:1: Lz, y)Am +2 o Lz, y)Ay

Diferencijal u (z,y): df(z,y) = 8w ! x, y)dx—i— (J: y)dy.

Uocite kako se diferencijal dobije iz formule za prlbhzm prirast, zamjenom Ax
s dz,Ay s dy, i znaka priblizne vrijednosti znakom jednakosti.

Analogno vrijedi za funkcije triju ili viSe varijabla.

Primjer 4. Odredimo diferencijal funkcije f(z,y,2) := /22 +y%2+22 1
diferencijal te funkcije u (3,6, 6).

Koristedi se rjeSenjem Primjera 2, dobljemo
df (z, vz z) = %L (z, y7 2)da + 5L (2, y, )dy+ L(z,y,2)dz =

\/z2+y2+z2 dz + \/12+y2+z2 dy+ \/z2+y2+z2 &
Uvrstavanjem z = 3, y = z = 6 (ali ne u dz, dy, dz), dobijemo:
d(f(3,6,6)) = gda: + gdy + gdz = %dm + %dy + %dz

Dodatak: Kvadratna aproksimacija funkcija dviju varijabla.
Prema uzoru na kvadratnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable oko zq:

Flao + Ax) & f(a) + £/(a0)Ar + L0 (A2
iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xg + Ax = =z,
Fla) & Flao) + F (o)l — w0) + L) (@ )2

definiramo kvadratnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko (xg,yo):

f(xo + Az, yo + Ay) = f(x0,y0) + g%(l“o,yo)AfE + 4 5 (2o, y0) Ay+

2 x
L0 55+ 2280 w0l Sy + 000

Frel (.’Eo, yO)

iliti, u drugom zapisu, uz zamjenu xo + Az = x i yo + Ay =y,

Sw) = 1o, w0) + 3;; (20, 90) (& — w0) + 55 (20, 30)(y — o)+
2L (20, 50) (& — 20) (5 — o) + A (0, yo) L.

2

gwf (an yo) L IO) +

Vidimo da formule, iz linearni dio, imaju dodatni, kvadratni dio. Uocite tri
pribrojnika u kvadratno dijelu; oni se odnose, redom, na (Ax)?, AxAy, (Ay)2.
Uz AxzAy nema dijeljenja s 2!, $to se moze tumaciti time $to se jedanput gleda
AzAy, a drugi AyAz.

Postoje analogne formule i za funkcije triju ili viSe varijabla.
Takodjer, postoje formule za kubnu aproksimaciju itd.

Primjer 5. Odredimo kvadratnu aproksimaciju funkcije
f(x,y) == In(x? + y?) oko (0, yo), posebice oko (1,0).

oo Of 2% af 2y
Vrijedi Ox  z2+y2’ Oy  2+y2’

Odavde dobijemo:



82f_ y2_m2
7 = 2

0%f _ —dxy
0z0y — (x2+y?)2>
Pf o, -y
ay2 (@2 y?)2"

Sad moZemo zapisati kvadratnu aproksimaciju (druga formula):
In(a? +y%) ~ In(ag + y3) + F%z (x — 20) + 7%= (y — o)+

z3+yg

2 2 2 2
%(Jﬂ —z0)? + (—4)%(1’ —20)(y — o) + %(y —y0)?

Ako sad stavimo (zg,yo) = (1,0), dobit ¢emo
In(z%+y?) ~ 0+2(z—1)+0-(y—0)+(=1)(z—1)>—4-0(x—1)(y—0)+1-(y—0)?,
.
In(z? +9?) = 2(x — 1) — (z — 1)2 + 2.



Lekcije iz Matematike 2.

9. Lokalni ekstremi funkcije vise
varijabla.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se obradjuje metoda za odredjivanje najmanje i najveée vrijednosti
funkcije dviju varijabla.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem
Problemi minimizacije i maksimizacije spadaju u najvaznije praktic¢ne i teoretske
probleme. Smisao je da se odrede vrijednosti argumenata u kojima neka funkcija
postiZe svoju najmanju ili najveéu vrijednost (lokalno ili globalno). Vidjeli smo
da se taj problem za funkcije jedne varijable rjeSava pomoc¢u derivacija. Sad
¢emo vidjeti da se analogan problem za funkcije vige varijabla rjeSava pomocu
parcijalnih derivacija.

III. Potrebno predznanje
Potrebno je poznavati pojam lokalnog ekstrema funkcije jedne varijable i metode
njegova odredjivanja. Takodjer, treba poznavati pojam i i geometrijsko znacenje
parcijalnih derivacija funkcije dviju varijabla, te jednadzbu tangentne ravnine
na graf funkcije f dviju varijabla u tocki grafa (zo, yo, f(zo, y0)):

= o) + 5 (oo o) = 20) + 5 (o, )0 = o)

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam i geometrijska predozba lokalnog ekstrema funkcije dviju
varijabla.
Prema uzoru na lokalni ekstrem funkcije jedne varijable (sl.1.), uvodimo pojam
lokalnog ekstrema funkcije f dviju varijabla (sl.2.):
f ima lokalni minimum u (x¢, ) ako je f(z¢,yo) najmanja vrijednost
u nekoj okolini od (zg,yo).
f ima lokalni maksimum u (z¢,y0) ako je f(zo,y0) najveéa vrijednost
u nekoj okolini od (xq,yo)-
Uocite da je tangentna ravnina na graf u lokalnom ekstremu usporedna s zy-
ravninom, i analogiju s lokalnim ekstremom funkcije jedne varijable, kod koje
je tangenta u lokalnom ekstremu usporedna s z-osi (sl.3.).
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NuZan uvjet ekstrema funkcije dviju varijabla - stacionarne tocke.
Iz jednadZbe tangentne ravnine na graf funkcije f dviju varijabla u tocki grafa
(o, Yo, f(z0,y0)) 1 geometrijske predodzbe lokalnog ekstrema, zaklju¢ujemo da
jednadzba tangentne ravnine u lokalnom ekstremu mora biti z = f(zo, y0), tj-
da su uvjeti:

1o} .0
6%:(90073/0) =0: 875(%’%) =0

nuZni uvjeti lokalnog ekstrema u (g, yo). Usporedite s lokalnim ekstremom
funkcije jedne varijable (sl.4.).

EI\ :/;{:-]'n'l

W4

Tocke koje zadovoljavaju nuzan uvjet ekstrema zovu se kriti¢ne tocke (kao
i kod funkcija jedne varijable). U kriti¢noj toc¢ki moze biti lokalni minimum ili
lokalni maksimum ili moze biti sedlasta tocka - analogon tocke infleksije za
funkcije jedne varijable (sl.5.).

"\f" Sedlots Tiha
w .S_'chf..[.-)'tu



Analogno se dobiju nuzni uvjeti lokalnog ekstrema za funkcije triju ili vise
varijabla, samo §to se ne mogu ovako jednostavno geometrijski predociti.

Primjer 1. Skicirajmo graf i odredimo kriti¢ne tocke funkcije:

a) f(z,y) == 2>+ ¢,

b) f(z,y) :=a>+y>+1

c) flx,y):=a*+y* -1,

d) f(z,y) :=a® -2 +y> -4y +5,
)f( y) =4 —a® —y?,

Pokusajmo odrediti njihov karakter.

Za a), b) i )Jea—i—2x13—£—2y

Zato je x = y = 0 rjeSenje sustava af =0, af =0, paje (0,0) jedina stacionarna
tocka. Iz slike 6. vidimo da je to uv1Jek minimum, samo §to je vrijednost
minimuma redom 0,1, —1.

Drugim rije¢ima, tjemena su redom 7°(0,0,0), 7(0,0,1), 7°(0,0, —1).
Uocite da ste do rezultata mogli doéi samo crtanjem grafa (bez traZenja sta-
cionarnih tocaka).

U d) je % =2r—21 % = 2y — 4, §to vodi do stacionarne tocke (1,2). I u toj
Y
je to¢ki minimum, $to se vidi iz jednakosti

2?2 =20 +y? —da+5=(r—1)*+(y—2)?

pa mozemo pisati f(z,y) := (z — 1)% + (y — 2)%. Slika je poput one iz a), samo

Sto je tjeme u (1,2,0) (sl.7.).
Ue)jegf —lea—f:

tofki maksimum (sl.8.).

—2y, pa je, opet, (0,0) stacionarna tocka. U toj je
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Primjer 2. Skicirajmo graf i odredimo kriti¢ne tocke funkcije f(z,y) = zy.

Tu je g—£ =yi g—i =z, pa je, opet, (0,0) stacionarna toc¢ka. U toj tocki nije
lokalni ekstrem, ve¢ sedlasta to¢ka. Graf nije lako jasno predodciti, ali se vidi
sljedece:

1. graf sadrZi koordinatne osi (jer je na njima xy = 0, tj. z = 0),

2. Za (z,y) iz prvog ili treceg kvadranta, graf je iznad, a za one iz treceg i
¢etvroga kvadranta, on je ispod xy ravnine.

Zato graf mozemo zamisliti kao sedlo: prednji dio sedla je iznad 1. kvadranta



(uzdize se), a straznji iznad 3. kvadranta (takodjer se uzdize). Desna i lijeva
strana sedla ide prema dolje i ona je ispod 2. i ispod 4. kvadranta. Kako se ti
dijelovi sastaju u ishodistu, ono se naziva sedlastom tockom (sl.9.).

"
£

A

Fizikalno, sedlaste tocke odgovaraju nestabilnim tockama procesa.

Dodatak. Kriterij lokalnog ekstrema i sedlaste tocke.
Prema analogiji s funkcijama jedne varijable, gdje se karakter stacionarne tocke
moze opisati pomocu derivacija viseg reda, izvodi se analogan, ali bitno slozeniji
kriterij, za karakter stacionarnih to¢aka funkcije dviju varijabla (sl.10).
Iz slike vidimo da je logi¢no da se uvjet: f”(xg) > 0 zamijeni s %(xo, yo) >0
i giy];(l'o,yo) > 0, slicno za f”(x¢) < 0. Pokazuje se da to nije dovoljno. Potre-
ban je joS jedan uvjet u kojemu sudjeluje determinanta sastavljena od drugih
parcijalnih derivacija u stacionarnoj tocki.
Evo opisa kriterija:
Neka je (xo,yo) stacionarna tocka od f. Definiramo:

2

A= %(mo,yo)
2

= gT,ch(%,yo)

2
B = aiafy(mo,yo)
A:=AC — B2,
Tada vrijedi:
(i) Ako je A < 0 onda je (zg,yo) sedlasta tocka.
(ii) Ako je A > 0 onda je (z,yo) tocka lokalnog ekstrema i to:
Za A < 0 to je lokalni maksimum
Za A > 0 to je lokalni minimum.
Uocite sli¢nost s kriterijom za funkcije jedne varijable.
Uocite takodjer, da je, uz uvjet A > 0, uvjet A > 0 ekvivaletan uvjetu C' < 0
(i sliéno za A > 0). Zato je dovoljno provjeriti bilo koji od tih uvjeta. Mi smo
stavili uvjet za A, a mogli smo i za C.
(iii) Ako je A = 0, kriterij ne daje odluku.




Primjer 3. - primjena kriterija. Odredimo lokalne ekstreme funkcije
f@,y) = a® = 3zy +y°.

Tu je 9L =322 — 3y i 3—5:3y273z.
Zato je:
A=6x,C =6y, B=-3,A=6x 6y—(—3)2=94ry—1).
Stacionarne se tocke dobiju iz sustava:
y=32%ixz=3y%
Dobiju se tocke: (0,0) i (1,1). Izrazi A, B,C, A mogu se gledati kao funkcije
dviju varijabla. Vidimo da je:
A(0,0) = —9 < 0 pa je (0,0) sedlasta tocka.
A(1,1) =27 > 0 paje (1,1) tocka lokalnog ekstrema.
Kako je A(1,1) = 6 > 0, zaklju¢ujemo da je (1,1) lokalni minimum.

Primjer 4. - primjena pojma lokalnog ekstrema. Od svih kvadara
zadana obujma odredimo onaj minimalna oplogja.

Prije rjeSavanja napomenimo da su zadatci ovoga tipa vrlo su vazni u prim-
jeni, jer organske i anorganske tvorevine ¢esto imaju ovakvo (ili nekakvo druggije)
svojstvo minimalnosti. Naravno, ovaj je zadatak zanimljiv za minimizaciju
potro$nje materijala.

Oznac¢imo s x,y, z duljine bridova kvadra, s O oplo§je i s V' obujam. Tada
je
V =2yz, tj. z = % 10 =2(xy+zz+yz) =2(xy + % + ¥, pa se zadatak
svodi na odredjivanje minimuma funkcije

VoV
fl@y)=ay+ —+ —
Ty

za, pozitivne z,y. Dobijemo:
of _ | \%

=Y mlg =T
Stacionarne tocke dobijemo iz sustava:

Y= r= 4,

odakle dobijemo zy? = yz?2, tj. y = = (jer je =,y > 0). Uvritavanjem u neku
od gornjih jednadzba, dobijemo: = =y = z = V/V. Zakljutujemo da je rjesenje
kocka. Dakle:

Od svih kvadara stalnog obujma, najmange oplosje ima kocka.

Da je dobiveno rjeSenje minimum, a ne maksimum, mozemo zakljuciti na dva
nacina:

1. nacin (Cisto matematicki, pomocu kriterija). Postupak provedite sami.

2. natin (zdravorazumski). Oplo§je nema najvece vrijednosti, uz stalni obujam
moze biti po volji veliko (objasnite). Zato stacionarna toc¢ka treba biti minimum.

V. Pitanja i zadaci
1. Provjerimo kriterij ekstrema na funkcijama iz Primjera 1 i Primjera 2.

2. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) := 2® — 3zy? + 3y



Lekcije iz Matematike 2.

10. ViSestruki integrali - uzastopno
integriranje.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se uvodi pojam dvostrukog i, opéenito, viSestrukog integrala i ob-
jasnjava njegovo geometrijsko znacenje. Takodjer se obja$njava jedna metoda
efikasnog ra¢unanja dvostrukog integrala - uzastopno integriranje, u pravokut-
nim i u polarnim koordinatama.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem
Problem odredjivanja obujma tijela koji su omedjeni zakrivljenim plohama odavno
je vazan matematicki i prakti¢ni problem. Taj se problem nacelno rjesava po-
mocu dvostrukog integrala (analogno tome kako se problem povrsine rjeSava
pomocu obi¢nog - jednostrukog integrala).

III. Potrebno predznanje
Potrebno je poznavanje pojma funkcije dviju varijabla i njena grafa, te pojam
i gemetrijsku interpretaciju odredjenog integrala funkcije jedne varijable - jed-
nostrukog integrala. Takodjer je potrebno poznavati pojam obujma i racunanja
obujma prizme.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Obujam ispod grafa pozitivne funkcije dviju varijabla.
Analogno tome kako graf pozitivne funkcije f jedne varijable zatvara s osi x
povrsinu (sl.1.), tako graf pozitivne funkcije dviju varijabla s xy-ravninom zat-
vara prostor (sl.2.). U prvom sluéaju rije¢ je o povrsini ispod krivulje, a u
drugom o prostoru ispod plohe.

-'k:] ,}l"..f.u‘*
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Primjer 1. - polukugla. Polukugla polumjera R moze se shvatiti kao dio
prostora izmedju grafa funkcije f(x,y) = /R? — 22 — y? i xy-ravnine (sl.3.).

Djeli¢é obujma - diferencijal obujma.
Prema uzoru na djeli¢ povrsine AP(z) ispod grafa pozitivne funkcije f jedne
varijable, a iznad segmenta od z do x + Az duljine Ax, pribliznu vrijednost

AP(z) = f(x)Az
i diferencijal povr§ine u x:
dP(z) = f(z)Ax

definiramo djeli¢ obujma AV (z) ispod grafa pozitivne funkcije f dviju varijabla,
aiznad pravokutnika sa stranicama duljina Az, Ay s jednim vrhom u tocki (z, y)
kao na slici 4. Vidimo da taj pravokutnik ima povrS§inu Ax - Ay, i da je

AV (x) = f(z)AzAy



odakle definiramo diferencijal obujma u (z,y):

dV(z,y) = f(z,y)dxdy

A4, AVikay R Ay 8x4d

Racunanje obujma ispod pozitivne funkcije - dvostruki integral
pozitivne funkcije.
Kod funkcije jedne varijable imali smo pozitivnu funkciju f, segment [a,b] na
z-0si i povr§inu P izmedju segmenta i grafa. Veza izmedju tih veli¢ina dana je
odredjenim integralom

P / ' Hayds

koji se moze pisati kao

(Gitamo: integral funkcije f po segmentu [a,b]).
Analogno, kod funkcija dviju varijabla imamo pozitivnu funkciju f dviju vari-
jabla, podruéje D u xzy-ravnini i obujam V izmedju D i grafa funkcije f. Imamo

i analognu vezu
v [ [ sy
D

(Gitamo: dvostruki integral funkcije f po podrucju D).

Smisao dvostrukog integrala je ukupni obujam, koji je priblizno suma djeli¢a
volumena iznad malih pravokutnika kad podrucje D podijelimo kao na slici 5.
Intuitivno, zamisljamo da smo integriranjem zbrojili beskona¢no mnogo difer-
encijala povrgina f(x,y)dzdy kad (z,y) prolazi svim tockama podruc¢ja D i tako
dobili ukupni obujam.



&(J c
Primjer 2. U Primjeru 1. imamo

f(x7y) = VRQ_'%Q_yz;

D := krug u zy ravnini polumjera R sa sredi§tem u ishodistu,

a dvostruki integral
// V1 — 22 —y2dady
D

ima znacenje obujma polukugle polumjera R.

Primjer 3. (i) f fD zydxdy, gdje je D kvadrat u prvom kvadrantu zadan
s0<z<Ri0<y<R(sl.6.), ima znacenje obujma izmedju tog kvadrata i
sedlaste plohe.




(ii) [ fD xydxdy, gdje je D dio kruga polumjera R u prvom kvadrantu zadana
s0<z<Ri0<y<+VR?—2?%(sl.7.), ima znacenje obujma izmedju tog dijela
kruga i sedlaste plohe.

Al

Izradunavanje dvostrukog integrala - uzastopno integriranje.
Ne postoji op¢a metoda za racunanje dvostrukog integrala [ [, f(z,y)dzdy za
svako podruc¢je D. Takva metoda postoji ako je podrucje D kao na slici 8., tj.
ako je zadano nejednakostima

a<z<big) <y<ip()

Tada se dvostruki integral svodi na dva uzastopna jednostruka integrala, prema

formuli: b ()
f(z,y)dzdy = | | f(z,y)dyldz
I/, I

Sli¢no je pri zamjeni = i y koordinate, tj. ako je zadano nejednakostima

c<y<digply) <z <ipy)

Tada se dvostruki integral svodi na dva uzastopna jednostruka integrala, prema

formuli: PR
flz,y)dedy = [ f(z,y)dz]dy
/), [,
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Opis postupka uzastopnog integriranja.
1. korak - racunanje integrala fﬁg) f(z,y)dy kao integrala po varijabli y, uz
uvjet da je u podintegralnoj funkciji varijabla = konstanta; rezultat ée biti neka
funkcija ovisna o z.
2. korak - integriranje dobivene funkcije po x; rezultat ¢e biti broj.
Objasnjenje postupka uzastopnog integrala.
Rezultat 1. koraka moze se, za svaki konkretni z, interpretirati kao povrsina
presjeka zadanog obujma s ravninom kroz x okomito na os apscisa, a usporedno
s yz ravninom. Drugi korak zamisljamo kao "zbrajanje" svih tih povrSina za
sve z od a do b i tako dobijemo trazeni obujam.

Primjer 4. - primjena uzastopnog integriranja. Izra¢unajmo obujam
iz primjera 3.
(i) Tu je f(z,y) := zy, D kvadrat stranice R u prvom kvadrantu, pa je a =
0 b=R, (/)( ) =0, ¥(z) = R, dakle
ffD x,y dmdy—ffnyda:dy—
fo fo xydyd$:f0 7 fRRxd _R22|0 IZ‘*
(i) Tu je opet f(x,y) := zy, ah sad je D dio kruga polumjera R u prvom kvad-
rantu pajea—O b=R, ¢(x) =0, ¥(x) =+vR?— 22, dakle
ffD T,y dxdy—ffnydxdy—
2 2 2 —_
fo ™ i = [5) BT = e = (5
) 1§= 2
Dakle Vi = 2V, (komentirajte).

Dvostruki integral u polarnim koordinatama. U primjenama katkad
je prirodnije razmatrati polarne koordinate umjesto pravokutnih, Kartezijevih.
Polarne koordinate su analogne trigonometrijskom prikazu kompleksnog broja:
kako je svaki kompleksni broj z razli¢it od nule jednozna¢no odredjen svojom
apsolutnom vrijedno$¢u |z| i argumentom (kutom) ¢ , tako je i svaka tocka T'
ravnine jednozna¢no odredjena udaljenoséu od ishodista r, i kutom ¢ §to ga
spojnica OT zatvara s pozitivnom zrakom z-osi (slika 9.). Uobicajena je ova
terminologija:
realni brojevi z, y su kartezijeve koordinate tocke T', uredjeni par (z,y) je prikaz
tocke T u Kartezijevim koordinatama,
porzitivan realan broj r, i realan broj ¢ uz 0 < ¢ < 27, su polarne koordinate
tocke T, uredjeni par (r, ¢) je prikaz totke T u polarnim koordinatama.

A

!




Veza izmedju kartezijevih i polarnih koordinata (sl.10.).
Formule kojim se iz polarnih koordinata dobiju kartezijeve:
T =7cos@, y=rsingp.

o

Y= 51'«(13,0-*"1?)
= ¢ huY

_x=v Co» (180-¥)
v -(=- YY)

Al 18

Primjer 5. - jednadZbe u polarnim koordinatama.
Na sl.11. predoceni su neki podskupovi ravnine i njihove jednadzbe u polarnim
koordinatama.

Prv & ssdwatk
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Djelié povrsine i obujma, diferencijal povrsine i obujma u polarnim
koordinatama (sl.12.).



AP(r,¢) = rArA¢d
dP(r,¢) = rdrde.
Dakle, dxdy u kartezijevim koordinatama, prelazi u rdrd¢ u polarnim koordi-
natama.
Zato je djeli¢ obujma $to ga nad djelicem povrSine ¢ini pozitivna funkcija f:
AV (r,¢) = f(rcos ¢, rsin¢)rArAe,
a pripadni diferencijal obujma

dV (r,¢) = f(rcos ¢, rsin¢)rdrde.

Dvostruki integral u polarnim koordinatama (sl.13.).
Ako je podrudje D zadano u polarnim koordinatama nejednadzbama:
$1 < < p2iri(¢) <7 <ra(g), onda je

//Df(x,y)d:z:dy = /(j2 [/TT2(¢) f(rcos ¢, rsin ¢)rdr]de

1(#)

3 =¥

T
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Primjer 6. - obujam polukugle polumjera R. Prema primjerima 1. i 2.
vidimo da tu podruéje D zadovoljava uvjete za uzastopno integriranje. Naime,
krug polumjera R zadan je uvjetima

—R<z<Ri —+vVR2-—22<y<+VR?2-—2?
Zato je:
V=[[p,VR?—x?—y*dedy = fiﬁf_% R? — 22 — y2dy|dx.
Vidimo da se problem svodi na ra¢unanje kompliciranih integrala. Medjutim,
uz pomo¢ polarnih koordinata, ra¢un postaje puno jednostavniji. Naime, u po-
larnim se koordinatama krug polumjera R zadaje nejednadzbom r < R, dakle:
0<¢<2ri0<r < R. Takodjer, vrijedi z? —|— y? =712, pa dobijemo:

V=[[,VR?— 2% —y2dzdy = |, fo VR?2 — r2rdr]ld¢ = [R?—r? = 12, rdr =

ftdt

2 3 3 3
Tt ddo = 77 B dp = () [ir= L,

sto je obujam polukugle polumJera R.

Dvostruki integral bilo koje funkcije dviju varijabla.
Analogno interpretaciji jednostrukog integrala prema kojem je integral nega-
tivne funkcije suprotan povrsini izmedju grafa i z-osi, dvostruki integral nega-
tivne funkcije je suprotan obujmu izmedju grafa i zy-ravnine.
Takodjer, uzastopno integriranje i zamjena s polarnim koordinatama mogu se
primijeniti opcéenito, a ne samo za pozitivne funkcije.

Trostruki, visestruki integral.
Analogno dvostrukom definira se trostruki integral, ali tu ga ne¢emo obradjivati.



Lekcije iz Matematike 2.

11. Primjena viSestrukog integrala.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se ilustriraju dvije primjene dvostrukog integrala u inZenjerstvu. Prva
je u rjeSavanju problema mase nehomogenog podrucja u ravnini, a druga u
odredjivanju njegova tezista (to je ujedno i primjena u vjerojatnosti i statistici,
za dvodimenzionalne razdiobe). Napominju se i analogne primjene trostrukog
integrala. Takodjer se ilustrira primjena dvostrukog integrala za racunanje
povrsina i jedna primjena u vjerojatnosti.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem
Problem mase i tezi§ta ravne nehomogene tanke ploce ili tijela, vrlo je Cest u
primjenama. Taj se problem moZe rijesiti pomoc¢u dvostrukog integrala (odnosno
pomocu trostrukog integrala), pod uvjetom da poznajemo gustocu ploce (odnosno
gustocu tijela).

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam dvostrukog integrala i metode ra¢unanja us-
astopnim integriranjem i u polarnim koordinatama. Takodjer je potrebno poz-
navati sljedece fizikalne pojmove:

1. Pojam mase i funkcije gusto¢e mase.
2. Pojam tezista nehomogenog segmenta.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Funkcija gustoée mase podruéja (plo¢e) D u ravnini.
Zamislimo da je masa m tanko razmazana po podrucju D u ravnini. Postoje
dvije bitno razli¢ite moguénosti. Prva je da je masa razmazana jednoliko; tada
kazemo da je podrudje homogeno (homogena plo¢a). Druga je moguénost da
je masa razmazana nejednoliko (nehomogeno podrudje). Tada se karakter raz-
mazavanja opisuje funkcijom gustoée mase f. Srednja gusto¢a mase na malom
pravokutniku sa stranicama Az, Ay (sl.1.), prema definiciji je omjer mase i

povrsine:
Am
[l y) = Az Ay

Prelaskom na limes, dolazimo do pojma gustoce u tocki (z,y):

. Am
1m e e——
Ax—0, Ay—0 Ax - Ay

flz,y) =
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Masa nehomogenog podruéja D u ravnini u ovisnosti o gustocéi.
Iz diferencijalne relacije Am =~ f(z,y)AzAy, dobijemo dm = f(z,y)dzdy (to
slijedi i izravno iz definicije gustoce u tocki). Zato je, prema definiciji dvostrukog
integrala,

m:/Df(x,y)da:dy

Primjer 1. - primjena formule za masu podruéja
Neka je D pravokutnik zadan relacijamas:

0<z<ai0<y<?b

i neka je redom, funkcija gustoée mase

a) f(x,y) =3, b) f(x,y) =z, C) f(iU,y) =2y

(i) Predoc¢imo graficki raspored mase i interpretirajmo.

a) Graf je pravokutnik - dio ravnine usporedne s zy ravninom iznad zadanog
pravokutnika D (sl.2). Masa je jednoliko razmazana; na jedinicu povrsine dolaze
3 jedinice mase.




b) Graf je dio kose ravnine iznad pravokutnika D, a zadan je jednadzbom
z = z (sl.3.). MoZemo zamisliti da je masa razmazana po pravokutniku D
nekim valjkom kojeg smo postavili na vertikalnu stranicu b, i gurajuci valjak
horizontalno (uzduZ osi z), koliinu namaza pojac¢avamo jedini¢nom brzinom.
Vertikalne linije (dijelovi pravaca s jednadzbom x = ¢, za 0 < ¢ < a) imaju
stalnu gustoéu namaza.

c¢) Graf je dio sedlaste plohe iznad pravokutnika D. Da do€aramo promjenu
gustoce namaza, nacrtamo dijelove hiperbola s jednadzbama zy = ¢, za ¢ > 0; te
hiperbole imaju stalnu gusto¢u namaza c, a gustocéa se povecava s povecavanjem
parametra c (sl.4.).

d

gt h’
M=

=5 3 =
| b ALY

(if) Odredimo ukupnu masu m.
a) m = 3 - ab jer je, pri jednolikom namazu, masa jednaka umnosku povrsine i
gustoce (to se moze dobiti i integriranjem).

by m= [, f(z,y)dedy = foa[fob xdyldx =

a =b a 2p
Jo [zy [8=p)dx = [y brdx = 452,
Vidimo da je masa proporcionalna b, i kvadratno proporcionalna a. Objasnite!

C) m = fD f(:r,y)dxdy = foa[fob mydy]dm =



7yb ap? _ a’b?
INE yodac— Cadr = -,

Vidimo da je masa kvadratno proporcionalna i a i b. Objasnite!

(iii) Podijelimo podruc¢je D vertikalnim pravcem (ili druk¢ije) na dva dijela
jednakih masa.
a) RjeSenje je pravac s jednadzbom z = §. Na slici 5. predoceno je to i neka
druga rjeSenja.

b) Treba biti:

) 2
fofoxdydx——bt].%b— b tj. c= .
Na slici 6. je to i jo§ jedno rjeSenje. PokuSajte naci jos neko.
c) Treba biti:
e rb a2b? . e2p? a a
fo [fo xydy]dx = 8b ) U)- 4b = 8b = E)
kao i u b). Komentirajte!
=
[N
| >
| X
| \3 X
|
| j[é‘
A5

(iv) Procijenimo polozaj teZista podru¢ja D u odnosu na sjeciste dijagonala.
a) Teziste je u sjecistu dijagonala
b) Teziste je u tocki (c, 2) gdje jec> § )
c) Teziste je u tocki (c,d) gdje je ¢ > § i d > 5 (s1.7.).



fonzy= 3 fea)== S
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TezZiste ravne plo€e - podruéja D u ravnini.
Na osnovi formule za teZiste segmenta [a, b] gustoce f(x):

fab xf(z)dx
rp = H—————
fa f(z)dz
i definicije tezista, dobijemo prvu i drugu koordinatu tezista podrucja D gustoce
flz,y):
Jpz f x,y)dzdy
= [p [z, y)dady

Krace z7 = M‘
Sli¢no,
M
fD xz,y dxdy
j xz,y)dxd
ti. yp = Jpplw)drdy

Primjer 2. - primjena formule za zr i yr.
Odredimo koordinate tezista podrudja iz Primjera 1.
Jp af(zy)dady fo fo x-3-dyldx 3a2b a

— 2 — a
a') T = m 3ab T~ 3ab T 2

Sli¢no se dobije yr = g, kako smo i predvidjeli u Primjeru 1.(iv).

3
b) Trr = ID zf(x,y)dzdy _ fo [fo $$dy]d fo [:v y‘ ]dw faba:zdz _ aTb _
T m aZb 2b e 57
2 7 2 2 2
a
3
Jpyf(@y)dedy _ [P1) wy-dylde _ f5' (22 [V=0]da ab2s b2
— JD ) o0 lJo 0 0 _Jos 3 b
y m a2b a2b % % 3
y2 jy=b 2
C) Ty = Jpaf(zy)dedy fo [fo x;g dyldx fo[ 2/222 “oldz _ fe %z;dz _
3,2 " o= bt aZs?
a3b
2,
257 = ?a
1
2,3
_ Jpyfly)dedy _ Jf§ [fL y-ay-dylda _ s td _ Lt Boadp a2
yT - m a2b2 22 2b2 = oz T
2b R N 1
3



Rezultati su predoceni na sl. 8. Prokomentirajte te rezultate.

4
b
T(H%
L
o
Lhgy=
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Primjer 3 - primjer gustoée pri kojoj je masa ravnine konac¢na.
Neka je masa razmazana po cijeloj ravnini prema pravilu za gustocu f(x,y) :=

a?4y? .
e~ 2 . Odredimo masu.

Koristit éemo se polarnim koordinatama:

m = f fR2 e 12;1}2
fo% [fooo e’érdr]d(b,

§to, nakon zamjene t = é, dt = rdr, postaje:

m = [ZT[ e tdi]dp = [T [(—e ) [)dd = [T 1-dp = 2.



Lekcije iz Matematike 2.

12. Obic¢ne diferencijalne jednadzbe
1.reda.

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se sustavno rjeZavaju obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe 1.
reda i komentira njihova uloga u primjenama. Posebno se podsijeé¢a na diferen-
cijalne jednadzbe koje smo obradjivali u 2. lekciji, koje su poseban slucaj ovih
jednadzba:

1. jednadzbu radioaktivnog raspada.

2. jednadzbu hladjenja (odnosno zagrijavanja) tijela.

Pojam diferencijalna naznacuje da je rije¢ o jednadzbi u kojoj se pojavljuje
derivacija, pojam obi¢na da je derivacija funkcije jedne varijable (za razliku od
parecijalne), a 1.reda da se ne pojavljuju druge derivacije niti derivacije viseg
reda.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matemati¢ki problem

Ako imamo dvije zavisne varijable, recimo x,y, onda je temeljni problem
odredjivanje analiticke veze medju njima. U prirodnim znanostima i u inZenjer-
stvu, tom se problemu pristupa eksperimentalno. Cesto se iz eksperimentalnih
podataka ne moze naslutiti izravna veza medju tim veli¢inama, ali se moze
naslutiti veza izmedju z,y i v’ gdje je ' brzina promjene veli¢ine y s obzirom

na promjenu veli¢ine z, dakle 3 := j—g. Na primjer, kao smo ve¢ vidjeli u 2.
lekciji, eksperimentalno se dade naslutiti veza

y' = —ky,

gdje je t vrijeme, y koli¢ina radioaktivne materije (na primjer (C—14))iy’ := %

(tu je, umjesto z varijabla t).

Vidjeli smo kako se iz diferencijalne jednadzbe moze odrediti koli¢ina radioak-
tivne materije y(¢) za svaki t (uz uvjet da znamo pocetnu koli¢inu y(0) i koefi-
cijent k koji je karakteristika materije). Opcenito, sve se odvija prema shemi iz
sl.1.
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II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam derivacije prvog reda i pojam neodredjenog in-
tegrala. Takodjer je potrebno poznavati fizikalnu interpretaciju prve derivacije
kao brzine. Dakle, ako su dvije veli¢ine x,y povezane relacijom y = f(z), onda
se brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine x opisuje derivaci-
jom f'(z) funkcije f po z, tj. s %; §to se se zapisuje kratko i kao 1’, odnosno
%. Krace:

- dy

Brzina v(z) od y (s obzirom na z) := y'(z) =

(tu su navedene razli¢ite oznake).

Za razumijevanje te fizikalne interpretacije treba poznavati ¢injenicu da je Z—Z ~
Ay
Ax*

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam obi¢ne diferencijalne jednadZbe 1. reda.
Pojam smo djelomi¢no upoznali u 2. lekciji. Polazi se od dviju zavisnih veli¢ina

z,y 1 brzine od y s obzirom na =z, tj. 1’ := %-
Umjesto z, y Cesto se koriste oznake t,y,y’ := %, ako gledamo promjenu veli¢ine
y u vremenu t (takodjer ¢, x, 2’ := ‘fi—f isl).

Obi¢na diferencijalna jednadZba 1.reda je analiticka veza izmedju z,y iy’



Primjer 1. - nekoliko obi¢nih diferencijalnih jednadZba 1.reda.
/

i)

v)y = 3(z?+ 1)y =e”.

vi) y2y — zsiny + ¥ = 0.

vii) 2yy’ = 1.

Napomenimo da je (i), ako je parametar k pozitivan, diferencijalna jednadzba
raspada (ali i genetske mutacije), (ii) je tipa diferencijalne jednadzbe hladjenja,
(iii) je tipa diferencijalne jednadzbe istjecanja tekuéine, (iv) prirodnog rasta, a
(v), (vi) i (vil) nemaju neko jasno fizikalno znacenje.

Uocimo da se 4’ pojavljuje u svim jednadZbama, dok se y i x (odnosno t), ne
moraju pojaviti.

(
(
(
EiV) @t = ky(M —y)
(
(

Rijesiti diferencijalnu jednadZbu 1.reda znaci iz jednadzbe eliminirati
derivaciju 3’ tako da ostanu samo z i y (§to nam i treba jer trazimo vezu izmedju
njih).

Primjer 2. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu (22 + 1)y’ — 2xy = 0.
Rjesenje provodimo tzv. metodom separacije varijabla, tj. odijelimo y i z.

1.korak. Uvodimo oznaku y = %:

x2—|—1)§—;’ —2zy = 0.

2. korak. y stavljamo na lijevu stranu, a  na desnu.

- _2r_g,

y — @2+l ..

3. korak. Integriramo posebno lijevu, a posebno desnu stranu:

[l = [ e

Yy x2+1

Inly| = In(z? + 1) + InC, C > 0 (tu smo konstantu ovako zapisali, jer ¢e nam
tako konac¢ni zapis biti skladniji).

Time je derivacija eliminirana i ovo mozemo smatrati rjeSenjem, ali pozeljno je
rjeSenje pojednostavniti.

4. korak. Sredjivanje.

In|y| =W[C(z*+1)], C >0

lyl =C(z*>+1), C >0

y==xC(z*+1), C>0

y = C(z®2 4+ 1), C € R (tu smo +C zamijenili s C, s tim da je sad C bilo
koji realan broj; posebno smo uvrstili i C' = 0 jer je y = 0 rjeSenje pocetne
jednadzbe).

Rjesenje

y=C(*+1), CER

zovemo opéim rjeSenjem jer se u njemu pojavljuje neodredjena konstanta C'.
Partikularno rjeSenje je svako konkretno rjesenje, tj rjeSenje u kojemu je
specificirano C. Na primjer,

y=0,y=2?+11iy=—2?—1 su partikularna rjefenja (dobiju se, redom, za
C=0,C=1,C=-1) (sl.2).
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Cauchyev problem prvog reda. To je sustav diferencijalne jednadzbe
prvog reda i pocetnog uvjeta, tj. vrijednosti veli¢ine y za x = 0 ili za neku
drugu konkretnu vrijednost veli¢ine x:
y(zo0) = Yo-

Cauchyev problem ima jedinstveno rjeSenje. Naime, iz poCetnog uvjeta mozemo
odrediti konstantu C. To ¢emo ilustrirati primjerom povezanim s predhodnim.

Primjer 3. Rijesimo Cauchyev problem:
(22 4+ 1)y’ — 22y = 0.
y(0) = 2.
Vidjeli smo da je opée rjefenje y = C(22 + 1), C € R. Uvrstavajuéi pocetni
uvjet, dobijemo:
2 = C(0% + 1), dakle C = 2, pa je konaéno rjeSenje y = 222 + 2.

Obié¢na linearna diferencijalna jednadZba 1. reda je takva jednadzba
u kojoj se ¢’ i y pojavljuju kao linearne funkcije odvojeno jedna od druge.
Na primjer, u 2. su primjeru (i), (ii), (iv) i (v) linearne, (iii) nije jer se pojavljuje
V¥, a (vi) nije iz vise razloga (pojavljuje se siny, ali i eV te y'?).
Jednadzba (vii) nije linearna iako se, naizgled y, v’ javljaju kao linearne. Naime,
kad se razdvoje, dobije se 3/ = i Jednadzba u 2. primjeru je linearna. Dakle,
pojam linearan odnosi se na y i 3/, ali ne na z.
Opéenito, linearna diferencijalna jednadzba 1. reda moZze se zapisati kao:

Y —h(z)y = g(x)



gdje su h i g realne funkcije. Ako je g nula funkcija dobije se homogena linearna
diferencijalna jednadzba 1. reda:

Y —h(z)y=0

Na primjer, jednadzba iz 2. primjera je homogena. Ona se moZe napisati u

ekvivalentnom obliku:

Yy — mgf_ly =0, pa je tu h(z) := Igil

Kako smo nju rijesili (metodom separacije) tako mozemo i bilo koju homogenu:
Y — p(x)dx

Yy

y=Cel® CeR,

gdje je H neka primitivna funkcija funkcije h, tj. H' = h.

RjesSenje nehomogene linearna diferencijalna jednadZba 1. reda
Y — h(x)y = g(x).
1. korak. Rijesi se pripadna homogena jednadzba: 3’ — h(x)y = 0. Dobije se
y=Cell® CeR.
2. korak. RjeSenje nehomogene se trazi u obliku y = C(z)ef(*)| dakle da se u
rjeSenju homogene umjesto konstante ¢ uvrsti funkcija C(x).
Daljnji postupak objasnjavamo primjerom.

Primjer 4. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu (z%+1)y’ —2zy = 2z(2%+1)2.
Jednadzba se moze zapisati kao:
Y — Fy = 2a(2? 4+ 1)
1.korak Pripadna je homogena jednadzba y’ — x?ily = 0, §to je samo drukéije
zapisana jednadzba iz 2. primjera. Zato joj je rjeSenje:
y=C(z*+1), C€R.
2. korak. Rjefenje nehomogene trazimo u obliku y = C(z)(z% + 1).
Deriviranjem dobijemo: y' = C'(x)(2? + 1) + 22C(x).
Uvrstavanjem tih dviju relacija u nehomogenu jednadzbu dobijemo:
C'(x)(z? +1) + 22C(x) — Tf—f_l C(z) (22 +1) = 22(2? + 1), tj. C'(x)(z?+1) =
2z(2% + 1), tj. C'(z) =2z, tj. C(z) =2+ K, K € R.
Uvrstavajuéi u y = C(x)(z? + 1), dobijemo kona¢no rjeSenje:
y= (22 +K)(@*+1), K €eR.
Izravna provjera pokazuje da je to zaista rjeSenje.




Lekcije iz Matematike 2.

13. Obic¢ne diferencijalne jednadzbe
2.reda.

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se sustavno rjeSavaju obicne linearne diferencijalne jednadzbe 2.
reda s konstantnim koeficijentima i komentira njihova uloga u primjenama.
Posebno se podsije¢a na diferencijalne jednadzbe gibanja po pravcu pri djelo-
vanju stalne sile (vertikalni hitac) i titranja (gibanje po pravcu uz djelovanje
sile usmjerene prema ishodi§tu i po intezitetu proporcionalne udaljenosti od
ishodiZta). Pojam 2.reda odnosi se na to da se pojavljuju druge derivacije, ali
ne derivacije 3. ili viSeg reda.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematiéki problem

Ako imamo dvije zavisne varijable, recimo x,y, onda je temeljni problem
odredjivanje analiticke veze medju njima. U prirodnim znanostima i u inZenjer-
stvu, tom se problemu pristupa eksperimentalno. Cesto se iz eksperimentalnih
podataka ne moze naslutiti izravna veza medju tim veli¢inama, ali se moze naslu-
titi veza izmedju x,y, y' i vy’ gdje je vy’ brzina promjene veli¢ine y s obzirom

na promjenu veli¢ine z, dakle ' := %, a y” akceleracija te promjene, , dakle
2
Yy’ = ZTZQ’. Ako razmatramo vremenski proces onda obi¢no imamo varijable ¢

(za vrijeme) i y ili « (za poloZaj, koli¢inu i sl.). Tada je y’ := % itd.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam derivacije prvog i drugog reda i pojam neo-
dredjenog integrala. Takodjer je potrebno poznavati fizikalnu interpretaciju
prve derivacije kao brzine i druge derivacije kao akceleracije te vezu sile i akcel-
eracije. Dakle, ako su dvije veli¢ine x,y povezane relacijom y = f(z), onda se
brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine x opisuje derivacijom
f'(z) funkcije f po x, tj. s %; §to se zapisuje kratko i kao ', odnosno %, dok se
akceleracija (ubrzanje) te promjene opisuje drugom derivacijom f”(z) funkcije
fpowx tj s Zi—’;; §to se se zapisuje kratko i kao y”, odnosno 3272. Dalje, sila je
proporcionalna akceleraciji (keoficijent proporcionalnosti je masa).

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam obi¢ne diferencijalne jednadZbe 2. reda.
Pojam smo djelomi¢no upoznali u 2. lekciji. Polazi se od dviju zavisnih veli¢ina



x,y brzine od y s obzirom na z, tj. 3 := % te akceleracije od y s obzirom na
. 2
z, tj. Y = LY
Umjesto x, 7y Cesto se, pri vremenskim procesima, koriste oznake t,y,vy’,y", gdje
2
jey = ‘(Z’ iy = %. (takodjer t,x, a’, 2" 1sl.).
Obléna dlferencijalna jednadZba 2.reda je analiticka veza izmedju z,vy, y’

iy,

Primjer 1. - nekoliko obi¢nih diferencijalnih jednadZba 2.reda.
Dy'=a
(i) y + Wy =0
(iii) y" +py’ +qy =0
(iv) v" +py +qy —g( )
(v ”—3(33 + 1)y +ay =e".
(vi) 4%y — xsiny + ¥ = 0.
(vii) 2yy" = 1.
Napomenimo da je (i) diferencijalna jednadzba gibanja po pravcu pri djelovanju
stalne sile, (ii) titranja, (iii) i (iv) su op¢a homogena odnosno nehomogena lin-
earna diferencijalna jednadzba 2.reda s konstantnim koeficijentima (i mnoge od
njih imaju jasna fizikalna znacenja), a (v), (vi) i (vil) nemaju jasna fizikalna
znaCenja. Uocite da se u jednadzbama ne mora pojaviti ni « ni y ni ¢, ali y”
mora.

Rijesiti diferencijalnu jednadZbu 2.reda znadi iz jednadzbe eliminirati
derivacije 3 i y” tako da ostanu samo x i y (§to nam i treba jer traZimo vezu
izmedju njih).

Primjer 2. RijeSimo diferencijalnu jednadzbu 3" = a.
Rjesenje provodimo uzastopnim integriranjem, tj. da najprije odredimo 3y’ po-
tom y. Neka je varijabla po kojoj se derivira ¢.

1.korak. Integriranjem jednadzbe y” = a dobijemo y' = at+ C1, za neodred-
jenu realnu konstantu Cf.
2. korak. Integriranjem jednadzbe y’ = at + C; dobijemo

a
Yy = §t2+01t+02

za neodredjenu realnu konstantu Cs. To je opce rjeZenje pocetne diferencijalne

jednadzbe.

Uoc¢imo dvije neodredjene konstante C, Cs u opéem rjesenju, koje mozemo
birati po volji. Tako je opc¢enito za rjeSenje svake obi¢ne diferencijalne jednadzbe
2. reda (za one 1. reda je jedna konstanta, treceg reda tri konstante itd.).

Partikularno rjesenje je svako konkretno rjesenje, tj rjeSenje u kojemu je
specificirano C. Na primjer,

y = 4%t%, y = 4t +t, y = ¢t +t — 1 su partikularna rjesenja (dobiju se, redom,
Z&Cl CQ—O Cl—l CQ—O Cl—]. CQ )(Sl].)
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Cauchyev problem drugog reda. To je sustav diferencijalne jednadzbe
drugog reda i dvaju pocetnih uvjeta, tj. vrijednosti veli¢ina y i v’ za z = 0 ili
za neku drugu konkretnu vrijednost veli¢ine x, dakle:
y(wo) = yo-

Y (x0) = vp.

Cauchyev problem ima jedinstveno rjeSenje. Naime, iz pocetnih uvjeta mozemo
odrediti konstante C7, Cs. To ¢emo ilustrirati primjerom povezanim s predhod-
nim.

Primjer 3. Rijesimo Cauchyev problem:
11

v’ = a.
y(O) = Yo-
y'(0) = vo.

Vidjeli smo da je opée rjesenje y = 4t* + Cit + Cy, C1,Cs € R.
Zato je y' = at + C1.

Uvrstavajuéi pocetni uvjet y(0) = yo u izraz za y, dobijemo:

Yo = % -02+Cl '0+02, dakle 02 = Y0-

Uvrstavajuéi poc¢etni uvjet y'(0) = vg u izraz za y’, dobijemo:
vg = a- 0+ Cq, dakle Cy = v,

pa je konacno rjeSenje (za y i za y')

y = %% + vt + yo

y' = at + vy.

Rjesenje je predoceno slikom 2.

Fizikalna interpretacija Cauchyeva problema iz 3. primjera - gibanje
po pravcu pri djelovanje stalne sile.
Na sl.3. je predoCena y-os (pravac s uvedenim koordinatnim sustavom, s koor-
dinatom y).
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Uzduz pravca djeluje stalna sila koja uzrokuje stalnu akceleraciju a. Na
pomenimo da, za a > 0 sila djeluje u pozitivhom smjeru (prema gore), a za
a < 0 u negativnom smjeru (prema dolje), dok za a = 0 nema sile, pa je
eventualno gibanje jednoliko (sa stalnom brzinom). Jednadzba:

y// =a
je upravo diferencijalna jednadzba gibanja po pravcu uz djelovanje stalne sile.
Iz nje ne mozemo u potpunosti rekonstruirati gibanje (tj. polozaj u svakom
trenutku i brzinu u svakom trenutku). Medjutim to moZemo iz po¢etnih uvjeta.
Naime (sl.4. isl.2.):

y(0) = yo znaci da se Cestica koja se giba, u trenutku ¢ = 0 nalazi u tocki s
koordinatom q.

y'(0) = vg znadi da Cestica koja se giba, u trenutku ¢ = 0 ima brzinu vy.

P! d J=4250d 43,
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Opcenito navedeni Cauchyev problem opisuje gibanje Cestice po pravcu pod

djelovanjem stalne sile s akceleracijom a, pri ¢emu Cestica ima pocetni poloZaj
9o 1 poetnu brzinu vy.
Napomenimo da smo u 2. lekciji obradili ovaj primjer za a := —g, §to je matem-
aticki model za vertikalni hitac, tj. za gibanje u polju sile teZze, uz zanemarivanje
otpora zraka i pretpostavke o stalnosti gravitacije (u blizini povrSine zemlje).
Tu je yo visina na kojoj se Cestica nalazi u pocetku, a vg brzina kojom smo tu
Cesticu izbacili u vis ili prema dolje.

Obic¢na linearna diferencijalna jednadZba 2. reda s konstantnim
koeficijentima jednadzba oblika

y' +oy' +qy = g(x)

gdje su p,q realni brojevi, a g funkcija. Ako je g = 0, jednadzba se zove
homogenom, inac¢e je nehomogena.

Na primjer, u 1. je primjeru:
(iv) takva nehomogena jednadzba,
u (iii) nehomogena,
(i) je, za a # 0 nehomogena (uz p = ¢ =01 g(z) = a za sve x),
(i) je homogena uz p = 0i ¢ = w?,
(v) je linearna, ali nije s konstantnim koeficijentima, a (vi) i (vii) nisu linearne.
Opéenito ovakve diferencijalne jednadzbe fizikalno opisuju tzv. priguSeni har-
monijski oscilator, §to tu neéemo detaljno obrazlagati ve¢ dati tipi¢an primjer.



Primjer 4 - titranje na pravcu (sl.5.).
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Cauchyev problem:

y// + w2y =0
y(0) = A, za pozitivnu konstantu A
y'(0) =0

opisuje titranje po y osi izmedju tocaka A i —A (tj. s amplitudom A) peri-
oda %’T tj. frekvencije 5=). Zamisljamo da smo vrlo elasti¢nu oprugu stiskli u
tocku A, a onda je u t = 0 pustili da titra, te gledamo polozaj y(¢) vrha opruge
u vremenu ¢.

Vidjet ¢emo da je rjeSenje problema y = A cos(wt).
Opée rjesenje diferencijalne jednadzbe vy’ + py’ + qy = 0.

1.korak - postavljanje i rjeSsavanje karakteristi¢éne jednadzbe r? +
pr+q=0.
Na primjer, ako je y” — Ty’ + 10y = 0, onda je karakteristi¢na jednadzba
r?2 —7r +10 = 0, rjeSenja su 7 = 2, ry = 5.

2.korak - ispisivanje opceg rjesSenja
y = Cre™* 4 Che™”,
U spomenutom je primjeru, dakle y = C1e?* 4+ Cpe®®.

Primjer 5. - sluéaj dvostrukog rjesenja.
Ako je 1y = ro =7, onda je opce rjeSenje y = C1e™* + Coze™.
Tako je za y" —4y’ +4y = 0, r1 = ro = 2, pa je opée rjeSenje y = C1e?* +Coxe?®.

Primjer 6. - sluéaj kompleksno-konjugiranih rjesenja.
Ako je r = a & i, onda je opce rjeSenje
y = e**(Cq cos(Bz) + Cy sin(fx).



Tako je za y’ — 4y’ + Ty = 0, karakteristi¢na jednadzba:
72 —4r 4+ 7 =0, s rjeSenjima r = 2 + /31, pa je opée rjeSenje:
y = e2*(Cy cos(v/3z) + Cy sin(v/3x).

Primjer 7. - rjeSenje problema titranja.
y// + w2y =0
r2 +w?=0,tj. r=4wi, paje a =0i = w. Zato je opée rjefenje:
y = C cos(wt) + Cq sin(wt),
Yy = —wC sin(wt) + wCy cos(wt).
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta y(0) = A u izraz za y, dobijemo:
A= Cycos(w-0)+Cosin(w-0), tj. A= C1co80+Cssin0,tj. A=Ci-1+C5-0,
tj. C1 = A.
Sli¢no, uvr§tavanjem pocetnog uvjeta y’'(0) = 0 u izraz za y’, dobijemo:
0=—-wC1-04+wCs-1,tj. Cy =0. Dakle, kona¢no je rjesenje:
y = Acos(wt) (s1.6.).
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