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Uvod

® Opcenito, videstruki (n-terostruki) integral je integral funkcije
vige (n) varijabli.

® Dvostruki integral je integral funkcije dvije varijable.

Oznaka:
//f(x,y)dxdy
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Dvostruki integral pozitivne funkcije

e Dvostruki integral pozitivne funkcije f(x, y) predstavlja
volumen izmedu grafa funkcije f i xy-ravnine.
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Dvostruki integral pozitivne funkcije

e Dvostruki integral pozitivne funkcije f(x, y) predstavlja
volumen izmedu grafa funkcije f i xy-ravnine.

® Npr. polukugla polumjera r moZe se shvatiti kao dio prostora

izmedu plohe zadane funkcijom f(x,y) = /r2 — x2 — y2 i

Xy-ravnine.
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Racunanje dvostrukog integrala

Prisjetimo se odredenog integrala pozitivne funkcije jedne varijable
f(x). On predstavlja povrsinu ispod grafa (krivulje).

Dio te povrsine ratunamo kao
AP(x) ~ f(x)x,

t].
dP(x) = f(x)dx.
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Racunanje dvostrukog integrala

Kod funkcije dvije varijable f(x,y) dio volumena ispod grafa
(plohe) definiramo kao volumen iznad pravokutnika sa stranicama
Ax i Ay.
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Racunanje dvostrukog integrala

Kod funkcije dvije varijable f(x,y) dio volumena ispod grafa
(plohe) definiramo kao volumen iznad pravokutnika sa stranicama
Ax i Ay.

Povrsina takvog pravokutnika je Ax - Ay pa je volumen iznad
njega priblizno jednak volumenu kvadra

AV(x,y) = f(x,y)Ax Ay,

t].
dV(x,y) = f(x,y)dx dy.
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Racunanje dvostrukog integrala

Stoga je

V= //D F(x, y)dx dy,

gdje je D podrugje po kojem integriramo.

D mozemo shvatiti kao zbroj beskona¢no mnogo malih
pravokutnika sa stranicama Ax i Ay.
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Podru¢je integracije
Najjednostavniji primjer za podruéje integracije je pravokutnik
odredensa a<x<bic<y<d.
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Podru¢je integracije
Najjednostavniji primjer za podruéje integracije je pravokutnik
odredensa a<x<bic<y<d.

Tada dvostruki integral funkcije f(x,y) po D mozemo zapisati kao

//D f(x, y)dxdy = /Cd (/b f(x,y)dx) dy
= /Cd dy/ab f(x,y)dx.

7/25



Podru¢je integracije

U opcenitijem slucaju dvostruki integral moZemo zapisati kao

b f(x)

// f(x,y)dxdy:/ dX/ f(x,y)dy
D a f(x)
d &2(y)

// f(x,y)dxdy:/ dy/ f(x,y)dx.
D c g1(y)
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Metoda rac¢unanja

Za ratunanje dvostrukog integrala koristimo metodu uzastopnog
integriranja.

Dvostruki integral zapisemo kao dva uzastopna jednostruka

integrala
b f(x)
// f(x,y)dxdy:/ dx/ f(x,y)dy.
D a fi(x)
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Metoda racunanja

Prvo rjeS8avamo unutarnji integral,
f2(x)
/ f(x,y)dy.
fi(x)

To je integral po varijabli y pa pri rjeSavanju x smatramo
konstantom.
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Metoda rac¢unanja

Prvo rjeS8avamo unutarnji integral,
f2(x)
/ f(x,y)dy.
fi(x)

To je integral po varijabli y pa pri rjeSavanju x smatramo
konstantom.

Rjesenje ovog integrala je funkcija h(x) koja ovisi samo o x,

fa(x)
/ F(x,y)dy = h(x).
fi(x)
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Metoda rac¢unanja

UvrStavanjem rjeSenja za integral po y natrag u polazni integral

b h(x)
[ [ foxondsay = [“ax [ rey)an
D a fi(x)
b
// f(x,y)dxdy:/ h(x)dx,
D a

$to je jednostruki integral po x.

dobijemo

Njegovo rjedenje (i ujedno rjeSenje dvostrukog integrala) je broj.
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Primjer 1

Odredite granice integracije u integralu

[ [ o

ako je D podru&je omedeno parabolom y = 2x2 i pravcem y = 8.
Rijesite taj integral za f(x,y) =2x +y.
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Primjer 1

Odredite granice integracije u integralu

[ [ o

ako je D podru&je omedeno parabolom y = 2x2 i pravcem y = 8.
Rijesite taj integral za f(x,y) =2x +y.

//D f(x,y)dxdy = /22 dx /:2 f(x,y)dy
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Primjer 1

2 8
/ dx (2x + y)d
2 22

8

%
= d 2 s

2 2 22)2
:/ dx(2x~8+82—(2x-2x2+();)))
-2

2
= / (—2x* — 4x3 4 16x + 32)dx
-2

x> x4 x2 2 512
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Metoda rac¢unanja

Integral moZe biti zadan i u obrnutom poretku

d g2(y)
// f(x,y)dxdy:/ dy/ f(x,y)dx.
D c a(y)

Tada prvo rjeSavamo integral po x, a potom integral po y.
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Primjer 2

Rijesite integral

1 2y
/ dy / xy2dx
0 -y

i skicirajte podrugje integracije.
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Primjer 2

Rijesite integral

1 2y
/ dy / xy2dx
0 -y

i skicirajte podrugje integracije.

1 X2 2y
:/0 d)/(fﬁ)}ﬂ/
1 2y2 y2
[y,
1 5
3 4 3y |1 3
/0 2V YT 25T 10
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Primjer 3 - Poredak integracije

Promijenite poredak integracije u integralima

0 [ o / ey,
(i) /_llc,y/y21 F(x, y)dx,

(ii) /01 d /X:_: F(x, y)dy.

Rijesite integral pod (/) u oba poretka ako je f(x,y) =3x+y.
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Primjer 3

0 [ " i / " o y)dy = / "ay / " Fey)d,
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0 [ " i / " . y)dy

Primjer 3

6 2
/dy/ f(x, y)dx,
o s

N
dx/

1

f(x,y)dy,

N

J

f(x,y)dx



Primjer 3
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Primjer 3
(i)
f(x,y)=3x+y

2 3x 2 y2 3x
/ dx/ (3x+y)dy = / dx(3xy + =)
0 0 0 2

0
2 2
:/ (2—7x2)dx:gx3’ — 36
0o 2 2 o
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Primjer 3
(i)
f(x,y)=3x+y

2 3x 2 y2 3x
/ dx/ (3x+y)dy = / dx(3xy + =)
0 0 0 2

0
2
_ 27 5 9 32
_/0(2x)dx—2x ’0—36

2

Y
3

6 2 6 2
/ dy/ (3x+y)dx—/ dy(3—= + xy)
0 y 0 2
6

y2 y2 6 1
=/ (6+2y—(+))dy=/ (6+2y — 5y2)dy
0 6 ' 3 0 2

= (6y +y* — =~
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Dvostruki integral u polarnim koordinatama
e Kartezijeve (pravokutne) koordinate T(x,y)

® Polarne koordinate T(r, ¢)
Radi lakseg ra¢unanja ponekad je podru&je integracije bolje
prikazati u polarnim koordinatama.
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Veza pravokutnih i polarnim koordinata

T
70
r
y
¢ 2
- X
Iz sinusuovog poucka slijedi:
r .
_L: — = y=rsing,
sing  sin(%)

X r X r

sn(3 —¢) sin(3) cosg  sin(3)

= X = rcos o¢.
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Primjer 4
Neki primjeri zapisa u polarnim koordinatama
e Kruzni isjetak
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Primjer 4
Neki primjeri zapisa u polarnim koordinatama
e Kruzni isjetak

® Dio kruZnog isje¢ka

¢1 < ¢ < @2, n<r<n
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Primjer 4
Neki primjeri zapisa u polarnim koordinatama
e Kruzni isjetak

® Dio kruZnog isje¢ka

¢1 < ¢ < @2, n<r<n

® Krug sa srediStem u ishodiStu radijusa R

0<¢<2m, 0<r<R
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Primjer 4
Neki primjeri zapisa u polarnim koordinatama
e Kruzni isjetak

® Dio kruZnog isje¢ka

¢1 < ¢ < @2, n<r<n

® Krug sa srediStem u ishodiStu radijusa R

0<¢<2m, 0<r<R

® Prvi kvadrant

0<¢<Z, 0<r<oo
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Racunanje dvostrukog integrala u polarnim koordinatama

Dio podrudja po kojem intergiramo odreden je dijelom kruZnog

isjecka.

AN

Ar
AP
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Racunanje dvostrukog integrala u polarnim koordinatama

Dio podru&ja po kojem intergiramo odreden je dijelom kruznog
isjecka.

Ar
AP

AN

Opcenito, povrsina kruZnog isjetka je P = 1r2¢.
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Racunanje dvostrukog integrala u polarnim koordinatama

Mi imamo
1 2 1,

= rArAG + (A0S
~ rArig.
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Racunanje dvostrukog integrala u polarnim koordinatama

Mi imamo
1 2 1,
AP = E(r+ Ar) A¢ — Y VAN
=rArAg + %(Ar)quﬁ
~ rArig.
Onda je dio volumena AV iznad AP dan sa

AV = f(x,y)AP = f(rcos ¢, rsing)r Ar Ag.
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Racunanje dvostrukog integrala u polarnim koordinatama

Mi imamo
1 s 1,
1

= rArAgﬁ—i— §(Ar)2A¢

~ rArAg.
Onda je dio volumena AV iznad AP dan sa

AV = f(x,y)AP = f(rcos ¢, rsing)r Ar Ag.

Iz toga dobijemo

dV = f(rsin¢, rcos¢)rdrdo,

b2 r(¢)
V= / d(b/ f(rcoso,rsing)rdr.
#1 1(0)

r
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Primjer 5

Izraunajte

//D(x2 + y?)dxdy

ako je D krug sa sredistem u ishodi$tu i radijusom 2.
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Primjer 5

Izraunajte

//D(x2 + y?)dxdy

ako je D krug sa sredistem u ishodi$tu i radijusom 2.

x% 4+ y% = (rcos ¢)? 4 (rsin ¢)? = r?(cos® ¢ + sin® ¢) = r?
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Primjer 5

Izraunajte

//D(x2 + y?)dxdy

ako je D krug sa sredistem u ishodi$tu i radijusom 2.

x% 4+ y% = (rcos ¢)? 4 (rsin ¢)? = r?(cos® ¢ + sin® ¢) = r?

2 2 27 r4 2 2 o
/ d¢/ r2rdr:/ d¢7) :/ 4d¢:4¢‘ — 8
0 0 0 410 Jo 0
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Zadatci

1. lzralunajte

//D(x+y)2dxdy

ako je D podrugje zadanosa -1 < x<1,0<y < 3.

1 1
/ dx/ f(x,y)dy
0 0

u polarnim koordinatama.

2. Zapisite

3. Koristedi polarne koordinate izraunajte

R

ako je D podrugje zadano sa %’r <9< 5% 1<r<4.
Geometrijski predolite podruje integracije.
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