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Uvod

Neke primjene dvostrukog integrala su:

® Racunanje volumena,
® Radunanje povrsine,
® Problem mase nehomogene ploce,

® Problem tezista nehomogene ploce.
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Volumen

Ako je f(x,y) pozitivna funkcija, onda

V= //D f(x,y)dxdy

predstavlja volumen tijela iznad podruéja D, omedenog grafom
funkcije f.
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Volumen

Ako je f(x,y) pozitivna funkcija, onda

V= //D f(x,y)dxdy

predstavlja volumen tijela iznad podruéja D, omedenog grafom
funkcije f.

Opéenitije, ako je tijelo omedeno plohama z; = f(x,y) i
z = g(x,y), pri &emu funkcije f i g imaju istu domenu D na kojoj

vrijedi g(x,y) < f(x,y), onda je volumen takvog tijela dan
dvostrukim integralom

V= [ (7t — gy
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Primjer 1
IzraCunajte volumen tijela omedenog ravninama x =0, y =0,
z=0,y=2—xiplohom z = x + y?.
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Primjer 1
IzraCunajte volumen tijela omedenog ravninama x =0, y =0,
z=0,y=2—xiplohom z = x + y?.

fx,y) =x+y?
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Primjer 1
IzraCunajte volumen tijela omedenog ravninama x =0, y =0,
z=0,y=2—xiplohom z = x + y?.

fx,y) =x+y?

= [tz =+ B = [ 447 - 204 Do
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Primjer 2

Izralunajte volumen tijela omedenog ravninama x =2, y =0,

y = 5 i plohama z=2x’iz=—x°
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Primjer 2
IzraCunajte volumen tijela omedenog ravninama x =2, y =0,

y = 5 i plohama z=2x’iz=—x°
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Primjer 2
IzraCunajte volumen tijela omedenog ravninama x =2, y =0,

y = 5 i plohama z=2x’iz=—x°

2 x 2 3
v :/ dx/ (2x* = (=x%))dy :/ dx/ 3x°dy
0 0 0 0

2 % 23
:/ dx3x%y :/ 2xdx
0 0 0 2

=6
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Povrsina

U formuli za volumen V = [ [, f(x,y)dx dy, izraz dx dy
predstavlja element povrSine.

Ako stavimo f(x,y) = 1, dvostruki integral po D daje povrginu

podrudja D,
P:// dx dy.
J JD

6/18



Primjer 3
Izratunajte povrdinu podruéja omedenog parabolama y = x? — 2x i

y = —x°.
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Primjer 3

Izratunajte povrinu podrutja omedenog parabolama y = x? — 2x

y = —x°.
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Primjer 3
Izratunajte povrdinu podruéja omedenog parabolama y = x? — 2x i
2
y = —Xx~.

/)(2 2x

><2 2x

/01(—><2 — (x* = 2x))dx

1
(2x —2x%)dx = =
x — 2x%)dx 3

P o
[
A
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Povrsina u polarnim koordinatama

Da bi dobili formulu za povr$inu u polarnim koordinatama, u
formulu za volumen u polarnim koordinatama

V = //D f(rcoso,rsing)rdrde

uvrstimo f(rcos ¢, rsin¢) =1 pa je povrsina podru¢ja D dana

formulom
P:// rdrdo.
D
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Primjer 4
Izratunajte povrSinu podruéja omedenog pravcima y = x, y = —x
i lukom kruZnice (x — 2)% + y? = 4.
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Primjer 4
Izratunajte povrSinu podruéja omedenog pravcima y = x, y = —x
i lukom kruZnice (x — 2)% + y? = 4.

(x =22 +y*=4
(-2 +y* =1 X2 _ 4X + y2 — O
[T i V r2:4rcos¢

r =4cos¢
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Primjer 4
Izratunajte povrSinu podruéja omedenog pravcima y = x, y = —x
i lukom kruZnice (x — 2)% + y? = 4.

(x—=2+y*=4
(-2 +y* =1 X2 - 4X + -y2 = 0
' r?> = 4r cos ¢

r = 4COS¢

x 4 cos ¢
P:/ d¢>/ rdr
_ 0

x
z I‘2 4cos ¢ @ 2

:/ o’ :/ 8cos” ¢pdo
_m 210 -%
: 7

:8/4 1 el gy = . = 2r 44

9/18



Masa nehomogene ploce

Promatramo podrugje D (plo€u) u ravnini. Ako je masa ploge
jednoliko razmazana, plo¢a je homogena, u protivnom je
nehomogena.

U slu¢aju nehomogene ploce, masa ovisi o funkciji gustoce mase
f(x,y)-
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Masa nehomogene ploce

Promatramo podrugje D (plo€u) u ravnini. Ako je masa ploge

jednoliko razmazana, plo¢a je homogena, u protivnom je
nehomogena.

U slu¢aju nehomogene ploce, masa ovisi o funkciji gustoce mase
f(x,y)-

Uzmimo mali dio podru&ja D, pravokutnik sa stranicama Ax i Ay.

Masa takvog pravokutnika Am priblizno je jednaka

Am = f(x,y)AxAy.
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Masa nehomogene ploce

Stoga, imamo
= dm = f(x,y)dxdy,

m//Df(x,y)dxdy.

pa je
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Masa nehomogene ploce

Stoga, imamo
= dm = f(x, y)dx dy,

m//D f(x,y)dxdy.

Ova je formula analogna formuli za masu nehomogenog segmenta

pa je

m = '/ab F(x)dx.
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Primjer 5

Neka je D pravokutnik odreden sa 0 < x < a, 0 <y < b. Neka je
funkcija gusto¢e mase

(a) flx,y) =3,  (b) flx,y)=x,  (c) flx,y) = x.
(i) Grafi¢ki predoCite i interpretirajte raspored mase.

(i) lzraunajte masu pravokutnika.

(iii) Podijelite pravokutnik na dva dijela jednakih masa.
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Primjer 5
a b
(a) m:/ dx/ 3dy = 3ab
0 0
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Primjer 5 ,
(a) m :/ dx/ 3dy = 3ab
0 0

a b 2
(b)m:/dx/ xdy:a—b
0 0 2
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Primjer 5
(c)
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Primjer 5
(c)

c b 1
/ dx/ xydy = =m
0 0

N
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Primjer 5

(c)
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Teziste nehomogene ploce

Analogno formuli za teziste nehomogenog segmenta
B j;b xf (x)dx
fab f(x)dx
imamo formule za x i y koordinatu teZista nehomogene ploce

. ffDxf x,y)dx dy J nyf X, y)dx dy
T J [p f(x,y)dxdy’ Y= [ Jp f(x,y)dxdy
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Primjer 6

Odredite teziste plote pod (b) iz prethodnog primjera.
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Primjer 6

Odredite teziste plote pod (b) iz prethodnog primjera.

f(x,y)=x
a b 2
/ dx/ f(><7y)dy:m=ﬂ
0 0 2

a b a b a a3b
/ dx/ xf(x, y)dy :/ dx/ dey:/ x?bdx = =
0 0
a b a b2 2b2
/ dx/ yf(x,y)d / dx/ xydy = x—dx_ T
0 0
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Primjer 6

Odredite teziste plote pod (b) iz prethodnog primjera.

f(x,y)=x

a b 2

/ dx/ f(><7y)dy:m=ﬂ

0 0 2
b

a b a b a
/ dx/ Xf(x,y)dy:/ dx/ dey:/ x?bdx = 3
0 0
a b a b2 2b2
/ dx/ yf(x,y)d / dx/ xydy = x—dx_ T
0 0
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Primjer 7
Odredite masu &itave ravnine ako je funkcija gustoe mase dana sa

_ x2+y2

fix,y)=¢e 2
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Primjer 7
Odredite masu &itave ravnine ako je funkcija gustoe mase dana sa

x2+y2

fix,y)=¢e 2

Preéi ¢emo na polarne koordinate

me [ [ = [Tao [T ra
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Primjer 7
Odredite masu &itave ravnine ako je funkcija gustoe mase dana sa

x2 +y2

fix,y)=¢e 2

Preéi ¢emo na polarne koordinate

me [ [ = [Tao [T ra

:[t:—r;, dt = —rdr] = /%dd)/
:_/O%dgz)(ef)‘omz_/o (0—1)d¢ = /27rd¢—27r
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Zadatci

1. Izralunajte masu pravokutnika 0 < x <1, 0 <y <2 ako mu
je funkcije gusto¢e mase dana sa f(x,y) = (x + y)2.

2. lzralunajte masu i odredite teZiste pravokutnika 1 < x < 3,
0 <y < 4 ako mu je funkcije gustoe mase dana sa
flx,y)=x+y.

Podijelite pravokutnik na dva dijela jednake mase.

3. lzralunajte masu kruga sa sredistem u ishoditu i radijusom

r = 2 ako mu je funkcije gustoée mase dana sa f(x,y) = x2.

4. Izratunajte volumen tijela omedenog plohama y = x? — 1,
y=1-x?2z=0iz=2.
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