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Uvod

e Ako su dvije veli¢ine x i y povezane relacijom y = f(x), onda
se brzina promjene veli¢ine y s obzirom na veli¢inu x opisuje
derivacijom f’(x) funkcije f.

® Brzina v(x) od y s obzirom na x je

dy
()= Y
V) =) = 2.
® Akceleracija (ubrzanje) a(x) od y s obzirom na x je

2
2() = V(x) = y'(x) = %

2/33



Uvod

MozZemo li rekonstruirati gibanje Zestice (tj. poloZaj u svakom
trenutku t) ako znamo njenu brzinu (u svakom trenutku t)?

Da, ako znamo polozaj &estice nekom konkretnom trenutku tp.
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1. lzvod jednadzZbe gibanja

Oznadimo

® y(t) - polozaj u trenutku t (trazimo)

® v(t) - brzina u trenutku t (poznato)
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1. lzvod jednadzZbe gibanja

Oznacimo
® y(t) - polozaj u trenutku t (trazimo)
® v(t) - brzina u trenutku t (poznato)
Vrijedi
dy
t)=y'(t)= —.
(t)=y'(t)=2
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1. lzvod jednadzZbe gibanja

Oznatimo
® y(t) - polozaj u trenutku t (trazimo)
® v(t) - brzina u trenutku t (poznato)
Vrijedi
dy
t)=y'(t)= —.
o) =y(t)= 2
Prisjetimo se: F je primitivna funkcija funkcije f ako vrijedi

F/(X) = f(x).

Dakle, funkcija y je jedna primitivna funkcija fukcije v.
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1. lzvod jednadzZbe gibanja

Da bi dobili y raunamo

Rjesenje ovog integrala je skup svih primitivnih funkcija od v koje
ovise o konstanti C.
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1. lzvod jednadzZbe gibanja

Da bi dobili y raunamo

Rjesenje ovog integrala je skup svih primitivnih funkcija od v koje
ovise o konstanti C.

S obzirom da je y jedinstvena funkcija, potrebno je odrediti koliko
iznosi C, a to izratunamo iz poloZaja u trenutku tp, tj. iz jednadzbe

¥o = y(to)-
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Diferencijalna jednadZba gibanja

Ako znamo brzinu v, onda poloZaj (gibanje) y ratunamo iz
jednadZbi

y'(t) = v(t), + diferencijalna jednadzba gibanja
y(to) = yo. <~ potetni uvjet

Ovakav problem naziva se Cauchyjev problem.
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Primjer 1
Odredite funkciju y(x) za koju vrijedi

Yy =3x+2, y(0)=1.
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Primjer 1
Odredite funkciju y(x) za koju vrijedi

Yy =3x+2, y(0)=1.

y:/(3X2—|—2)dX:X3+2X—|—C
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Primjer 1
Odredite funkciju y(x) za koju vrijedi

Yy =3x+2, y(0)=1.

y:/(3X2—|—2)dX:X3+2X—|—C

y(0)=1 = 03+2.0+C=1, C=1
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Primjer 1
Odredite funkciju y(x) za koju vrijedi

Yy =3x+2, y(0)=1.

y:/(3X2—|—2)dX:X3+2X—|—C
y(0)=1 = 0*+2.0+C=1, C=1

y=x3+2x+1
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2. Opis radioaktivnog raspada

Oznadimo

® y(t) - kolitina radioaktivne materije u trenutku t (trazimo)

® y(0) = yp - koli¢ina radioaktivne materije u po&etnom
trenutku (poznato)

Intuitivno: y je padajuéa funkcija.
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2. Opis radioaktivnog raspada

Oznadimo

® y(t) - kolitina radioaktivne materije u trenutku t (trazimo)

® y(0) = yp - koli¢ina radioaktivne materije u po&etnom
trenutku (poznato)

Intuitivno: y je padajuéa funkcija.

Ogranitit ¢emo se na raspad u izoliranim uvjetima. S problemom
se upoznajemo pokusom.

Glavna je poteskoéa $to se radioaktivni materijal vrlo sporo
raspada pa je tesko doéi do podataka. Zato treba naéi metodu
koja ce iz lokalnih rezultata dati globalne.
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Eksperimentalno odredivanje jednadZbe raspada

Promatramo dva relativno bliska vremenska trenutka t i t + At.
Koli¢ina raspadnute materije:

y(t) —y(t+ At) = -Ay

Predznak minus jer se koli¢ina smanjuje.
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Eksperimentalno odredivanje jednadZbe raspada

Promatramo dva relativno bliska vremenska trenutka t i t + At.
Koli¢ina raspadnute materije:

y(t) —y(t+ At) = Ay
Predznak minus jer se koli¢ina smanjuje.

Pokusom se pokazuje da je koli¢ina raspadnute materije Ay
izmedu dva relativno bliska mjerenja u vremenima t i t + At
priblizno proporcionalna proteklom vremenu At i koli¢ini materije
y(t) u vremenu t.
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Diferencijalna jednadZba radioaktivnog raspada

Dakle, postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o vrsti
radioaktivne materije, ne o vremenu), takva da je

Ay ~ —ky(t)At,

odnosno
LY
At
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Diferencijalna jednadZba radioaktivnog raspada

Dakle, postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o vrsti
radioaktivne materije, ne o vremenu), takva da je

Ay ~ —ky(t)At,

odnosno
Ay

— ~ —ky.
At 4

Iz prethodnog razmatranja dobijemo

dy _

= —ky,
dt y/

t].
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Rjesenje dif. jedn. radioaktivnog raspada
Jednad?bu y’ = —ky ne moZemo rijeiti direktnim integriranjem jer
desna strana ovisi 0 y.
Prethodnu jednadzbu zapisemo kao
dy

— = —kdt
y

i integriramo lijevu stranu po y, a desnu stranu po t,

[y
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Rjesenje dif. jedn. radioaktivnog raspada
Jednad?bu y’ = —ky ne moZemo rijeiti direktnim integriranjem jer
desna strana ovisi 0 y.
Prethodnu jednadzbu zapisemo kao
dy

— = —kdt
y

i integriramo lijevu stranu po y, a desnu stranu po t,

[% = [cna

In|y| = —kt + C.

Dobijemo
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Rjesenje dif. jedn. radioaktivnog raspada
Jednad?bu y’ = —ky ne moZemo rijeiti direktnim integriranjem jer
desna strana ovisi 0 y.

Prethodnu jednadzbu zapisemo kao
d
Y~ kdt

y
i integriramo lijevu stranu po y, a desnu stranu po t,

[% = [cna

In|y| = —kt + C.

Dobijemo

Sada je

|y| — e—kt+C — e Kkt . oC — Ce—kt,

y=+Ce K = Ce ™,

Jo§ trebamo odrediti konstantu C. )



Formula radioaktivnog raspada

Za sad imamo
y = Ce k.

Iz potetnog uvjeta y(0) = yp dobijemo
C = Yo

pa je
y =ye ¥

formula radioaktivnog raspada.
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Formula radioaktivnog raspada

Za sad imamo
y = Ce k.

Iz potetnog uvjeta y(0) = yp dobijemo
C = Yo

pa je
y =ye ¥

formula radioaktivnog raspada.

Da bismo do kraja opisali radioaktivni raspad, potrebno je znati
konstantu k. Npr. za radioaktivni izotop ugljika C-14 je
k =1.244-10~* (priblizno, ako se t mjeri u godinama.)
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Radioaktivni raspad

y = yoe Kt
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Radioaktivni raspad

Usporedba grafova za k=21 k=0.5

Sto je k manji, raspadanje je sporije.
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Primjer 2
Odredite vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi.
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Primjer 2
Odredite vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi.

Treba vrijediti y(t + T) = 1y(t).
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Primjer 2
Odredite vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi.

Treba vrijediti y(t + T) = 1y(t).

Znamo da je y(t) = ype ** pa uvrétavanjem dobijemo

—k(t+T) _ lyoe_kt

e
Yo 5
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Primjer 2
Odredite vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi.
Treba vrijediti y(t + T) = 3y(¢t).

Znamo da je y(t) = ype ** pa uvrétavanjem dobijemo

1
yoe~ k(t+T) _ 5)’09 kt
1
e—kte—kT 2e—kt
o kT — 1
2

—szIn%:|n1—|n2:—|n2
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Primjer 2
Odredite vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi.
Treba vrijediti y(t + T) = 3y(¢t).

Znamo da je y(t) = ype ** pa uvrétavanjem dobijemo

1
yoe~ (t+T)—§yoe kt
1
—kt —kT _ L —kt
e e 2e
1
—kT _
¢ T3
1
—kT:|n§:|n1—|n2:—|n2
= kT =1In2
In2
T=—.
k
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Primjer 3

Odredite vrijeme poluZivota za radioaktivni izotop ugljika C-14.
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Primjer 3
Odredite vrijeme poluZivota za radioaktivni izotop ugljika C-14.

Znamo da je k = 1.244 - 10~* za C-14, a u prethodnom primjeru
smo dobili jednadzbu za vrijeme poluZivota

_|n2

T
k
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Primjer 3
Odredite vrijeme poluZivota za radioaktivni izotop ugljika C-14.

Znamo da je k = 1.244 - 10~* za C-14, a u prethodnom primjeru
smo dobili jednadzbu za vrijeme poluZivota

_|n2

T
k

Jednostavnim uvrstavanjem dobijemo

In2 In2
- = - 10* =~ 5572 godine.
1244107  1oaq [0 75572 godine
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Primjer 3
Odredite vrijeme poluZivota za radioaktivni izotop ugljika C-14.

Znamo da je k = 1.244 - 10~* za C-14, a u prethodnom primjeru
smo dobili jednadzbu za vrijeme poluZivota

_|n2

T
k

Jednostavnim uvrstavanjem dobijemo

In2 In2
- = .10* ~ 5572 godine.
1244-10-%  1.244 5572 godine

Neki drugi primjeri: Jod-131 oko 8 dana, Cezij-137 oko 30 godina.
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Primjer 4

Odredite formulu radioaktivnog raspada u terminu vremena
poluZivota.
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Primjer 4

Odredite formulu radioaktivnog raspada u terminu vremena
poluZivota.

Formula radioaktivnog raspada: y = yge <t

T 3 . T _ In2
Vrijeme poluZivota: T = 7=
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Primjer 4

Odredite formulu radioaktivnog raspada u terminu vremena
poluZivota.

Formula radioaktivnog raspada: y = yge <t

Vrijeme poluZivota: T = 7=
In2
k = - =Y = yoe 27
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3. Hladenje/zagrijavanje tijela u sredini stalne temperature

Oznake:
® S - temperatura sredine u kojoj se tijelo nalazi (poznato)
® y(0) = yp - temperatura tijela u po&etnom trenutku (poznato)

® y(t) - temperatura tijela u trenutku t (trazimo)
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3. Hladenje/zagrijavanje tijela u sredini stalne temperature

Oznake:
® S - temperatura sredine u kojoj se tijelo nalazi (poznato)
® y(0) = yp - temperatura tijela u po&etnom trenutku (poznato)

® y(t) - temperatura tijela u trenutku t (trazimo)

Intuitivno: Temperatura tijela e se pribliZavati temperaturi
sredine.

Ako je yo > S, onda je y padajuéa funkcija.
Ako je yp < S, onda je y rastuéa funkcija.
Ako je yo = S, onda je y konstantna.
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Eksperimentalno odredivanje jednadZzbe
hladenja/zagrijavanja

Pokusom se pokazuje da je za male vremenske pomake promjena
temperature /Ay proporcionalna proteklom vremenu At i razlici
izmedu temperature tijela i sredine y(t) — S.

19/33



Eksperimentalno odredivanje jednadZzbe
hladenja/zagrijavanja

Pokusom se pokazuje da je za male vremenske pomake promjena
temperature /Ay proporcionalna proteklom vremenu At i razlici
izmedu temperature tijela i sredine y(t) — S.

Dakle, postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o materijalu),

takva da je
Ay = —kAt(y(t) — S).
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Eksperimentalno odredivanje jednadZzbe
hladenja/zagrijavanja

Pokusom se pokazuje da je za male vremenske pomake promjena
temperature /Ay proporcionalna proteklom vremenu At i razlici
izmedu temperature tijela i sredine y(t) — S.

Dakle, postoji pozitivna konstanta k (ovisna samo o materijalu),

takva da je
Ay = —kAt(y(t) — S).

Negativni predznak dolazi od toga $to se termperatura tijela
smanjuje ako je y(t) —S > 0, a povecava ako je y(t) — S < 0.

19/33



Diferencijalna jednadZba hladenja/zagrijavanja

Dobijemo

L~ —ky(r) - 9),

pa diferencijalna jednadZba hladenja/zagrijavanja tijela glasi

dy

L — _k(y —9),

™ (y—9),
t].

y'=—k(y - S).
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Primjer 5

Opisite promjenu temperature tijela u sredini stalne temperature,
tj. rijedite jednadZzbu hladenja/zagrijavanja.
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Primjer 5

Opisite promjenu temperature tijela u sredini stalne temperature,
tj. rijedite jednadZzbu hladenja/zagrijavanja.
Iz diferencijalne jednadZbe hladenja/zagrijavanja imamo

dy _

= k=295, y(0)=x
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Primjer 5

Opisite promjenu temperature tijela u sredini stalne temperature,
tj. rijedite jednadZzbu hladenja/zagrijavanja.

Iz diferencijalne jednadZbe hladenja/zagrijavanja imamo

dy _

= k=295, y(0)=x

Uvodimo supstituciju z =y — S, dz = dy, $to daje

dz

pri —kz, z(0)=2z=y—S.
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Primjer 5

Ova je jednadZba jednaka jednadzbi radioaktivnog raspada pa je
njeno rjesenje

z(t) = zge Xt
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Primjer 5

Ova je jednadZba jednaka jednadzbi radioaktivnog raspada pa je
njeno rjesenje

z(t) = zge Xt

Nakon prelaska s varijable z na varijablu y dobijemo
y(t) =S+ (yo— S)e ™

i to je formula hladenje/zagrijavanje tijela u sredini stalne
temperature.
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Diferencijalna jednadZba hladenje/zagrijavanje tijela

y(t) =S+ (vo—S)e ™
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Primjer 6

Tijelo se nalazi u sredini stalne temperature S = 18°C i u prvom
trenutku mjerenja (za t = 0) ima temperaturu 42°C. Nakon sat
vremena izmjerena mu je temperatura od 26°C. Odredite:

(i) konstantu hladenja k,
(ii) temperaturu dva sata nakon nultog trenutka,
(iii) vrijeme u kojem ¢e tijelo poprimiti temperaturu od 19°C.
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Primjer 6

Tijelo se nalazi u sredini stalne temperature S = 18°C i u prvom
trenutku mjerenja (za t = 0) ima temperaturu 42°C. Nakon sat
vremena izmjerena mu je temperatura od 26°C. Odredite:

(i) konstantu hladenja k,
(ii) temperaturu dva sata nakon nultog trenutka,
(iii) vrijeme u kojem ¢e tijelo poprimiti temperaturu od 19°C.

S=18, y(0) =yo =42, y(1) =26
y=S+(y—S)e
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Primjer 6

Tijelo se nalazi u sredini stalne temperature S = 18°C i u prvom
trenutku mjerenja (za t = 0) ima temperaturu 42°C. Nakon sat
vremena izmjerena mu je temperatura od 26°C. Odredite:

(i) konstantu hladenja k,
(ii) temperaturu dva sata nakon nultog trenutka,
(iii) vrijeme u kojem ¢e tijelo poprimiti temperaturu od 19°C.

S=18, y(0) =yo =42, y(1) =26
y=S+(y—S)e

y =18 +24e Kt
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Primjer 6

y =184 24e K
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Primjer 6
y =184 24e K

(i) k=7
y(1) =26 = 26 =184 24e K
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Primjer 6

y =184 24e K

(i) k=7
y(1) =26 = 26 =18 +24e K
1
—k _ -
73

—kzln%:|n1—|n3:—|n3
k=1In3
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Primjer 6

y =184 24e K

(i) k=7
y(1) =26 = 26 =18 +24e K
1
—k _ -
73

—kzln%:|n1—|n3:—|n3
k=1In3

y =18+ 24¢ 13
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Primjer 6

y =184 24e K

(i) k=7
y(1) =26 = 26 =18 +24e K
1
—k _ -
73

—kzln%:|n1—|n3:—|n3
k=1In3

y =18+ 24¢ 13

(i) y(2) =7
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Primjer 6

y =184 24e K

(i) k=7
y(1) =26 = 26 =184 24e K
1
-k _ =
¢ 73
—k=1In },__ In1—In3=—1In3
—Inz = -
k=1In3
y =18 +24et"3
(i) y(2) =7

y(2) =18 42423 = =18+ g ~ 20.7
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Primjer 6

y =18+ 24e7t3

(i) y(t) =19, t =7
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Primjer 6

y =18+ 24e7t3

(i) y(t) =19, t =7
19 = 18 + 24¢tn3

26/33



Primjer 6

y =18+ 24e7t3

(i) y(t) =19, t =7
19 = 18 + 24¢tn3

24

_ e—t|n3 _ (eln3)—t —37t_— —
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Primjer 6

y =18+ 24e7t3

(i) y(t) =19, t =7
19 = 18 + 24¢tn3

_ e—t|n3 _ (eln3)—t — 37t — l

24 3t

3r=24
t =logz24~ 2.9
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4. Gibanje po pravcu
Oznake:
® y(t) - poloZaj tijela u trenutku t

Ako je y(t) > 0, tijelo se nalazi na pozitivnom dijelu y osi,
ako je y(t) < 0, tijelo se nalazi na negativnom dijelu y osi.
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4. Gibanje po pravcu
Oznake:
® y(t) - poloZaj tijela u trenutku t

Ako je y(t) > 0, tijelo se nalazi na pozitivnom dijelu y osi,
ako je y(t) < 0, tijelo se nalazi na negativnom dijelu y osi.

® v(t) - brzina tijela u trenutku t

Ako je v(t) > 0, tijelo se giba u pozitivnom smjeru y osi
(prema gore), ako je v(t) < 0, tijelo se giba u negativhom
smjeru y osi (prema dolje).
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4. Gibanje po pravcu
Oznake:
® y(t) - poloZaj tijela u trenutku t

Ako je y(t) > 0, tijelo se nalazi na pozitivnom dijelu y osi,
ako je y(t) < 0, tijelo se nalazi na negativnom dijelu y osi.
® v(t) - brzina tijela u trenutku t
Ako je v(t) > 0, tijelo se giba u pozitivnom smjeru y osi
(prema gore), ako je v(t) < 0, tijelo se giba u negativhom
smjeru y osi (prema dolje).
® a(t) - akceleracija tijela u trenutku t
® F(t) - sila koja djeluje na tijelo u polozaju y(t)
Vrijedi F = ma, pri &emu je m masa tijela. Ako je a(t) > 0,
onda je F(t) > 0 i sila djeluje u pozitivnom smjeru y osi, ako
je a(t) <0, onda je F(t) < 0 i sila djeluje u negativnom

smjeru y osi.
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Gibanje po pravcu pri djelovanju konstantne sile

Problem: Opisati gibanje po pravcu tijela na koje djeluje
konstantna sila.
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Gibanje po pravcu pri djelovanju konstantne sile

Problem: Opisati gibanje po pravcu tijela na koje djeluje
konstantna sila.

Da bi to napravili treba uvesti koordinatni sustav (t, y).
e t (vrijeme) - x-0s
¢ y (polozaj) - y-os
® potetni polozaj yo = y(0)
® poletna brzina vy = v(0)

® —g stalna akceleracija usmjerena suprotno od y osi (sila teza)
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Vertikalni hitac

® Brzina v jednaka je derivaciji polozaja vy,

e Bududi da je sila koja djeluje na tijelo konstantna, onda je i
akceleracija konstantna. Vrijedi

a(t) = —g.
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Diferencijalna jednadZba vertikalnog hitca

Iz prethodnog razmatranja dobije se diferencijalna jednadzba

y'=-g.
Kod ovakve diferencijalne jednadzbe (drugog reda) trebamo dva
pocetna uvjeta

y(0) = y0, ¥'(0) = wo.
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Diferencijalna jednadZba vertikalnog hitca

Iz prethodnog razmatranja dobije se diferencijalna jednadzba

"

y =-&.

Kod ovakve diferencijalne jednadzbe (drugog reda) trebamo dva
pocetna uvjeta

y(0) =y, ¥'(0) = w.

Integriranjem dobijemo

y' = /—gdt = —gt+ (i,
2

t
y = /(—gt+ Cl)dt = —ga + Gt + G.
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Diferencijalna jednadZba vertikalnog hitca

Konstante (7 i G odredimo iz poletnih uvjeta,

y'(O) =W = C1 = V\p,
yO) =y = G=y.

31/33



Diferencijalna jednadZba vertikalnog hitca

Konstante (7 i G odredimo iz poletnih uvjeta,

y'(O) =W = C1 = V\p,
yO) =y = G=y.

Stoga vrijedi

t? .
y(t) = —g—+ + vt + yo, +~ polozaj

2
v(t) = —gt + v. < brzina
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Primjer 7
Tijelo je bateno u vis brzinom vy = 3m/s s poletnog poloZaja
¥o = 12m. Uz pretpostavku da je g = 9.81m/s? i da nema otpora,

odredite:
(i) jednadZbu gibanja tog tijela,
(ii) brzinu v u trenutku t,
(iii) vrijeme za koje Ce tijelo opet biti na po&etnoj visini,
)

(iv) vrijeme pada tijela na povrsinu zemlje.
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(i) Jednadzba gibanja: y = —g% + vt + v

t2
y =—9.817 +3t +12

(i) Brzina: v =—gt+ v
v=-981t+3
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Primjer 7

(i) y(t)=12,t =7
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(i) y(t)=12,t =7

t2
= —9.815 + 3t 412

t~0.61

(iv) y(t) =0, t =7

t2
0= —9.815 + 3t 412

t~1.89
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