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Uvod

® Formule za povrdinu geometrijskih likova omedenih duZinama
(ravnim linijama) potjecu jo¥ iz starogrike, indijske i arapske
matematike.

® Puno je teZe ralunati povrdinu likova omedenih zakrivljenim
linijama. Za to ¢emo koristiti integrale.
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Povrsina ispod grafa funkcije

Neka je f pozitivna funkcija na intervalu [a, b], tj. f(x) > 0 za
svaki x € [a, b].
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Povrsina ispod grafa funkcije

Neka je f pozitivna funkcija na intervalu [a, b], tj. f(x) > 0 za
svaki x € [a, b].

Problem: Treba odrediti povr$inu omedenu grafom funkcije f, osi
x i vertikalnim pravcima x = ai x = b.
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Riemannova suma

Ovakvu povrsinu mozemo priblizno radunati na sljedeéi nad&in:

e Interval [a, b] podijelimo na n dijelova Sirine Ax;.
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Riemannova suma

Ovakvu povrsinu mozemo priblizno radunati na sljedeéi nad&in:

® Interval [a, b] podijelimo na n dijelova Sirine Ax;.

® Na svakom podintervalu [x;_1, x|, i = 1,...,n, odaberemo
totku x;* (npr. uzmemo totku koja je na sredini podintervala
ili to¢ku koja je na poletku podintervala).
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Riemannova suma

® Vrijednost f(x)/\x; je povrsina pravokutnika koja aproksimira
povrdinu nad [xj_1, x;].
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Riemannova suma

® Vrijednost f(x)/\x; je povrsina pravokutnika koja aproksimira
povrdinu nad [xj_1, x;].

® /broj povrsina pravokutnika iznad svih podintervala

S= Z ) AX;

nazivamo Riemannova suma. Ona aproksimira povr3inu
ispod grafa funkcije f na intervalu [a, b].
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Riemannova suma

=05 051 15 25 4384842 Y5 5 55 &

Sto su pravokutnici uZi, manje je odstupanje izmedu povriina
pravokutnika i povr3ine ispod grafa. Stoga, $to su podintervali uZi,
Riamannova suma bolje aproksimira povrsinu pod grafom funkcije.
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Riemannova suma

g f:
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Sto su pravokutnici uZi, manje je odstupanje izmedu povriina
pravokutnika i povr3ine ispod grafa. Stoga, $to su podintervali uZi,
Riamannova suma bolje aproksimira povrsinu pod grafom funkcije.

Odredeni integral je grani¢ni slu€aj Riemannovih suma koji se

dobije kada Sirina intervala tezi u 0.
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Odredeni integral pozitivne funkcije

TrazZena povrsina dana je izrazom
b
P = / f(x)dx.
a
Taj se izraz naziva odredeni integral funkcije f na intervalu [a, b].

Brojevi a i b su granice integrala, a je donja granica, b je gornja
granica.
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Funkcija povrsine
Funkcija povriine P(x) za a < x < b definiran se kao

P(x) = povrgina ispod grafa na intervalu [a, x].
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Funkcija povrsine
Funkcija povriine P(x) za a < x < b definiran se kao

P(x) = povrgina ispod grafa na intervalu [a, x].

P(x)

Vrijedi
* P(a)=0,
o P(b) =P = [’ f(x)dx.
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Primjer 1

Odredite funkciju P(x) ako je f(x) = x, a=1.
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Primjer 1

Odredite funkciju P(x) ako je f(x) = x, a=1.

P(x) je povrsina trapeza.

x+1 x2—1
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Diferencijal povrsine

Za mali prirast povrine AP(x) = P(x + Ax) — P(x) vrijedi

AP(x) = f(x)x,

AP(x)
A f(x).

Q
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Diferencijal povrsine

Za mali prirast povrine AP(x) = P(x + Ax) — P(x) vrijedi

AX

Iz toga slijedi formula za diferencijal povrsine

dP(x) _
dX - f(X)7
odnosno,
P'(x) = f(x).

= Funkcija povrSine P je primitivna funkcija funkcije f.
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Racunanje povrsine

Neka je F neka (bilo koja) primitivna funkcija funkcije f. Tada je
P(x) = F(x) + C. Vrijedi

P = P(b)
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Racunanje povrsine

Neka je F neka (bilo koja) primitivna funkcija funkcije f. Tada je
P(x) = F(x) + C. Vrijedi

P = P(b) = P(b) — 0
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Racunanje povrsine

Neka je F neka (bilo koja) primitivna funkcija funkcije f. Tada je
P(x) = F(x) + C. Vrijedi

P = P(b) = P(b) — 0
= P(b) - P(a)
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Racunanje povrsine

Neka je F neka (bilo koja) primitivna funkcija funkcije f. Tada je
P(x) = F(x) + C. Vrijedi
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Racunanje povrsine

Neka je F neka (bilo koja) primitivna funkcija funkcije f. Tada je
P(x) = F(x) + C. Vrijedi

P(b) = P(b) -0
(b) = P(a)

= (F(b) + C) = (F(a) + C)
(b) — F(a).
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Newton-Leibnitzova formula

Stoga je

gdje je F bilo koja primitivna funkcija od f.
(Razlika F(b) — F(a) ne ovisi o tome koji smo F izabrali.)

Ova se formula naziva Newton-Leibnitzova formula.
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Newton-Leibnitzova formula

Stoga je

gdje je F bilo koja primitivna funkcija od f.
(Razlika F(b) — F(a) ne ovisi o tome koji smo F izabrali.)

Ova se formula naziva Newton-Leibnitzova formula.

b

Izraz F(b) — F(a) Cesto pisemo kao F(x)| pa je
a
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Primjer 2

Odredite povr3inu ispod sinusoide f(x) =sinx za 0 < x < 7.
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Primjer 2

Odredite povr3inu ispod sinusoide f(x) =sinx za 0 < x < 7.

P = / sin xdx
0
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Primjer 2

Odredite povr3inu ispod sinusoide f(x) =sinx za 0 < x < 7.

P = / sin xdx
0

.= —(cosm —cos0) =—(-1—-1)=2

= —COsX
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Odredeni integral negativne funkcije
Neka je f negativna funkcija na intervalu [a, b], tj. f(x) <0 za
svaki x € [a, b]. Onda definiramo

./ab f(x)dx = —P.
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Odredeni integral opce funkcije

f
1
P

Py

b
/ f(x)dx =P1 —Pa+P3—Pa
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Odredeni integral opce funkcije

b
/ f(x)dx =P1 —Pa+P3—Pa
a

Opcenito,
b
/ f(x)dx = (zbroj povrsina iznad osi x)
a

— (zbroj povrsina ispod osi x)
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Svojstva odredenog integrala

-/ (70 = g(x))ob = / " () / " (i

o /ab af(x)dx = a/ab f(x)dx
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Svojstva odredenog integrala

+ [0+ atna= [ axs [ gt
. /abaf(x)dx - a/ab F(x)dx

c b b
O/ f(x)dx+/ f(x)dx:/ f(x)dx,zaa<c<b
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Svojstva odredenog integrala

- / ’ F(x)dx

f(x)dx =
f(x)dx=0

o

r
r
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Svojstva odredenog integrala

. /b F(x)dx = —/ab F(x)dx

. / f(x)dx =0

e Newton-Leibnitzova formula

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a)

a

vrijedi za svaki odredeni integral, bez obzira na funkciju f i
granice integracije, i za svaku primitivnu funkciju F od f.
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Primjer 3

Geometrijski interpretirajte i izracunajte

2w
(i) / sin xdXx,

(ii) /2 (x? — 2)dx.

-3
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Primjer 3

Geometrijski interpretirajte i izracunajte

(i) /:Wsinxdx,
(ii) /2(x2—2)dx.

-3
(i)

21 o
/ sinxdx = —cosx| = —(cos(2m)—cos7)=—(1—(—1)) = -2

s

18/20



Primjer 3

Geometrijski interpretirajte i izracunajte

(i) /:Wsinxdx,
(ii) /2(x2—2)dx.

-3
(i)

= —(cos(2m)—cos7) = —(1—(-1)) = -2

s

2
/ sin xdx = — cos x
s
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Zadatci

1. Geometrijski interpretirajte i izralunajte

T
/ cos xdx.
0
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Zadatci

1. Geometrijski interpretirajte i izralunajte

T
/ cos xdx.
0

2. Objasnite zadto za bilo koju neparnu funkciju f i za bilo koji
a € R vrijedi

f(x)dx = 0.

—a
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Zadatci

1. Geometrijski interpretirajte i izralunajte

T
/ cos xdx.
0

2. Objasnite zadto za bilo koju neparnu funkciju f i za bilo koji
a € R vrijedi

f(x)dx = 0.

—a

3. Objasnite zasto za bilo koju parnu funkciju f i za bilo koji

a € R vrijedi
/ f(x)dx = 2/ f(x)dx.
—a 0
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Zadatci

4. Geometrijski interpretirajte, procijenite i izracunajte
1
(i) / (x* 4 6x + 8)dx,
0
2
(i) / (x —1)%dx,
(i) / (x — 1)(x + 1)(x — 2)dx,
,41
(iv) u/" |x — 3|dx.
0
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Zadatci

4. Geometrijski interpretirajte, procijenite i izracunajte
1
(i) / (x* 4 6x + 8)dx,
0
2
(ii) / (x — 1)3dx,
2
(i) / (x — 1)(x + 1)(x — 2)dx,

-1

(i) /04 Ix — 3dx.

5. lzratunajte povréinu lika omedenog parabolom y = 2x — x?

pravcem y = 0.
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