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Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodredeni integral

Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R: Funkcija F' : (a,b) — R za koju je
F'(z) = f(x) za svaki x € (a,b) naziva se primitivna funkecija (antiderivacija)
funkcije f.

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) =a? @) f(z) =1

(b) f(z) = o= (e) fz) = e

(c) flz) =27 (f) f(z) =sinx
Rjesenje:

(a) TraZimo neku funkciju koja derivirana daje 22, Kako znamo da je (2) =

322, vidimo da je jedno rjeSenje F(z) = “3—; Primjetimo da smo tom
rjeSenju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)’ = 0. Tako je rjeSenje
inpr. F(z) = %3 +2.

(b) Znamo da je (z7) = 1272 pa je jedno od rjesenja F(z) = 227 + 1.

(¢) Npr. F(z) = (115)2" + e jer (27)' = (In2)2".

(d) F(x)=Inz. Ovdje je rjesenje npr. i F(x) = In(2z) jer

In(2z) =In2+Inz pa (In(2z)) = (In2+Inz) = (lnzx) = %
(e) F(x)=¢€"+4.
(f) F(x) = —cosz

Definicija 1.1.1 Za zadanu funkciju f(x) : (a,b) — R familija
{F(x)|F'(x) = f(z),z € (a,b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se
neodredeni integral funkcije f i oznacava se sa [ f(x)dz.



Primjer 2 Odredite slijedec¢e neodredene integrale:

(a) [(z? + x4 1)dx (c) [
(b) J(Vz + cosz)dx (d) 1122
Rjesenje:

(a) Trazimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje 22 + x + 1 i znamo da
mozemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rjesenje: [(z?+z+1)dx =
%x3 + %1’2 + x + C gdje je C proizvoljna konstanta.

(b) [(T+ cosz)dr = 222 +sinz+C

In(z +2) + C, x> =2

dx __ _
© [ =m(arorc={ pErAES D

(d) 1f;2 = arctanz + C'

Osnovna svojstva integriranja: iz definicije neodredenog integrala i svoj-
stava derivacije lako se vidi da vrijede sljedece formule:

1) ([f(x)dz) = f(x),
2) [(\f(x)+ pg(x))de = X [ f(z)dz + p [g(z)da,
3) [f(¢(x))d (x)dw = [f(t)dt = F(t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijedeée jednakosti:

(a) J(Ya)de = Yz +C (©) (Jo) = o2

(b) [(cos?z)'dx = cos* x + C (d) ([fsinz dx)/ _ sinw

x

Rjesenje:
(a) Imamo: [(Yz)'de = [tz 3de =1 [a~5de = {z+C.

(c) Ovdje mozemo koristiti definiciju neodredenog integrala i zakljucak izvesti
direktno ili ra¢unati:

dz ' 1
= (% =
(/cos%:) (tanz +C) cos?

(d) Koristimo definiciju neodredenog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost: ([ f(x)dz) = [ f'(x)dz ?

Rjesenje: Ne. Naime, (ff(z)d:)c)/ = f(z) dok s druge strane imamo: [ f'(z)dz =
f(z) + C. Uzmimo, npr. f(z) = a:

(/f(x)dx>/ - (/:m) — oy =
/fl(x)de/($)/dx=/dx:aj+C



pa, ako uzmemo C # 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koristec¢i svojstva integriranja, nadite sljedeée integrale:
(a) [(22% +1)%dx (b) [(222 + 1)*Czdx
Rjesenje:
(a) [(22% +1)3dx = [(82% + 122 + 622 + 1)dx = 327 + 22° + 823 + 2+ C,
(b) [(22? 4+ 1)*zdx = f(Qx + 1)%03d(22% + 1) = 1 [(22% +1)*0d(222 + 1) =
1@V oo L (2224 )T 4 C
1~ a7 - 188

Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi poglavlje
Metoda supstitucije), ¢t = 222 + 1.

Zadatak 6 Nadite integrale:
(a) [ e da (©) [£tde

dx
b) [ et

Rjesenje:
(b)
d vV 1-— \/ —
/ / T z /\/x—l- d:c—f/\/x— ldx =
ve+1l4+vor—1
= 5/\/m+1d(x+1)—§/\/x—ld(x—l):
1 1
(c)
22 +1 i~ . 2
dx = podijelimo ta dva polinoma = [(z+ 1+ dx =
x—1 x—1
= 224242z -1)+C
Zadatak 7 Nadite integrale:
T T z+l_pge— 1
(a) [3"e"dx o) [F52—
(b) [T*3 *dx
Rjesenge:
(a)
/Swexdx _ /ez 1n36$d1, _ /e(1+ln3)wdx _
1 . 6(1+1n3)x
— (1+1nd)xd 1 In3 - - C
1+1n3/6 ((L+3)e) = T =+



(c)

2m+1 _ 530—1
/7101, dx

JEGE) 3G s () i [G) -

1 2
= = —— g+l % g
5In2 11155 +c
Zadatak 8 Nadite integral: [%+dz, gdje a,c # 0.
Rjesenje:
b z+2 z+d4b_4d
/‘““L dr = 9/ T /— iy
Cl’+d & x+g c JI—FE

= a{z+(b)lnz+]+c
c a ¢
Zadatak 9 Nadite integrale:
a) [tanazdx (c) [tan? zdx
b) [cot zdx (d) [cot? zdx

Rjesenge:

(a) [tanzdr = [SLgy = — [Heosz) — _n|cosa| +C

COosS ™

(¢) [tan® adr = [(Zhs —1)de =tanz —x+C

Zadatak 10 Nadite integrale:

(a‘) fsin24(21) dx (C) sidnzw
(b) fsin2 J(;i;gos2 T (d) cg:m
Rjesenge:

d(2x
(a) f§1n2(23¢) =2 fsm(f(gl) = —2cot(2z) + C

d
(b) fsinzxiosza: = fsé?nzx;rccoossz cdr = cos2 x + fsmzz = tanz —cotz + C
d d tan',l> -
(C) sinxx f251n2cosz - 2ftan2cos2 - f tan%z _1n|tan%’ +C
de  __ d _ _
@ JaH=taG— =~ —Intan (§ - %)[+C

Zadatak 11 Nadite integrale:

a) [xv/2 —brdx (b) [zV2 - ba2dx
Rjesenge:

(a)

1 1
/m\/2—5mdx = /—5(2—5x—2)\/2—5xd:ﬁ:—g/(2—5x)%dx+§/\/2—5xdw



1 : 2 1
= 5 /@~ 52)2d(2 — 5z) — o /(2 — 52)2d(2 — 5z) =
2 s 4 3
Zadatak 12 Nadite integrale:
(a) [e3°5%sinzdx () le:;; dx
(b) f(arcsinail)mz\/1—.’1:2
Rjesenge:
(a) [e*cTsinzdr = —% Jedesrd(3cosx) = —%ESCOSI +C
Zadatak 13 Nadite integrale:
(a‘) fefildx (b) 3312
Rjesenje:
(b)
/ dr_ _ l/wdle /dzfi a3 +2)
3% +2 2 3% +2 2 In3 3% +2
1 1 N

Zadatak 14 Nadite integrale:

. _ i +
ON k=l (b) e

Rjesenje:

(a) sin x4cos z dr — fd(sin r—cosx) __
sinz—cos x Isinz—cos x e

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad mozemo olaksati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:

/f(w(t))w’(t)dt:sb(t)JrC - /f<sc>dz:¢<w<x>>+c

Primjetimo da smo metodu supstitucije veé¢ indirektno koristili u nekim pri-
jasnjim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:
(a) [zV1+ 322dx (¢) [223""dx

1

(b) [z da



Rjesenje:
(a)
/x\/ 1+ 322dx

12
63

1 P
]t:1+3x2:dt:6xdx‘:6/\/¥dt: 40 =
1

9(1+3x2)%+c

Napomena: Nasa susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prijasnjim zadacima:

1
/x\/1+3x2da:z/\/1+3x26d(1+3x2):...
(b)
2qz° 3 2 1 t L,
z°3% dex = |t:x édt:3zdz|:§ e'dt = -e"+C =

1 P
= gemd + C

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:

OV Perere v (b) [20 g
Rjesenge:
(a)
dx o 1
= t = arcsinz = dt = —— LS
/arcsin2 V1 — 22 ’ = !
1
= : +C
arcsin x
(b)
2arctanx t
/de = ‘t:arctanxjdtzl—’_wz :/th
1 1
= 2t C = _— garctanz C
In2 * In 2 +

Zadatak 3 Odredite sljedece neodredene integrale:

g sin x cos = d cosx d
(a) ‘[ \/2sin? z+cos? = v (C) f V/2sin? z+cos? z v
b sin & d
( ) f v/ 2sin? x4+cos? x r
Rjesenje:

(a)
sinx cos T sinx cos x

de — 7:|t:sian:dtZQSinmCOSﬂ:
V2sin® z + cos? x V1 +sin’z

1 dt 1
= - | — =Z.9214+¢ =1 in2
> Tt 2 Vi+t+C=vV1+sinz+C



(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljedeéi integral uz upotrebu navedene supstitucije:

dz eiia e — #2
(a) [ et supstitucija © =t
(b) [ ((if, 5 supstitucija z = sin? ¢
Rjesenje:
(a)
dz 9 . / 2t
—_— = r=t"=t=yride=2tdt | = | ——=dt =
/\/x(l—m) | ve | V2 (1 —t2?)
dt
= 2 = 2arcsint + C' = 2arcsinv/x + C
/\/1 — 2 Ve
(b)
d 2sintcost
/7:1: = |35:sin2t:>t:a1rcsin\/Eidcc:2sintcostdt|:/émicoS
x(1—x) sintcost
= 2/dt:2t+C:2arcsin\/§+C
Zadatak 5 Odredite slijedece neodredene integrale:
(a) [ mde (b) [Tt de
Rjesenge:
(a)
1 1+ ¢ 3+t
/idx = ’z:tQéd:p:Qtdt‘:/ + 2tdt:2/ o
1+ vz 1+t t+1
2 2
= 2 [ —t+2———)dt=-t*—t*+4t—4ln(l +¢ =
/( + 1th) 3 + n(l+t¢)+C
2~
= g\/ac3fx+4\/l>'—4ln(1+\/:;)+0
(b)
In 2 In2+1 d In2+¢
/nxda: - /&dxz ma=t= " —at :/udtz
zlndx z(In4 + Inz) x Ind+¢

In4+t—1In2 In2
= _—_— = 1— =
/ In4+¢ dt /( 1114+t) dt

= t—In2-Injlnd+¢+C=Inz—In2 -In|lnd+Inz|+C

Zadatak 6 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a) fw\/%, supstitucija z = 1




) fx\/%, supstitucija = = tant

Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.

1) Ako integral sadrzi radikal va? — 22, onda obi¢no stavljamo z = asint i

dobivamo

2) Ako integral sadrzi radikal vz2 — a2, stavljamo x =

Va2 —x2? = acost.

i dobivamo

cos t

Va2 —a? =atant.

3) Ako integral sadrzi radikal va? + z2, stavljamo x = atant i dobivamo

Va?+z2=

cost’

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte:

2
b) [Y Aty
Rjesenje:

[7=

¢) [V1—a2dz

fr2vﬁg?5

. 2
sin“t
< costdt = /51112 tdt =

|a:—smt:>d1—costdt | —/

1-— 2t
/ cos / t— — /COS 2tdt =

1 1
it—zsiHQt—ﬁ—C:iarcsinx—§\/1—x2+c

dt
cos?t

1 1 dt
T =tant = dzr = = -
costtant cos?t

dt in? ¢ 2¢ int dt
/ _ / sin“t + c.os di — / sin dt + dt_
cos?tsint cos?tsint cos2 t sint

1 dt 1 1 cos &
+ v 5 et =
cost 2singcosy  cost 2 ) sin 5 cos? 5

71 +1/ dt L +1In |t +C =
- = n an =
cost 2 ) tanicos?L  cost 2
— 1+ tan?t
vVai+1+1In +tan +C=
tant

-1+ V1 +a?
Va2 +1+1In S e +C
x




1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti ne¢emo
ovdje poblize objasnjavati, ono za nas znaci da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom mozZe raditi parcijalna integracija). Onda je

/udv :uv—/vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izrac¢unajte

/ e” sinxdzx.

Rjesenje: Imamo

u=e" dv = —sinz

/e'qc sinzder = -— (/em(— sinx)dx) = =
du = e*dx v = cosxdx

u = e" dv = cosx

— <e‘” cosT — /cos xe%ix) = =
du =e*dxr v =sinzdr

= —e"cosx+eFsinx — /ew sin zdz.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

Q/emsinxda: = ¢e%sinxz —ecosx

1
é/ezsinxdz = i(exsinzfexcos:z:)qLC

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rijesite:

(a) [xsinzdz (¢) [z%edx
(b) [z coszdx (d) [zIlnzdx
Rjesenje:

(a)

U= dv= —sinz
/xsinxdm = —(/x(—sinx)dm): =
du = dz v = cos zdx

= —mcosx—i—/cos:cdx: —xcosx +sinx + C



u =2 dv = e*dx

= = 2%e® — 2ze” +/2€zdl‘—$€ —2zxe” + 2" + C
du = 2dx v=e"
(c)
u=Inz dv = zdx 9
1 1
/mlnxd:c = = 2nx—/m2fdz—
2
du = % v= %
2lnz 1 2?lnz 2?2
= - = dr = ——+C
2 2/3”; 2 17

Zadatak 3 Rijesite parcijalnom integracijom:

Rjesenje:

9 U=z dvzm .
/\/LQdI = :x\/1+z2—/\/1+$2d9::
1+a du=dx v=+1+ 22

zV1+z22 — \}i =1+ 22—

dz
\/ 1+ x2 / V1+a?
Primjetimo da se pocetni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim

predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo

x
2 [ ——dx V1422 — /
./\/1—|—x2 V1+ a2
/ d V1 + a2 ln(x—|—\/1—|—x2)+c
——dr = -
V1422 2 2
(b)
/ 2 u=x dv = qztvea - o
g = - +/ dr =
212 2 2
(I+2?) du=dz v= gl 2(1 + 22) 2(1 + 22)

x 1
_m + §arctan$+c

Zadatak 4 Rijegite:
a) f%dw (b) [(z® + 1) cos2zdx
Zadatak 5 Primjenom parcijalne integracije rijesite
a) [arcsinzdx ¢) [Va?+x2dz, a#0

b) [z?arctan zdx
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Rjesenje:

(a)

u = arcsinx dv = dx

x
arcsinxdr = =zarcsine — | ———=dx =
/ du = —4z v=2x /Vl_x2
Vi—z2
= garcsinz ++v1—-22+C
(b)
w=arctanz dv = z3dx 3 3
9 T 1 T
/x arctanzdr = = —arctanx — ffida: =
du — —dz g3 3 3 1422
U = 1422 v=r3
3 1 21 3 1 2411
= %arctanx— g/iliaﬁ §d(x2) = %arctanx - 6/796 :;Jr 1 d(z?) =

_ farctanﬂc—é(/d(x2)_/1dfi)2> N

z3 1, 5 9
= garctanx—g(x —In(l+2z%))+C

/\/a2+x2 = 7a2+x2 dgc—/a2 d:z:—&—/xQ dx
a2 +.T2 ‘/02+l'2 </a2+x2

Va2 + 22 2

%—%ln(va a’?+2?)+C =

= vidi Zadatak 3 (b) =

= a’ln(z+Va®+22)+

2

1
= %ln(x—i— a2+x2)+§x\/a2+x2+6’

1.1.3 Integriranje racionalnih funkcija

Za integriranje racionalnih funkcija najéesée koristimo metodu neodredenih ko-
eficijenata i metodu Ostrogradskog koju ovdje neéemo opisivati.

Metoda neodredenih koeficijenata: Nakon odvajanja cijelog dijela, in-
tegriranje racionalne funkcije svodimo na integriranje pravog racionalnog raz-
lomka:

(z)

Q(z)
gdje su P(x) i Q(z) polinomi takvi da je stupanj polinoma P(z) manji od
stupnja polinoma Q(z). Ako je
Q) =(xr—x1)™ ... (x —zp)™

gdje su 1, ..., x, razliciti realni korijeni polinom Q(z) a ay,...,«, prirodni
brojevi, onda gornji razlomak mozemo rastaviti na parcijalne razlombke:
Plx) _  An Aqz Aja,
Q(x) x—x (z—x1)2 T (z—x)®
Anl An2 + Ana”

r—x, (r—x,)2 T (r—xn)

!

+ ...




Neodredene koeficijente A1, Aia, ..., Ana, nalazimo tako da gornji identitet
svedemo na cijeli oblik pa izjedna¢imo koeficijente s istim stupnjem varijable x
ili tako da za x u tu istu jednadzbu uvrstimo prikladne brojeve.

Primjer 1 Izracunajte integral fﬁ gfig dx

Rjesenje: U zadanom integralu prvo odvajamo cijeli dio:
x2—5m+9_ﬂc2—5x—|—6+3_ 3
22 —-5x+6  a2-5x4+6 22 —5x+6
pa imamo
- —5x+9 dx
dr= [d dz 3| ——F—
/x2—5x+6x /F’/ —5 T /m2—5x+6

Sada je u brojniku P(z) = 1 $to je niZeg stupnja nego Q(x) = 22 —5x + 6 u
nazivniku. Vrijedi:
Q(r) =2 —5rx+6=(z—3)(z—2).

Stoga rastavljamo na$§ razlomak na sljedece parcijalne razlomke:

1 1 _ A B
22 -5x+6 (z-3)(z—2)

r—3 x-—2

Trazimo keoficijente A i B.
Prvi nacin: svodimo na$ identitet na cijeli oblik i izjedna¢ujemo koeficijente
s istim stupnjem varijable x.

1

2 —5x +6

A B
=t —— /@—3)@-—2) =

1 Alx-2)+B(z—-3) =
1 (A+ B)x —2A— 3B
iz Gega slijedi A+B=0 i —-24-3B=1 =
A=1 i B=-1

Drugin nacin: nalazimo A i B tako da uvrstimo zgodne vrijednosti za x u
jednadzbi 1 = A(z — 2) + B(z — 3), npr.

r = 2 = 1=-B =B=-1
=3 = 1=4A =A=1
Sada imamo:
22 —5x+9 dx 1 1
——dx = 3/ ——"7-——= 3 — dx =
/3132—5364—6m T /x2—5x+6 T /(m—?) x—2> v

x+3njz—3|—-3njr—-2|+C=2+3n i

-3
e

522 4+6x+9

=y eaaeled

Primjer 2 Nadite integral:

12



Rjesenje: Direktnim uvrstavanjem provjerimo da 3 i —1 nisu nule polinoma
u brojniku pa je, prema tome, razlomak skra¢en do kraja. Rastavljamo ga na
parcijalne razlomke:

522 + 6z + 9
(x—3)*(z +1)?
522 + 6249

A n B n c n D N
=3 (z—3)2 z+1 (z+1)

Alx =3)(x+ 1)+ Bx+ 1>+ C(z —3)*(x + 1) + D(x — 3)?

Uvrstavamo pogodne vrijednosti za x:

2
= 5.946:-3+9=B-16 = B:I—G:
8 1
= — :D~1 D:—zf
5—64+9 6 = 6= 3

Sada vratimo dobivene vrijednosti u po¢etnu jednadzbu i imamo:

2(52% + 62 + 9)

= A(x —

3N+ 1)+9x+1)2+Cx—3)%(x+1) +

To dalje rac¢inamo i izjednacavamo koeficijente uz potencije od z:

1022 + 122 + 18

koeficijenti uz

T

slobodni koeficijenti

=

Stoga slijedi:

3

= Az -3)(2* +22+1)+9(a? + 22 +1)* +
+ C(2* =62+ 9)(x+1)+ (2* — 6z +9) =
= A@® -2 -52-3)+9(* +2x+ 1)+ C(a?

A+C=0

—344+949C+9=18 = -344+9C=0

A=0 1 C=0.

/mmdw - /<2(m33)2+2(m_1~_1)2>d17—

9 1
= -3 2wty C

9

2

(x —3)%

— 522 + 32 +9) + (22 — 62+ 9)

(ovdje je C u zadnjem redu kao i obi¢no oznaka za konstantu, te nema veze za
C' iz rastava na parcijalne razlomke).

Zadatak 3 Rijesite sljedece integrale:
x +.L+1 d.’E

z(z2+1)
R]esen]e.

(a) Brojnik je istog stupnja kao i nazivnik pa prvo dijelimo polinome:

Sada imamo:

dx
b) | eeine

2+r+1 2P+ +1 1
— -1
x(z?2+1) s+ 3+

/x +m+1 / /
dr + 3
+a

13




Rastavljamo razlomak u drugom integralu na parcijalne razlomke:

1 B é Bz +C
B+ x 2 +1
1 = A@*+ 1)+ (Bz+Cxz =

A+B=0, C=0, A=1 pa B=-1

B +z+1 dzx T
—————dz = d — — | ——dx =
/x(x2+1) v /x+/m /xQJrlx

1
x+1n|x\—§1n(x2—|—1)+6'

Slijedi:

b) Ovdje u nazivniku imamo jednu realnu, veé¢ istaknutu nultocku i polinom
drugog stupnja pa odmah trazimo koeficijente:

1 B A n Bx+C
(x—D(x2+x+1)  z—-1 224+z+1
1 = A@*+2+1)+(Br+0)(z—1) =
1 1 2
nakon izjednacavanja uz stupnjeve = A= 3’ B = —3 C= —3
Sada imamo:
2 4r+1 1 dx 1 T+ 2
—————dr = = —= | ———dx =
z(z2 4+ 1) 3Jx—1 3)a22+z+1
1 1 20 +1 3 dx
= —-In(z—-1)—= - = dr =
311(30 ) 6/:L'2+x+1 6/x2+x+1x
1 1 1 dx
= flnx—l—flnx2+x+1—f/7(dx

i ovaj zadnji integral je o¢ito arctan pa dovrsite sami.

14



Problem povrSine - odredeni
integral. Leibniz-Newtonova
formula

Ralunat ¢emo odredeni integral funkcije f na intervalu [a,b], u oznaci jf F(x)dx,
te kasnije upoznati geometrijsku interpretaciju dobivenog rezultata. Brojeve a i b
zovemo redom donja, odnosno gornja granica integracije, a interval [a,b] interval
integracije. Potrebno je poznavati osnovna svojstva odredenog integrala integrabilne
funkcije f na intervalu [a,b] C Z(f):

(1) [9f(x)dx=0

@ Jy f)dx =~ ;' f(x)dx

B3) [Pef(x)dx=c [’ f(x)dx, gdje je ¢ konstanta

@ [P f(x)dx= [ f(x)dx+ [? f(x)dx za svaki c €< a,b >.
(5) [P f(x)dx > 0 ako je f(x) > 0 za svaki x € [a,b].

No, ostaje pitanje kako efektivno racunati neki odredeni integral? Ovdje se klju¢nom
pokazuje tzv. Newton-Leibnizova formula:

Ako je funkcija f integrabilna na intervalu [¢, )] i ima na tom intervalu prim-
itivnu funkciju F (funkciju takvu da je F/ = f), onda je

/a ! ) = F(b)— Fla).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skraéeno F(x)|2, pa Newton-Leibnizovu for-
mulu moZete pamtiti u ovom obliku:

b
| e =F,

Napomena: Znamo da je, prema definiciji, neodredeni integral funkcije f jednak
primitivnoj funkciji F, to¢nije Citavoj klasi primitivnih funkcija {F 4+ C|C € R}. Dakle,
dovoljno je naéi neodredeni integral funkcije f i potom odredeni integral izracunati kao
razliku vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj i donjoj granici integracije. Pritom je



vazno uvidjeti da ovaj racun ne ovisi o tome kojeg smo predstavnika klase primitivnih
funkcija izabrali. Naime, ako su Fj i F; dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu
[a,b], onda znamo da postoji realna konstanta C takva da je F» = F; +C, pa je

Filg=Fi(b) = Fi(a) = Fi(b) + C— (Fi(a) +C) = F2(b) — Fa(a) = F;.
Stoga se (radi jednostavnosti) kod racuna odredenog integrala zanemaruje aditivna
konstanta.

Primjer 1 IzraCunajte odredeni integral [ f3 (3x* — 1)dx.
Rjesenje: Koriste¢i Newton-Leibnizovu formulu ra¢unamo:

/ xfldx*/ 3x%dx — /ldxf

= —x)P 5 =5 -5-((—3)° —(=3)) = 120+ 24 = 144.

Odredeni integrali pozitivnih funkcija

Odredeni integral fab f(x)dx pozitivne funkcije f to¢no je jednak povrsini P ravninskog
podrucja omedenog grafom funkcije f, x—osiipravcimax=aix=>b.

Primjer 2
Izracunajte odredeni integral f; 4x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Znamo da je primitivna funkcija funkcije g(x) = x* dana s G(x) = % i tu ¢injenicu
uz svojsvto (3) i Newton-Leibnizovu formulu koristimo u ra¢unu:

3,3 ? 3 s 4\)3 _ 24 _Hd
/ 4idx = 4/ Pax=4- ()= (p =32 =65
2 2
Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle 65, bro-

jéano odgovara povrsini podru¢ja odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = 4x*, odozdo
x—osi, slijeva pravcem x = 2, a zdesna pravcem x = 3:

250
200
150
100

50

Primjer 3
IzraCunajte || 12 (x> — 2x+3)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.



Rjesenje:

2 2 2 2
/(x2—2x—|—3)dx = /xzdx—Z/ xdx—|—3/ dx =
1 1 1 1
3 2

X X 7
= (g)ﬁ - 2(3”% +3x[f = 3
Broj % brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije f(x) =
x2 —2x+3, ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 3:

5

=N W s

Primjer 4
Izralunajte [; |x — 2|dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

/03|x—2\dx = /()Zf(fo)der/;(xfz)dx:

2 2 5

X X
= —(5—2x)|%+(5—2x)|3 =5

Rjesenje:

Sto se geometrijske intrepretacije rezultata ti¢e, broj % odgovara povrsini podrucja

odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = |x—2|, odozdo x—osi, slijeva pravcem x = 0
(dakle y—osi), a zdesna pravcem x = 3:

3
)

-1 1 2 3 4

1o
Primjer 5 Izraunajte || 116 #dx i geometrijski interpretirajte dobiveni rezultat.



Rjesenje: Najprije raCunamo zadani integral:

16 16 16 16 16
/ x2—|—x4 —/ xzdx—i—/ —dx—/ x2dx—|—/ x4dx—
J1

X

:cfﬂﬂu%wﬁze¢h4ymﬁza¢ﬁ+«ﬁaf@¢h4vbz

4
=2-4+4.2-2—-4=16—-6=10.

Bol—
=

L3S}

Rezultat brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije

2 4
flx)== +" , ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 16:

3t

1 4 7 10 13 16 19

Zadatak 1 IzraCunajte i geometrijski interpretirajte sljedece odredene integrale:
(1) [} 2xdx
() ffz |x3|dx
(3) J{ Fdx
@) Jo sidx

(5) J |sin (2x)|dx

Odredeni integrali ostalih funkcija

Odredeni integral jf f(x)dx funkcije f koja na intervalu [a,b] ne poprima samo poz-
itivne vrijednosti jednak je razlici izmedu zbroja povrSina iznad osi x (a ispod grafa
funkcije f) i zbroja povrSina ispod osi x (a iznad grafa funkcije f). Najbolje da to
objasnimo na primjeru.

Primjer 6 Izralunajte odredeni integral | 32 x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje: Vidimo da je rezultat integracije nula:

2 B _ 24 (_2)4 _ _
[rae=ra=C)-(E) —amaz0



3

Nacrtajmo graf funkcije f(x) = x> na intervalu [—2,2]:

0.5 1 1.5 2

Vidimo da nulto¢ka funkcije f(x) = x3, tj. tocka x = 0 oznaCava prijelaz grafa
funkcije f iz donje u gornju poluravninu koordinatnog sustava. Integral f32x3dx
moZemo zapisati ovako:

2 0 2
/ x3dx:/ x3dx+/ dx.
-2 -2 0

Prvi integral s desne strane gornje jednakosti raCuna negativnu vrijednost povrsine po-
dru¢ja omedenog odozdo grafom funkcije f, odozgo s x—osi, slijeva pravcem x = —2,
a zdesna pravcem x = 0, dok drugi integral s desne strane gornje jednakosti racuna
povrsinu podruéja omedenog odozgo grafom funkcije f, odozdo s x—osi, slijeva pravcem
x =0, a zdesna pravcem x = 2. Ako prvu povr§inu odznac¢imo s Py, a drugu s P>, onda
zapravo vrijedi

2
/ x3dx:P| —Pz.
-2

Kako je ffz Xdx=0,toje P, — P, =0, tj. P, = P>, Zto je znog simetri¢nosti funkcije
f (ona je neparna, tj. simetricna obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava) i jasno.
Dakle, rezultat integracije ukazuje da su dvije povrSine sa slike medusobno jednake.

Primjer 7
Izralunajte odredeni integral [ Ez(x2 — 1)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Racunamo:

3 x3 3 _n)\3 _
[ nar=(5 0P =G -3 - (Sh =6 (=%

Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle %, bro-
j¢ano odgovara Py — P, + P3, gdje je P; povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —2 a zdesna pravcem x = —1, P, povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —1 a zdesna pravcem x = 1, te P3 povrSina podrucja omedenog slijeva pravcem
x =1 a zdesna pravcem x = 3. Sva tri podrucja su odozgo i odozdo omedena grafom
funkcije f(x) = x> — 1 te x—osi. Tocke x = —1 i x = 1 u kojima graf funkcije f prelazi
iz gornje u donju poluravninu koordinatnog sustava dobivamo rjeSavanjem jednadZbe
f(x) = x> —1 =0 (to su nultocke funkcije f).



N > o o O

-2 -1 1 2 3
Ovaj rezultat smo dobili stoga Sto je
3 —1 1 3
/ (¥ — 1)dx = / (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx,
-2 -2 -1 1
gdje prvi integral s desne strane odgovara Py, drugi —P,, a treci P;.
Primjer 8 Izratunajte povr$inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = x> — 1,
x—osi te pravcima x = —2ix = 3.
Rjesenje: RjeSavanje ovog zadatka sli¢no je prethodnom, uz bitnu razliku da éemo

ukupnu povrSinu P = P; + P, + P; lika s gornje slike dobiti ako integral fil (x> —1)dx
ra¢unamo s negativnim predznakom. To znaci da je

P = /_;l(xz—l)dx—/_ll(xz—1)dx+/13(x2—1)d _
X3 X3 3
= (g—x)[é (?—x)| 1+(§—X)|1:
3 3
- (- -
3 13
G- -
33 13

Primjer 9 Izratunajte povr§inu podruja omedenog grafom funkcije f(x) = ¢* — 1,
x—osi te pravcima x = —2, x = 2.

Rjesenje: Najprije provjeravamo koje su nultocke funkcije f, tj. rjeSavamo jed-
nadzbu f(x) = 0:

f—1=0=¢e¢"=1=x=mhl=x=0.

Kako se x = 0 nalazi unutar intervala integracije [—2,2], jedan dio zadanog podrucja
integracije se nalazi ispod, a drugi iznad x—osi:



Vidimo sa slike da je (kako bismo izraCunali povrSinu P zadanog podrucja) potrebno
integral na intervalu [—2,0] raCunati s negativnim, a na intervali [0,2] s pozitivnim
predznakom:

0 2
P = —Lz(f—l)dx+/0(e—1)dx:
= (D) -V =
= [ @-0) = (2= (D) + [ -2)~ (" 0)) =
= —(1—e?=2)+(-2-1)=...=
= 4e -2,
Primjer 10

Izralunjte povr§inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = (x—1)(x—2)(x—
3) i x—osi.

Rjesenje: Primijetimo da nisu zadane granice podrucja slijeva i zdesna, no to
nije niti potrebno, jer je podruc¢je u potpunosti odredeno zahtjevom iz teksta zadatka
(ogranicenost odozgo i odozdo). Naime, ocito su nultocke ove funkcije tocke x; = 1,
X2 =21x3 = 3. Analizom toka funkcije dobivamo sljedeci graf:

2

-1

-2

"o X

odakle je jasno da nije potrebno zadati granice slijeva i zdesna — one se "ocitaju" sa

slike.
Preciznije, vidimo da se podrucje sastoji od dva dijela: povrSina prvog ¢e se racu-



nati kao jlz (x—1)(x—2)(x—3)dx, a povrina drugog kao — j23 (x—1)(x—=2)(x—3)dx,
pa za ukupnu povrSinu P imamo

P

2 3
A]@—lxx—ZXX—ﬂdm—L(x—lﬂx—ZXx—SMx:

2 3
/ (x3—6x2+11x—6)dx—/ (x> —6x% + 11x — 6)dx =
1 2

4 2 4 2
X 11x X 11x
= (Z—Z)CS“FT_6x)|%—(z_2x3+7_6x)‘3:

Zadatak 2 IzraCunajte i interpretirajte geometrijski sljedece odredene integrale:

(1) J2,(2x—1)dx

2) [%( +x)dx

(3) [T, cosxdx
Zadatak 3 IzraCunajte povrSinu omedenu s x—osi, grafom funkcije f i pravcima x =a,
x = b ako je:

() f(x)=2—4x,a=0,b=2

Q) f(x)=—-x*>—x+2,a=—4,b=2

3) fx)=2"-2,a=-3,b=2

Zadatak 4 Izracunajte povrSinu omedenu s x—osi i grafom funkcije f ako je:
() fx) =|2x—1]=5
Q) f(x)=—-x*>—x+6
3) f(x)=(x+2)* (x—4)



Metode racunanja odredenog
integrala. Nepravi integral

Supstitucija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala i pri racunanju odredenog integrala Cesto se ko-
risti tehnika supstitucije integracijske varijable. Pritom moZemo upotrijebiti jednu od
sljedece dvije metode:

(1) izvrSimo zamjenu integracijske varijable i racunamo neodredeni integral - nakon
S$to nademo primitivnu funkciju vra¢amo se na staru varijablu; ovaj postupak ne
zahtijeva promjenu granica integracije

(2) integracijsku varijablu mijenjamo direktno u odredenom integralu - ovaj postu-
pak podrazumijeva i odgovarajuéu promjenu granica integracije.

Pri radu s ovom tehnikom posredno koristimo sljedeci rezultat:
Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a,b) i diferencijabilnu funkciju ¢ : [0, B] —
R takvu da je ¢' neprekidna i (o) = a, ¢(B) = b vrijedi

b B
| rwas= [ s o'war

Primjer 1

Koristeéi obje metode supstitucije izratunajte foz 2x(x% +1)3dx.

Rjesenje:

1. nacin: Najprije raCunamo neodredeni integral koristeci supstitucijsku varijablu,
a potom vra¢amo izvornu varijablu i raCunamo dredeni integral. Supstitucija koju ¢emo
ovdje koristiti je t = x*> + 1, iz ega slijedi da je df = 2xdx. Sada moZemo zamijeniti
sve podintegralne elemente supstitucijskom varijablom:

4 2 1y
/2x(x2+1)3dx=/t3dt: tz = w,

4
paje
2 2 14
/2x(x2+1)3dx = (Cahaly 3=
0 4
2 )4 2 )4
_ @4pt @4t _es 1
4 4 4 4



2. nacin: Osim podintegralnih elemenata, supstituirat éemo i granice integracije.
Supstitucija = x> + 1 odgovara i na pitanje koje su (u terminima varijable ) nove
granice integracije: za donju granicu imamox =0=t=1,azagornjux=2=1¢=35,
pa integral postaje

2
/2x(x2+1)3dx:/ Pdr = (&
0 1

Napomena:

l4 54 ]4

Vazno je uoditi pogodnu supstituciju i pritom paziti da je veza izmedu pocetne i
supstitucijske varijable jednoznacna.

Primjer 2

Izraunajte odredeni integral [ 14 mdx

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju 1 +2x = ¢, odakle slijedi x = ’ZT’I, S$to nakon diferenciranja
daje dx =tdt.

Ako pokusamo izraziti supstitucijsku varijablu ¢ preko pocetne integracijske var-
ijable x, nai¢i éemo na poteskoée. Naime, iz veze 1 +2x = ¢ nije moguée jednoz-
nacno izraCunati supstitucijsku vezu, jer imamo dvije moguénosti: t = /14 2x ili

—+/1+2x. Oba ova izbora su dobra, ali se nuzno trebamo odluciti za samo jedan i
s njime potom nastaviti raun. Neka je veza dana st = /14 2x.

1. nacin: za donju granicu integracije imamo x = 1 = ¢ = /3, a za gornju x = 4 =
t=3,paje

4 x 3 ,,1 342
[z = L5
1 1+2x

3
- %(‘3 s = 1(3 37§+\/§):3.

2. nacin: ra¢unamo najprije neodredeni integral

x ?—1 1.3
——dx= | ——dt == (= —t
/ V1+2x 2 2( 3 )
a potom se vratamo na pocetnu integracijsku varijablu x: t = /1 4+ 2x, pa je kon-
acno

4 x 1 \/1—|—2x
dx = VT2
I s e S

Sto bi se dogodilo da smo za vezu izmedu x i 7 uzeli r = —/T +2x? Racunajmo
po prvom naéinu: za donju granicu integracije imamo x = 1 =t = —/3, a za gornju
x =4 =t = —3, pa je (obratite paZnju na predznak — u podintegralnoj funkciji!)

4 -3 lz;l.tdt 3 2_1 2_1
/ g = / = / ! _/ i
1 V14+2x -3 i

3
L e L R




Posebno su vazne supstitucije kod kojih funkcijska veza izmedu pocetne i supstitu-
cijske varijable nije ocita, kao u sljede¢em primjeru.

Primjer 3
1

Izratunajte ff 2 V1 — x2dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

Rjesenje:

Uvodimo tipi¢nu supstituciju za ovakve integrale: x = sint, odakle slijedi v'1 — x% =
V1 —sin’r = Vcos2t = |cost|, a dx = costdr. Da bismo imali jednoznatnu vezu
izmedu x i ¢, moramo odabrati smo jedan dio domene sinusne funkcije, i to takav da
se postizu sve vrijednosti iz skupa vrijednosti [—1,1]. Uzmimo ¢ € [-7,7]. Kako u
tom podrucju kosinus poprima samo pozitivne vrijednosti, moZemo maknuti znak ap-
solutne vrijednosti, pa je v/1 —x? = cost. Dalje, granice integracije sada nije teSko
f)drediti: za donju granicu imamo x = 7% =t=—%,azagomjux= % =>t= %, pa
je

) i
/ s V1 —x%dx = / cost - costdt =

n

-7 3

1
5= 540

1 1 z
= (5t+gsin20)[® 57+3V3+6).

Sto se geometrijske interpretacije rezultata tice, broj i(Sﬂ? +3v/346) ~ 1.121 odgo-
vara povrsini dijela gornje polukruZnice sa srediStem u ishodistu i radijusom 1 — to je

V2 1

dio omeden pravcima x = — 3= ix = 5:

-1 1
N 2
Primjer 4

Izratunajte [,"%\/e* — 1dx.

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju ¢* — 1 = r%. Sada je ¢*dx = 2tdt, pa iz ¢ = > + 1 slijedi
dx = 2_dr. Ako uzmemo t = v/e*— 1, onda za donju granicu integracije imamo

241
x=0=r=0,azagomjux=I[n2=t=1,paje
oo !
tr5——dt = 2| ———dt=
/o 2 +1 /o 12 +1

1 1
2/0 (1— m)dt = 2(r —arctant)|) =2 —

ST

Zadatak 1 Metodom supstitucije rijesite sljedece odredene integrale:

(1) f) (x+3)"0dx



2) J?, xvV/8—x2dx
3) [

@) [y VA2 4 3dx

(5) J5(2=3x%) (x> —2x 4 1)%dx

1 x2
(6) ffl mdx
(7) fo (¢ = 1)*e"dx
(8) Jf =prdx

&) fl ﬁdx

(10) [%x T V2+ 3 cos? xsin2xdx.

Parcijalna integracija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala, i kod raunanja odredenog integrala moZemo koristiti
tehniku parcijalne integracije, tj. formulu

b b
/ udv = (uv) |’ —/ vdu.
a a

Pritom je vaZno primijetiti da se u ovako skraéenoj formuli nigdje eksplicitno ne pise
integracijska varijabla x, ali da se granice integracije a i b odnose upravo na nju.
Primjer 5
/e
Xiooin (3 _x

IzraCunajte [ z ordx.

Rjesenje:

Parcijalno integriramo na sljede¢i nacin: gi‘fQ‘X =dv=>v=—cotx,u=x=dx=du,
paje

/4
z l z
/3 T = (—xcotx)|3 +/3 cotxdx =
x Tz

ﬁ +/73r Cf)Sxdx
3 T sinx

4

T n T
3 4
Uvodimo supstituciju sinx = ¢, odakle je cosxdx = dt, pa je

(1m)|f

ln\@—ln\ﬁzln\/g‘

=i
t

—
Wy
2.8
=] ‘ 2
=<
>
I
\
S



Sada imamo

I ox T V3 7 3
=2 T oy
/l sinzxx 3 3 —|—4—|—n\/;

I

Primjer 6 Izracunajte fol arctanxdx i geometrijski interpretirajte rezultat.

RjeSenje: Parcijalno integriramo tako da uzmemo u = arctanx = du = 5 +lx2 dx,
dv = dx = v =x paimamo

1 1
X
/ arctanxdx = (x-arctanx)| — / ——dx=
0 o 1+x

L |
= arctanl — / ——dx,
o 1+x?

gdje dobiveni integral rjeSavamo supstitucijom 1+ x> =t = 2xdx = dt = xdx = %dt
(granice integracije: x =0=1¢=1,x =1 =t = 2). Dobivamo

/‘ tannd T 1 (%dt
arctanxdx = ——— — =
0 4 2 )1 t
T 1
= Z*g(ln\tbl%:
1
- g—i(an—lnl):
o In2
T4 27

Rezultat (koji pribliZno iznosi 0.439) odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom
funkcije f(x) = arctanx, odozdo s x—osi, slijeva pravcem x = 0, a zdesna pravcem
x=1:

Zadatak 2
Primjenom parcijalne integracije izracunajte sljedece odredene integrale:

(1) fin? xe*dx
() fog (x+3)sinxdx

3) & In(1+x)dx.



Nepravi integral

Cesto se u zadacima pojavljuju integrali funkcija koje se ne mogu evaluirati u nekoj
od rubnih tocaka ili u nekoj od unutrasnjih to¢aka intervala integracije. U tom slucaju
koristimo sljedeéu definiciju:

Ako se neka od granica integracije nalaze u beskonacnosti definiramo (uz uvjet
da svaki od sljedecih limesa postoji i konacan je):

(1) [ f(x)dx = limp_oo [ f(x)dx
Q) [P f(x)dx =1lim, .« [ f(x)dx
(3) [ f(x)dx =1imy e [© f(xX)dx +Timp_.. [7 f(x)dx.

Ako unutar integracijskog intervala [a,b] funkcija f ima prekid u to¢ki ¢ ili u
toj tocki nije definirana, onda definiramo (uz uvjet da sljedeci limes postoji i
konacan je):

b €] b
/ F0dx= lim / Fdet tim [ fx)d.

g—c—0 &—ct+0.Jg,

Primjer 7
IzraCunajte [|” % i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Koristimo gornju definiciju i raunamo
* dx b dx

lim [ — = lim (Inx)|} =
1 X b—e J1 X bh—sc0

= limlnb—1Inl=limInb = oo.

— 00 —00

Rezultat govori da lik odozgo omeden grafom funkcije f(x) = i odozdo s x—osi te
slijeva pravcem x = 1 ima beskonacnu povrsinu:




Primjer 8
Izralunajte [,

; +fc2 i geometrijski interpretirajte rezultat.

/"" dx _/0 dx+/°°dx_
e 122 e 1+x2  Jo 1427

lim /0 dx +lim /b dx
= 1 1 —_—
a——oJg 14+x2 by 14+x2

= lim (arctanx)| —i-l}im (arctanx)|3 =
oo oo

Rjesenje:

= lim (—arctana) +blim (arctand) =

a— —oo
T T
= _(_E) + E =T.

Rezultat integracije, dakle broj m, odgovara povrSini otvorenog podrucja omedenog

odozgo grafom funkcije f(x) = ﬁ, a odozdo s x—osi:

1

Napomena: Sli¢no kao gore pokusajte rijesiti [ ff;‘z. Ako nacrtate sliku podin-

tegralne funkcije, izgleda (zbog njene neparnosti) kao da ovaj nepravi integral postoji i
jednak je nuli. Medutim, rjeSavanje po principu gornjeg primjera vodi nas na zbroj dva
limesa, od kojih je prvi —oo, a drugi o, §to znaci da ovaj nepravi integral ne postoji.

Pogledajmo sto se dogada kada podintegralna funkcija ima prekid unutar integraci-
jskog podrucja:

Primjer 9
dx

Izratunajte [} ~ T
—

Rjesenje:
Ocito je da podintegralna nije definirana u tocki x = 2, pa je

lim /SILJr lim /4L:
£—2-0J1 m &—2+0 /¢, m

= . 3?70(33/@) 7 +£zgr51+o(3€/E) =

= i Va8 lim (692-3Y/8-2) =

= 3+V2.

4 X
| 7o



Primjer 10

IzraCunajte [ xe *dx.

Rjesenje:

Koristimo tehniku parcijalne integracije: x = u = dx = du, dv = e *dx = v =
Jefdx=—e"*, paje

/xefxdx = (—xefx)\ff—l-/ e Fdx =
0 0
= fim (2 Jim (e =

—b
—  lim — —+ lim b L0 = (I'H) =
hiweb+biw( +e’) = (L'H)

-1
hggo(ebH_

Zadatak 3 IzraCunajte sljedee neprave integrale:

M /. (;’); .

(2 f1
(3) fo e tdx
(4) fl dx

(x— 1

) [0, xe'dx
©) 7l
QN oy
® Jy i

Q) [ -4

xln“x

10) [} (+= 3+ Inx)dx.



Poglavlje 1

Primjene odredenog integrala

1.1 Povrsina ravninskog lika

Za dani ravninski lik omeden krivuljama y = f(z) i y = g(z) te pravcima = = a
i x = b treba odrediti njegovu povrsinu P (vidi sliku). Koristimo ¢injenicu da je
povrdina tog lika jednaka razlici povrsina lika omedenog pravcima x = a, x = b,
osi z i krivuljom y = f(x) te lika omedenog s © = a, x = b, osi z i krivuljom

y = g(x). ZakljuCujemo:
b b
p= [ t@iz - [ g
tj. b
P= [ (- 9@

Ova jednostavna formula temelj je ra¢una povrsina ravninskih likova gore opisanog

tipa.

/ y=g(x)
/ a 2 b & \

Slika 1.1: PovrSina P jednaka je razlici povrSina odredenih grafovima I'y i I'y

Gornja formula vrijedi i u slu¢aju da nije f(x) > 0ig(z) > 0zasvez € [a, ],
ali uz uvjet da je f(z) — g(x) > 0 za sve x € [a,b]. Naime, prema slici je o¢ito
da mozemo translatirati krivulje T'y i I'y duz y—osi koliko je potrebno (recimo



za neku veli¢inu m) do situacije sa slike 2.1., na kojoj su sve vrijednosti funkcija
f 1 g na intervalu [a, b] nenegativne (vidi sliku 2.2.). Naime, tada se povrsina P
koju trazimo oc€ito ne¢e promijeniti, a mozemo primijeniti poznatu formulu:

P:/ab[f(x)+m]dm—/ab[g(x)+m]dx=/ab(f—g)(w)d$~

Dakle, moZzemo primijeniti ve¢ postoje¢u formulu ¢ak i u slu¢aju da nisu sve
vrijednosti podintegralnih funkcija na intervalu integracije nenegativne.

s y=f(x)+m

2 b 4

y=g()+m

Slika 1.2: Formulu razlike povr§ina moZemo primijeniti i na funkcije kojima nisu
sve vrijednosti na integracijskom podrucju nenegativne.

Primjer 1

Izra¢unajte povrsinu podruéja ograni¢enog s y =4 — 2% iy = 22 — 22.

Rjesenje:

Grafovi ovih funkcija omeduju lik (ozna¢imo mu povrSinu s P) odreden
tockama presjeka ovih krivulja, a to su tocke s apscisama z; = —11 29 = 2
— vidi sliku. Ozna¢imo f(z) := 4 — 22 ("gornja funkcija"), g(z) := 2% — 2z

("donja funkcija").

y=g(x)

y=f0)




Sada je

P - /Q(f—g)(x)dx:/2(—2x2+2x+4)d3::

—1 -1

2
= (—gx?’ + 22 +42))*, = 9.

Primjer 2

Izra¢unajte povrsinu P omedenu krivuljama y2 =z iy =z — 2.

Rjesenje:

Formula koju smo do sada primjenjivali podrazumijevala je da funkcije ¢iji
grafovi omeduju ravninski lik ¢iju povr§inu trazimo mozemo eksplicitno napisati
u integracijskoj varijabli. Ovdje moramo uo¢iti da krivulja y? = z ima dva
kraka (dvije moguénosti za eksplicitni zapis), f1(z) := vz i fo(z) := —/z. Ako
nacrtamo sliku, vidjet éemo da uz koristenje ovako zapisanih podintegracijskih
funkcija mozemo primijeniti poznatu formulu.

D(0,2) o)
‘ 1
1B(1,0)
A(0,0) iz +C(4,0)
I
EQ0,1)
2, y=f2(x)
y=9(x)

Vrijedi:

Medutim, postoji i jednostavniji nacin da se ovaj zadatak rije§i. Naime, ako
veé ne mozemo iz y? = x dobiti eksplicitni izraz za y kao funkciju od x, mozemo
obratno — eksplicitno izraziti  pomocéu y: = = y2. Takoder, iz y = x — 2 izlazi
T = y+ 2, a iz slike je odmah vidljivo da je integraciju po varijabli y lakse
provesti, jer "gledano sa strane osi y" vidimo da se radi o dvjema funkcijama u
varijabli x koje na intervalu integracije (sada zadanom donjom granicom y = —1
i gornjom granicom y = 2) poprimaju samo nenegativne vrijednosti, pa imamo

2 3 2

vy 9

P:/ (y+2—y2)dy:(—§+?+2y)|2_1:5.
1

Sada mozemo napisati jos jednu formulu: za funkcije f i g zadane u varijabli
y na intervalu [c, d] povr§ina P lika omedenog krivuljama I'y i T', te pravcima



y=ciy=d jedanas
d
P= [ (- 9wy

Ponekad je pri rjeSavanju zadataka s povrS§inama pogodnije preéi na po-
larne koordinate, kao u sljede¢em primjeru. Ako pritom ra¢unamo povrsinu lika
odredenog krivuljama r = r1(p) i 7 = ro(p) te rubnim polupravcima integraci-
jskog podruéja ¢ = @1, @ = w9, koristit ¢emo sljedecu formulu:

1 P2
P= 7/ (112 = r2?)de.
2 Y1

Za vjezbu ¢emo rijesiti pomocu ove formule i jedan zadatak koji se inace
moze lako rijesiti elementarnim metodama.

Primjer 3

Koristeéi odredeni integral izra¢unajte povr§inu P odredenu krivuljama zadanim
jednadzbama x2? + y? + 8z = 0, 22 + 4% + 42 = 0.

Rjesenje:

Nakon §to transformiramo jednadzbe ovih krivulja vidimo da se radi o kruzni-
cama:

2+ 48 =0 /+16 = (v +4)> +y? =42

P2+ y?+4r=0 /+8= (z+2)? +y? =22,

i to kruznicama sa sredi§tima u (—4,0) i (=2, 0) te radijusima r; = 41iry = 2,
redom.

Transformirajmo ove jednadZbe u polarni oblik koristenjem formula
T =rcosp, y =rsinp. Dobiva se:

71 = 8cos p za prvu kruznicu i

r9 = 4 cos ¢ za drugu kruznicu.

Treba jo§ odrediti granice integracijskog podrucja. Sa slike se vidi da je
o1 =73, 92 =3, paje

A(-4/0)  B(-2,0) C(0,0)

3
2

((8 cos p)? — (4cos @)?)dp = 24/ * cos? wdp =

o
I
N~
MH\

3

2 cos2¢p+1 1 sin2¢p

4 ————dp=24- =

/;r 5 © 5(—5— +¢)l

= 12m.

I
o

[NE] M‘;ﬂ



Primjer 4 Koristeéi odredeni integral izrac¢unajte povr§inu P odredenu krivul-

jama zadanim jednadzbama x = 0, y = arctan ( ) y=7=
Rjesenge:
Prvo skiciramo zadane krivulje i uzmemo u obzir
lim, o arctan (1) = 0 (jer L ide u nulu) te lim, o arctan (1) = % (jer L ide
u +00) Sada je povrdina dana s (radi se o nepravom integralu):

1.5

1

3 -2 -1 1 2 3 4

B
|

1 1
/ (arctan <1> — 7T> dr = lim (arctan (1> — 7T) dr =
0 X 4 a—0 a x 4
= i pan () + 21 (1+2%)—Zal) =
= lim ( zarctan . 3 n T 4za =
T 1 ™ 1 1 s 1
= 1l —+—-In2— - — -] —=In(1 2 —a)]==-1n2
alg})<4 +2 n 1 a arctan <a> 5 n(l+a”) + 4a) 50

pri ¢emu smo uzeli u obzir da je

u = arctan (l) dv = dx
1 z 1 x
/arctan () de = = rarctan () + / ﬁdm =
v du = —15 V=21 r T

1+x2

1 1
= zxarctan (:p) + 3 In(1 + z?)

1
lim aarctan— =0- = =0

e
a—0 a 2

Zadatak 1 Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama:

1 y =4z

2 -1, y=4|z| -5

= arcsin £
xr

4

ol

(1) y=
(2) y=
(3) y=z(x—1)(z —2) i x—osi.
(4) y
(5) vy

5 = =% -2z



6) 22 + 1% = 2z + 2y i nejednakostima = > 0, y > 0

8

(6)

(7) 422 — Ty? =20, 492 — 2% =4
(8) 422 +y% =4, 2% +4y2 =4

(9)

9) y = zarctana®, y = Z|z|

1.2 Volumen rotacijskog tijela

Graf funkcije f rotiramo oko x—osi. Postavlja se pitanje: koji je volumen V
tijela dobivenog rotacijom lika odredenog dijelom grafa funkcije f te pravcima
x=a,y=>bix— osi (vidi sliku)?

4

Odgovor daje sljedeca formula:

b
Ve = 7r/ f(z)?dx

Medutim, postoji formula i za rotaciju lika odredenog grafom funkcije f na
intervalu [a,b] na x—osi oko y—osi. Ta formula glasi:

b
Vy = 27r/ xf(x)dx

Takoder, ako imamo funkciju =z = g(y) (gdje je = eksplicitno izrazen preko
y) 1 rotacijski interval [c, d] na y—osi te rotiramo oko y — osi, imat ¢emo:

d
Vy = 7r/ g9(y)*dy.

Ako rotiramo lik odreden grafom funkcije f na intervalu [e, d] na y—osi oko
r—o0si, imat ¢emo formulu

d
V= 27r/ 9(y)ydy.

Sazeto ove Cetiri formule mozemo pregledno iskazati jednom tablicom:



integr. po | / rot. oko — r—osi Y — 0Si
[a,b] na z—osi Vy = Wf; f(x)?dz | V, =27 fab xf(z)dx
¢, d] na y—osi Vo =21 [Tg(y)ydy | V, =7 [ g(y)*dy

Takoder, imamo i formulu za volumen rotacijskog tijela koje je dobiveno
rotacijom podrudja izmedu dviju krivulja. U tom sluc¢aju koristimo sli¢ne for-
mule kao u gornjoj tablici, uz primjenu modela iz dijela o povr§ini podrucja
omedenog dvjema krivuljama. Npr. za volumen V tijela nastalog rotacijom po-
dru¢ja omedenog krivuljama y = f1(z) i y = f2(z) na intervalu [a, b] oko z—osi
koristimo formulu

b
Vr [ (AP - fa@))is
i sli¢no za ostale formule.

Primjer 5

Izrac¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko x—osi lika omedenog parabolom
y? = 4x i pravecem x = 1.

Rjesenje:

y=Ff1(x)

Nasga funkcija nije eksplicitno izrazena preko integracijske varijable x, ali to
formula niti ne zahtijeva: imamo y* = f(z), §to je upravo izraz koji se trazi u
formuli.

Ocito je sa slike da moramo koristiti formulu za integraciju duz intervala
[0,1] na x—osi za rotaciju oko x—osi, pa imamo

1 1
Ve = 71'/ yide = 7r/ dadxr = 27T(£132)|(1) = 2.
0 0

Ponekad se zadaje rotacija oko pravaca paralelnih s z—osi, odnosno s y—osi.
U tom slucaju primjenjujemo iste formule, ali moramo izvrsiti translaciju cjelokupnog
koordinatnog sustava, kao u donjem primjeru.

Primjer 6

Izracunajte volumen V tijela nastalog rotacijom oko pravca z = 3 lika
omedenog parabolom y = 4 — 22 i z—osi.

Rjesenge:



y=Ff(x) x=3

A(-2,0) B(2,0) C(3,0) °

®

Rotacija oko pravca x = 3 znac¢i da ¢emo zahtijevati da u tocki O(3,0)
bude ishodiste novog koordinatnog sustava (O, Z,7) Cja je veza sa starim dana
s =x—-3,y =y. Tako u novom koodinatnom sustavu tocka (3,0) (zapisana u
starom sustavu) postaje (0,0). Formulu za volumen primijenit ¢emo u odnosu
na novi sustav. To zna¢i da trebamo napisati nove granice integracije, novu
podintegralnu funkciju i novi diferencijal u skladu s gornjim transformacijskim
formulama (x,y) — (Z,9).

Kako se radi o rotaciji oko pravca x = 3, a to je pravac paralelan s y—osi,
rije¢ je u biti o rotaciji oko novonastale §—osi, pa primjenjujemo formulu za V.

Jo§ se trebamo odluciti koju éemo integraciju koristiti. S obzirom da se
transformacijom koordinatnog sustava ne mijenjaju y—koordinate (jer je § = y),
a samim time niti diferencijal, koristit ¢emo za integraciju duz g—osi.

Volumen V' izrazimo kao razliku volumena V7 i V5 koji se dobiju rotacijom
redom lijevog, odnosno desnog kraka parabole oko g—osi. O¢Cito je jo§ preostalo
samo da funkcijski izrazimo lijevi i desni krak u novim koordinatama, i to u
smislu ovisnosti & o § (jer integriramo duZ g—osi).

Lijevi krak: u starim koordinatama rije¢ je funkcijskoj vezi x = ¢1(y) =
—v4 —y, a kako je x = T + 3,y = g, u novim koordinatama veza glasi ¢1(§) =
—V4 -7 - 3.

Desni krak: sli¢no kao za lijevi krak u starim koordinatama imamo x =
92(y) = VA —y, aunovim g3(§) = V-7 — 3.

Rac¢unamo sada volumen:
V. = i-V= 7r/04(91(17)2 — 92(9)*)dy =
- w/;((—wfg— 32 — (VA= 7 - 3)°)dg
= 127r/04\/zfgdg_8w

= 64m.

Primjer 7

Trokut zadan vrhovima A(2,2), B(5,3),C(2,4) rotira oko y—osi. Odredite
volumen V nastalog tijela.

Rjesenje:

Sa slike vidimo da se radi o trokutu simetri¢énom obzirom na pravac y = 3, pa
volumen V mozemo rac¢unati kao dvostruki volumen V; lika nastalog rotacijom



C(24)

P(2,3) B(5,3)
A2,2)

"donje polovice" trokuta odredene s dva pravca: prvi pravac prolazi tockama A
i B (pravac y = 3z — 4), a drugi tockama A i P (pravac x = 2).

_ yt4

"Gornja" funkcija (gledano s y—osi) dana je s z = g1 (y) = %3~, a "donja" s
x = g2(y) = 2. O¢ito je integracijsko podrucje dano s y; = 2, y2 = 3, pa imamo

3
V o= 2V = 27r/2 (1(1)? = g2(y)*)dy =

3 3
y+4 21y 182
= 27?/ () = 9dy=Z (G + 4" + 4yl = -
2

Zadatak 2

(1)

(2)

(3)

(4)

Podruéje odredeno krivuljama y? = z, 3y?> = 2(z + 2) rotira oko z—osi.
Izrac¢unajte volumen tako dobivenog tijela.

Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika odredenog sa sin x+1 <
y <1, 7 <z <27t oko z—osi.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom kruznice z2 + (y — b)? = a? oko
osi z (b > a).

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje 22 + y? = 2z + 2y
oko z—osi.

Zadatak 3

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja (r — 1) < y <

va — 1 oko y—osi.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja y < z < 5y,y? <
6 — x oko osi y.

Izra¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja % |z] <y < |sinz]
oko y—osi.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja zadanog nejed-
nadzbama 1 +sinz <y <1, 7 < x < 27 oko y—osi.



(5) Skup odreden krivuljama x? + y? = 2z, y = 22, y = z/V/3 rotira oko
y—osi. Izrac¢unajte volumen dobivenog tijela.

(6) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom podrucja y? < (2 — z)(4 + x)
oko y osi.

(7) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje (y — 2)? = z(4 — z)

oko y—osi.

Zadatak 4

(1) Izrac¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru¢ja 0 < y < sinz,
x € [0, 7] oko pravca y = 2.

(2) Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja —1 < y < sinz
x € [0, 27] oko pravca y = 2.

(3) Lik odreden krivuljama y = /x, y = z, x € [0, 4] rotira oko pravca x = 1.
Izrac¢unajte volumen tako dobivenog tijela.

(4) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje y*> = z(4 — x) oko
pravca z = 1.
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Poglavlje 1

Funkcije vise varijabli

1.1 Domena

Jedno od osnovnih pitanja koje se moze postaviti za realnu funkciju dvije var-
ijable jest pitanje domene, tj. utvrdivanje podruéja u ravnini R? na kojem je
funkcija definirana. Cesto se pritom i skicira skup svih to¢aka domene u koor-
dinatnom sustavu, jer sam eksplicitni zapis za domenu ne govori previse.

Funkcije koje ¢emo mi promatrati kompozicije su nekoliko elementarnih funkcija,
npr. korjenovanja, potenciranja, logaritamskih funkcija te trigonometrijskih i
njima inverznih arkus funkcija.

Stoga ¢emo se ukratko podsjetiti koje su domene tih funkcija. Pritom ¢emo te
funkcije promatrati kao funkcije jedne varijable. Naime, bitno je da se uo¢i uvjet
koji mora vrijediti na argument funkcije koju promatramo, bila ta funkcija jedne
ili viSe varijabli. RjeSavanjem svih uvjeta dolazimo do domene zadane funkcije.

(1) f(z) = vz. Uvjet kojeg postavljamo je da je z > 0, odakle i dolazimo
do domene D(f) = [0,00 >. Uvjet pamtimo kao "podkorijenski izraz je
nenegativan".

(2) f(z) = % Jedini uvjet kojeg treba postaviti je  # 0, pa je D(f) =
R \ {0}. Opcenito, funkcije potenciranja s pozitivnim cjelobrojnim po-
tencijama f(z) = 2*, k € N nemaju uvjeta na domenu, pa je u tom
slu¢aju domena ¢itav R, dok funkcije potenciranja s negativnim potenci-
jama f(x) = z¥, k € Z_ imaju uvjet da je x # 0 (zbog razlomka, jer npr.

27% = & = (1)5). Dakle, svu paznju kod funkcija potenciranja cjelobro-

x
jnim potencijama treba usmjeriti samo na funkciju f(z) = % Uvjet kojeg

pamtimo glasi: "razlomak je razlic¢it od nule".



(3) f(z) = log, z. Uvjet glasi: = > 0. Medutim, moZze se dogoditi da je
zadana funkcija u kojoj logaritamska baza ovisi o funkcijskoj varijabli, kao
npr. f(z) = log, ¥?. U tom slucaju (3to se baze ti¢e) moramo postivati
¢injenicu da je baza strogo vec¢a od nule i razli¢ita od jedinice, pa imamo
uvjete x > 0, # 1. Dakle, kod logaritamske funkcije postoje dva uvjeta,
koja pamtimo kao "argument je strogo pozitivan" i "baza je strogo pozitivna
1 razliclita od jedinice". Dalje, poznati je da eksponencijalna funkcija kao
inverzna funkcija logaritamske funkcije nema uvjeta na domenu, tj. da je
za f(x) =a® (uz a > 01ia# 1!) domena jednaka Citavom R.

(4) Kod trigonometrijskih funkcija, poznato je da funkcije sinz i cosx imaju
za domenu ¢itav skup realnih brojeva, pa uvjeta na domenu nema. Medu-
tim, kod funkcija tanz i cot x moramo obratiti paznju na definiciju ovih
funkcija, tj. na nazivnike: tanz = SBZ cotgx = 95T pa ¢emo zbog (2)

cosx’ sinx?

imati kod funkcije tan x uvjet cosx # 0, a kod cot z uvjet sinx # 0.

(5) Kod arkus funkcija poznati su uvjeti na domenu koji je odreduju. Nas ¢e u
zadacima zanimati samo funkcije arcsin x i arccosz. Za obje ove funkcije
znamo da je domena dana s D(f) = [—1,1], tj. uvjet na z glasi || < 1.
Dakle, uvjet na izraz koji se nalazi pod arcsin ili arccos funkcijom mozemo
pamtiti kao "argument je po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak 1".

Rijesimo nekoliko primjera, ali sada odredujuéi domenu funkcije dvije varijable.

Primjer 1 Odredite domenu funkcije f(x,y) = /z+1—/x +y i rjeSenje

predodite graficki u ravnini.
Rjesenje: Najprije zbog "vanjskog" korijena moramo postaviti uvjet:

(1) 2+1-TF7 20,

a potom zbog "vanjskog" korijena

(2) z+y>0.

Prvi uvjet se rjesava po slu¢ajevima. Najprije napisimo /z +y < z+1. Imamo

(a) ako je x +1 < 0 (tj. * < —1), nejednazba nema rjesenja (jer je s lijeve
strane nenegativan, a s desne strane negativan broj).

(b) ako je z +1 > 0 (tj. © > —1), mozemo kvadrirati nejednadzbu, jer su

obje strane pozitivne. Dobivamo x +y < 22 + 2z + 1, odnosno y < 22 + x + 1.
Radi se o podru¢ju odozgo omedenom parabolom y = 2 + x + 1 (a ukljuéuje i
samu parabolu).
Rjeenje prvog uvjeta mozemo ukratko napisati kao y < 2 +zx + 1 za z > —1.
Rjesavamo drugi uvjet. Imamo y > —z, $to graficki mozemo predstaviti po-
dru¢jem ravnine omedenim odozdo pravcem s jednadzbom y = —z (podruéje
ukljuduje i sam pravac). Konafno rjeSenje se dobiva presijecanjem podrudja
dobivenih rjeSsavanjem oba uvjeta. Kako u drugom uvjetu nema rjeSenja za
x < —1, to "lijevo" od pravca x = —1 nema niti jedne tocke iz domene. Medu-
tim, za > —1 ("desno" od pravca x = —1) imamo uvjet y < 22 +x + 1, ali i
uvjet y > —x, pa je domena skup svih tocaka koje se nalaze "ispod" parabole
y = 22+ 2+ 1, a "iznad" pravca y = —z (ukljucujuéi i te dvije krivulje).
Pazljivim crtanjem i ra¢unom vidi se da se ove dvije krivulje sijeku upravo u
tocki s x—koordinatom jednakom —1, pa rjeSenje izgleda kao na slici (vidi str.
3.).



-

y=x"2+x+1

2 y=-X

Slika 1.1: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 2 Odredite domenu funkcije f(z,y) = \/\/(1 —22)(1—y?)—ay i

rjeSenje predocite graficki u ravnini.

Rjesenje: Kaoiu prtehodnom primjeru, ovdje mozemo postaviti dva uvjeta:

(1) v —22)(1 —y?) —xy > 0, vezano uz "vanjski" korijen i

(2) (1 —2%)(1—19y?%) >0, vezano uz "unutarnji" korijen.

Rijesimo najprije prvi uvjet:

(a)

(1 —22)(1 —y?) > 2y, imamo diskusiju:

Ako je zy < 0, s lijeve strane nejednadzbe imamo korijen (koji je uvijek
nenegativan), a s desne strane strogo negativan broj, pa je u ovom slu¢aju
nejednakost ocito zadovoljena. No, rjesavali smo u skupu zy < 0, Sto
rijeSeno daje tocke drugog (x < 0, y > 0) i etvrtog kvadranta (z > 0,
y < 0). Tocke koje leze na koordinatnim osima su zbog stroge nejednakosti
iskljucene.

Ako je xy > 0, obje su strane nejednadzbe nenegativne, pa moZzemo kvadri-
rati nejednadzbu. Dobivamo nakon sredivanja 2 + y? < 1, pa se radi o
krugu sa srediStem u ishodistu i radijusom 1. Preciznije, u skup tocaka
koje Cine rjeSenje ukljuena je i sama kruznica. Kako smo ovaj slucaj
rjeSavali u skupu tocaka koje zadovoljavaju nejednadzbu zy > 0, vrijednit
¢e to u prvom (z > 0, y > 0) i trecem (z < 0, y < 0) kvadrantu (ovog
puta ukljucivsi i tocke koje leze na koordinatnim osima).

Rijesimo sada drugi uvjet. Ako nejednadzbu zapiSemo u obliku

(a)

(b)

1—22>0i1-y?>0,5to daje |[z| <11 |y| < 1. RjeSenje je dano kao
{(z,y)| -1 <z <1,-1<y <1}, sto je kvadrat stranice 2 sa sredistem
(presjecistem dijagonala) u ishodistu. Stranice su ukljucene.

1—22<0i1l-y?<0,sto daje |x| > 11 |y| > 1. RjeSenje je dano kao
{z,y)le<-11i 2>1,y<-1ili y>1}.

Unija dva skupa dobivena pod (a) i (b) je rjeSenje drugog uvjeta.

Konaé¢no rjesenje prvog uvjeta dano je kao dio unutar jedini¢ne kruznice u pr-
vom i treéem kvadrantu, odnosno kao cijeli drugi i ¢etvrti kvadrant. Medutim,
to rjeSenje moramo presjeéi s rjeSenjem drugog uvjeta da dobijemo konacno



rjeSenje. Ono je na donjoj slici oznaéeno svjetlosivo, uz napomenu da su sve
rubne tocke tog podrucja dio rjeSenja. Tamnosivi dio dolazi od rjeSenja prvog
uvjeta i sluzi samo za orijentaciju.

Slika 1.2: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 3 Odredite domenu funkcije f:

(1) fzy)=VV2r+y+z-3

2) fz,y) =z +2—Vot+ty+1

B3) flzy) =VetrVy—a

4) f(z,y) = /(22 +y* = 4)(9 — 22 — y?)

Primjer 4 Odredite domenu funkcije f(z,y) =1n (1 [ — 1).
Rjesenje: Rjesavamo dva uvjeta:

(1) \/xT%y— 1>0=> \/xﬂ_y> 1= 2 > 1 (zbog logaritma)

(2) 72 = 0 (zbog korijena)

(3) x #y (zbog nazivnika).
Ocito prvi uvjet ukljucuje i drugi, pa je dovoljno rijesiti samo njega. Imamo
dvije moguénosti:

a) ako je z —y > 0 mnoZenjem s nazivnikom znak nejednakosti se ne mijenja,
Ko i 0 mnogeni onik Kk neiednakosti
pa imamo xzy > x — vy, tj. y(z +1) > z. Ako je z + 1 > 0, dijeljenjem s
tim izrazom dobivamo y > —-%-. Ako je x + 1 < 0, dijeljenjem dobivamo

- r+1°
y< 41"

(b) ako je x —y < 0 dobivamo zy < x —y, tj. y(r+1) <z. Akojex+1 >0,
imamo y < %=, dok za x + 1 < 0 imamo y > %=

93_+1’ T+1°
Jos treba vidjeti $to je s opcijom x = —1. UvrStenjem u pocetnu nejednadzbu
dobivamo
- 1
_ﬁy >l=—+->0=-1-y>0=y<-1

Pokusajte ovako izracunatu domenu funkcije prikazati u ravnini!

Zadatak 5 Odredite domenu funkcije f:



() flz,y) =In(l —y+ Ve —3)
(2) flz,y) =In(Va? +y> —4-y+a)
3) flz,y)=In(l -z —y—2)
Primjer 6 Odredite domenu funkcije
sin(z? +y2) + In(4 — z) + In(4 — y).

Rjesenje:
Imamo sljedeée uvjete:

(1) sin(z? + y?) > 0, zbog korijena
(2) 4 —x > 0, zbog logaritma
(3) 4 —y > o, zbog logaritma
Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
sin(z? +y%) > 0= (2 +9°) € [0,7] + 2kr gdje k€ Z

Tu je ocito rije¢ o kruznim vijencima odgovarajué¢ih radijusa, medutim, zbog
uvjeta (2) 1 (3), uzimamo samo one unutar kvadranta onedenog s x = 4, y = 4

©)

Slika 1.3: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 7 Odredite D(f) funkcije f(z,y) = /1 —log2 y i rjeSenje predocite
graficki.

Rjesenje: U ovom zadatku osim diskusije po argumentu logaritamske i kor-
jenske funkcije moramo uvjete postavljati i vezano uz bazu logaritamske funkcije,
jer je ona ovisna o varijabli z.

Imamo sljedeée uvjete:
(1) 1 —1log2y > 0, zbog korijena
(2) y > 0, zbog logaritma

(3) x> 01z #1, zbog logaritma



Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
loghy <1
|log, y| <1
—1<log,y <1

Sada moramo napraviti diskusiju po bazi:

(a) ako je 0 < z < 1, logaritamska funkcija je padajuca, pa djelovanjem in-
verzne funkcije na gornje dvije nejednadzbe mijenjamo znak nejednakosti:

71> Yy > x.
(b) ako je x > 1, logaritamska funkcija je rastuca, pa djelovanjem inverzne
funkcije na gornje dvije nejednadzbe znak nejednakosti ostaje isti:

x_lgygx.

Zbog drugog i tre¢eg uvjeta radimo samo u prvom kvadrantu, i to iskljucivsi
zbog stroge nejednakosti tocke koje se nalaze na koordinatnim osima, kao i bez
pravca = 1 (zbog baze). Opcije pod (a) i (b) govore da i u dijelu ravnine
omedenom pravcima x = 0 i x = 1, ali i onom omedenom slijeva pravcem
x = 1 rjeSenje predstavlja podrudje koje se nalazi izmedu pravcay =z iy = %
Rjesenje ukljucuje i ove krivulje, a graficki je predstavljeno sljedecom slikom:

2

2.5

Slika 1.4: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 8 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = /loglz—9
(2) fla,y) = \flogoyy (x—y—1)
(8) f@y) = Vin(y+2?) — (@ — )

(4) flz,y) =22 =92 +1In(—2® + 9> + 1)
(5) flz,y) = Yo —Sutarty?

log (zy)

(6) Fl,y) = \/ZHEA 4 (a2 — 1)



Primjer 9 Pokazite da je domena funkcije f(x,y) = arcsin Tiyif +3x +2+
\/3Yy + 2 prazna.

Rjesenje: Koristimo €injenicu da je domena arcsin funkcije dana s [—1,1],
§to ovdje postaje jedan od uvjeta koje moramo postaviti:

(1) —1< $iyif < 1, zbog arcsin funkcije
(2) 3z +2 >0, zbog korijena

(3) 3y +2 >0, zbog korijena.

Rijesimo sada

wN

Drugi i treéi uvjet je lako rijesiti, dobivamo x > — 3, y > —
prvi uvjet:

m+y+2
-1 S z+y+1 < 1

—1<1+x+y+1§1

—2< z+y+1 S 0

Vidimo da je +y+1 <0, 8to znaci da imamo z+y+1 < 0, tj. y < —z—1. Zbog
toga pri mnozenju s nazivnikom prva nejednadzba mijenja znak nejednakosti,

pa imamo
—2z+y+1)>1
r+y+1<-1
y< —x— %

Dakle, konaéno rjeSenje predstavlja podruéje odredeno ¢etirima nejednadzbama:

y < —a:—f y<—zxz—1,x>—% y>—=%. Iz trete nejednazdbe imamo —zx < %,

sto uvrstanjem u prvu daJe

y < < £—5=—¢ < 73, §to je u suprotnosti sa zadnjom nejednadzbom. Odavdje

Shjedl tvrdnja D(f) 0.

Do istog zakljucka mozete doéi ako skicirate presjeke poluravnina koje pred-
stavljaju rjeSenja gornjih nejednadzbi.

Primjer 10 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In[r? — 4 arccos? -

Rjesenje: Postavljamo uvjete:

(1) 72 — 4arccos? % > 0, zbog logaritamske funkcije

(2) —-1< i < 1, zbog arccos funkcije.
Rjesavamo prvi uvjet:
72 — 4 arccos? § >0

—4 arccos? % > —g2

arccosZ% < (3)?
|arccos <3

-5 < arccos§ <3
S obzirom na to da je skup vrijednosti arccos funkcije dan s 0 < arccosi <m,
to je nejednakost —3 < arccos% uvijek zadovoljena. Medutim, moramo uzeti u
obzir uvjet 0 < arccos %, pa sada imamo



0< arccos% < 3, 8to invertiranjem daje

cos( > % > cos%

1> % > 0.
Vidimo sada da je ovaj sustav nejednadzbi "ja¢i" od onog danom uvjetom (2),
kojeg stoga neéemo niti rjeSavati. RjeSavamo dakle do kraja uvjet (1), tj. nje-
gove dvije nejednadzbe:

(a) 0< +: radi se o totkama prvog (x > 01y > 0)itreteg kvadranta (x < 01
y < 0), iskljucivsi tocke koje se nalaze na koordinatnim osima (zbog stroge
nejednakosti).

(b) 7 < 1: ako je y < 0 imamo x >y, a za y > 0 je x < y. Dakle, ako se
radi o treéem kvadrantu, rjeSenje predstavljaju tocke koje zadovoljavaju
nejednadzbu y < x, a ako se radi o prvom kvadrantu, rjeSenje su sve tocke
koje zadovoljavaju nejednadzbu y > x.

Konaé¢no rjesenje mozemo zapisati ovako:

D(f) ={(z,9)lx <0,y <0,y <z} U{(z,y)lz >0,y >0,y > x}.
Napomena: Prema svim "parnim" korijenima postupamo kao s drugim kori-
jenom, tj. zahtijevamo da argument bude nenegativan. ako se radi o neparnim
korijenima, ne postavljamo uvjete, tj. argument je proizvoljan realan broj.

Zadatak 11 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = logy(a? + y* - 9) - arccos 232

(2) () = arcsin [1 - (ﬁ;zjﬂ

T 2
(3) f(x,y) = In(42% + 9y® — 1) + arcsin %

(4) f(l', y) =In <£) —+ arccos 2;3;/

Y

1.2 Parcijalne derivacije

1.2.1 Parcijalne derivacije prvog reda

Definicija 1.2.1 Neka je f(x,y) funkcija dvije varijable. Ako y drzimo kon-
stantnim (npr. y = yo), a x varijabilnim, onda moZemo promatrati f(x,yo) kao
funkciju varijable x. Ako je ta funkcija diferencijabilna v x = xo, onda vri-
jednost derivacije te funkcije oznacavamo s f.(xo,yo) i zovemo je parcijalna
derivacija funkcije [ po varijabli x u tocki (xo,yo). Ponekad se pise i
%l(zo,yo)f(mvy) ili %f(fﬂmyo)-

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y
u tocki (zo,y0), u oznact fy(zo,yo), g—ikwo,yo)f(x,y) ili %f(lﬂg,yo).

Ako parcijalna derivacija funkcije f po varijabli x postoji za sve fiksne y = yo
u svim tockama x = xo (To 1 Yo su takvi da je (xo,yo) iz domene funkcije



f), onda funkciju f — f. danu s (zo,y0) — fx(x07yoa) zovemo parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x, u oznaci f, ili 5.

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y,
u oznaci fy ili %5'

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije prvog reda
funkcije f ili skrac¢eno prve parcijalne derivacije funkcije f.

Primjer 1 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = 2® — y + 223y?, te nadite
fo(1,4) 1 f,(1,-1).

Rjesenge:
Da bismo na8li parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli x, promatramo
gornju funkciju kao funkciju varijable x, dok varijablu y shva¢amo kao kon-
stantu. Imamo

fu(x,y) = 322 + 62%y?

fy(@,y) = =1+ 423y.
Da bismo izra¢unali vrijednost parcijalne derivacije po z ili po y u tocki (1, —1),
potrebno je samo uvrstiti ove vrijednosti u izraz za f; i f,, redom. Imamo

f:(1,4)=3-12+6-12-42 =99

fy(1,-1)=-1+4-13.(-1) = —5.
Pavilo za derivaciju kompozicije funkcija vrijedi i ovdje, kao $to se moze vidjeti
u sljedeéem primjeru:

Primjer 2 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = arctan £.

Rjesenje: Racunamo:

B 1 y, 1 -y 2 -y —y

fole,y) = 1+(%)2.fm(5)_12;1/2.?_3324-%.?_332—1—(@2
1 y 1 1 x? 1 x

Moy = o W) = Egm e Ty

(1) f(z,y) =52%y* -9

(2) f(z,y)=e""2

(3) f(z,y) = arcsinay?

(4) f(z,y) = a*sinzy?

(5) f(x,y) =sine*™¥

(6) flz,y) =1 —a2—y?
(7) flz,y)=a23Inl4zy 5
(8) flz,y) = /325y — Tady



(9) fla,y) = 222

(10) f(z,y) =y % tan~"' £,

Zadatak 4 Izracunajte vrijednosti f, i f, funkcije f(z,y) u danim tockama:

(1) fl@y)=9-2>=T7y" u (3,1)
(2) f(z,y) =% u (1,1)

(3) fla,y) = Va2 + 452 u (1,2)
(@) f(z,y) = a?cosay u (4, 7).

1.2.2 Parcijalne derivacije drugog reda

S obzirom da su parcijalne derivacije po z i po y (ako postoje) i same funkcije,
moZemo (uz neka ogranicenja koja nas ovdje neée zanimati) izra¢unavati njihove
parcijalne derivacije, bilo po z bilo po y:

Preciznije, za danu diferencijabilnu funkciju f i njene parcijalne derivacije (ako
su one opet diferencijabilne funkcije) moZzemo racunati:

(1) parcijalnu derivaciju po x funkcije f, — oznaka f,, ili ng

(2) parcijalnu derivaciju po y funkcije f; — oznaka fy, ili 55

(3) parcijalnu derivaciju po « funkcije f, — oznaka fy, ili 520y
(4) parcijalnu derivaciju po y funkcije f, — oznaka f,, ili g—yQ.

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije drugog reda
funkcije f ili skra¢eno druge parcijalne derivacije funkcije f.

Napomena:

Naravno, moguée je raCunati parcijalne derivacije drugih parcijalnih derivacija
(tzv. parcijalne derivacije treéeg reda), pa i nastaviti ovaj postupak na rac¢unanje
parcijalnih derivacija jo§ visih redova. Medutim, nas to ovdje neée zanimati.

Primjer 1 Izrac¢unajte parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) =
2% + 2ty
Rjesenje:
Najprije treba izracunati parcijalne derivacije prvog reda:
fola,y) = 2xy® + 42y
fy(@,y) = 32%y? + 2.
Sada mozemo izra¢unati sve Cetiri parcijalne derivacije:
foo(@,y) = 2y° + 122%y
fay(2,y) = 62y + 423
Jya (2, y) = 62y? + 423
fyy(xy) = 622y.

10



Napomena:

Primijetite da je u prethodnom primjeru f,,(z,y) = fyz(,y), 8to je upravo
tvrdnja Schwarzovog teorema. Naime, za dovoljno "lijepe" funkcije imat ¢emo
uvijek jednakost izmedu "mijeSanih" parcijalnih derivacija, pa ¢e u praksi biti
dovoljno izra¢unati samo tri od Cetiri moguée parcijalne derivacije drugog reda.

Zadatak 2 Ponovite zadatke 3 i 4, ali sada ra¢unajuéi sve parcijalne derivacije
drugog reda. Uvjerite se u ispravnost tvrdnje Schwarzovog teorema na ovim
primjerimal

1.2.3 Parcijalne derivacije implicitno zadanih funkcija

Cesto u praksi nailazimo na funkcije kod kojih nije moguée eksplicitno izraziti
funkcijsko pravilo u terminima obiju varijabli. Npr. kod funkcije f(z,y) zadane
implicitno s %+ f (z, y) sin(zy f(z,y)) = 0 nije mogucée eksplicitno izraziti f(z,y)
kao funkciju u varijablama x i y. U takvim izrazima esto oznacavamo z :=
f(x,y) pa gornji izraz poprima oblik 22 + zsin(zyz) = 0. Sada formalno ovaj
izraz shvaéamo kao funkciju F(z,y, z) tri varijable z,y i z, iako je jasno da je z
ovdje zapravo funkcija u varijablama x i y.

Nas ¢e prije svega zanimati kako u takvim izrazima naéi parcijalne derivacije
prvog reda i potom izrac¢unati vrijednosti tih derivacija u zadanoj tocki. U
naSim oznakama to znaci da Zelimo pronadi z, i z,.

Pri rac¢unanju parcijalnih derivacija vrijedi sljedeée pravilo:

Primjer 1 Izra¢unajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s 222 + 22 + 2z + y?> +4 = 0.

Rjesenje: U naSem slucaju je F(z,y,2) = x2? + 22 + 2z + 3> + 4, pa je

Fo(z,y,2) = 2% + 22 + 2

Fy(z,y,2) =2y

F,(z,y,z) = 2zz.

Sada je prema gornjoj formuli

folz,y) = _ 2242042

2xz

2
fylwy) = =525 = — 2%

Zadatak 2 Izracunajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s:

(1) (@412 +2%)5 =1
(2) n(222 +y—2°%) ==
(3) 22+ zsinzyz =0
(4)

4) e®¥sinhz — 22z +1=0.

Tty
rz+yz+2°

Primjer 3 Izracunajte z,.(0,0) ako je z =

11



Rjesenje: lako na prvi pogled tako ne izgleda, z = f(z,y) je implicitno
zadana kao funkcija u varijablama x i y. Sredivanjem dobivamo:
Zx+yz+2)=x+y
zr 4y +2z—x—y=0.
Dakle, F(x,y,2) := zx + y2% + 22 — 2 — y, pa imamo
Fy(x,y,2)=2z-1
F.(z,y,2) =z +2yz + 2.
Stoga je z, = *a:-s-zz;yzl-m'
Sada treba nadi drugu derivaciju z,,. Da bismo je izracunali, trebat ¢e nam i
2y
Fy(z,y,2) = 2% — 1, pa je

2?1
z+2yz+2°

Nama ¢e trebati z,(0,0). Ako je =y = 0, onda uvrstavanjem u pocetni izraz
za z = f(x,y) imamo z = 0, pa je z,(0,0) = %

Zy:

Sada ra¢unamo z,,(1,1), 8to je parcijalna derivacija po varijabli y funkcije z,.
No, kako z, nije eksplicitno izrazena kao funkcija po z i y, veé se s desne strane
izraza za z, pojavljuje i sam z, morat ¢emo pazljivo derivirati, shva¢ajuéi z kao
funkeiju u varijabli y (jer parcijalno deriviramo po y). To zna¢i da ¢e se u izrazu
za zy, Pojaviti z,, kojeg smo gore ve¢ izracunali u tocki (0,0). Imamo:

_ zy(z+2y2+2)—(2— 1)(22+2yzy)

Zyx = (z+2yz+2)2
Za tocku (0,0) (tj. z=0,y=0, 2=0, Zy(o 0) = %) e
Zyz(O,O):*%ZQ( D0 s tj. 224(0,0) = 4'

Zadatak 4 Izrac¢unajte druge parcijalne derivacije funkcije z = z(z,y) u tocki
T(1,0) zadane implicitno s 2% — 2z + 22 —42+1=0, 2 > 0.
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Poglavlje 1

Linearna aproksimacija
funkcija vise varijabla,
tangencijalna ravnina,
diferencijal.

1.1 Tangencijalna ravnina

Prou¢avamo sljedec¢i problem: za plohu danu jednadzbom (implicitnom ili eks-
plicitnom) treba nac¢i tangencijalnu ravninu koja prolazi danom totkom (na
samoj plohi ili se nalazi izvan nje).

Formula koju ovdje koristimo glasi: neka je Tp(xo, Yo, 20) neka tocka na plohi
zadanoj eksplicitno jednadzbom z = f(x,y). Ako postoje fr(zo,%0) 1 fy(zo, o)
(i vrijede jo$ neki uvjeti koji nas ovdje nece zanimati), onda ploha u tocki Ty
ima tangencijalnu ravninu i njena jednadzba glasi

fa(z0,90)(x — 20) + fy (%0, Y0) (Y — vo) — (2 — 20) = 0.

Primjer 1 Odredite tangencijalnu ravninu na graf funkcije f(z,y) = yv/z —
y? — x + 6y povudenu u tocki (4,1, 29) tog grafa.

Rjesenje: Najprije éemo odrediti tocku zq iz €injenice da je tocka (4,1, zo)
na grafu funkcije f — to znaci da koordinate te toc¢ke zadovoljavaju jednakost
(llZ o = 1,y0 = 1)

20 = fl@o,y0) = f(4,1) =1-V/4—-12-446-1=3.
Kako bismo iskoristili formulu za tangencijalnu ravninu potrebno je jo§ izracu-
nati fz(zo,yo) i fy(zo,%0):
Y 1 1 3
() ==—r~-1 = f4l)=——-1=--1=—-
fu@y) =V —2y+6 = f,(4,1)=V4-2-1+6=6.



Sada prema formuli za jednadzbu tangencijalne ravnine imamo

0 /- (-4)

3
~Ha =)+ 6ly - 1)~ (-~ 3)
3r—12-24y+24+42-12 =
3z — 24y + 4z

Primjer 2 Izracunajte tangencijalnu ravninu plohe z = 22y u tocki (2, 1,4).
Rjesenje: Najprije provjeravamo da se toc¢ka (2,1,4) doista nalazi naplohi
z = x%y: 4 = 22.1. Potom ra¢unamo vrijednosti prvih derivacija u tocki (2, 1,4):
ze(x,y) = 22y = 2,(2,1) =4
zy(w,y) = 2% = 2,(2,1) = 4.
Jednadzba ravnine dobiva se uvr§tavanjem u gornju formulu:
4z —2)4+4y—1)—(¢—4)=0=>4r+4y— 2z =8.
Napomena: Moze se dogoditi da je potrebno naéi tangencijalnu ravninu na
plohu koja nije zadana eksplicitno. Za implicitno zadanu plohu F(x,y,z) = 0

koristimo sljede¢u formulu za tangencijalnu ravninu u tocki (zg, yo, f(zo,%0) =
z0) na plohi:

Fy(x0,y0,20)(x — x0) + Fy(x0,%0, 20) (¥ — o) + F=(x0,%0, 20)(z — 20) = 0.

Primijetite da je formula za tangencijalnu ravninu na plohu zadanu eksplicitno
dobivena iz ove formule ako se uzme da je u eksplicitnom slucaju funkcija F'
dana s F(x,y,z) = f(x,y) — 2.

Primjer 3 Odredite tangencijalnu ravninu plohe P ... xz% 4+ 22y = 6 povucene
u tocki M(x >0,2,1).

Rjesenje: Izracunajmo najprije koordinatu tocke z. Kako se tocka M nalazi
na plohi, njene koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu plohe. Uvr§tavanjem
i kori§tenjem ¢injenice x > 0 imamo

x+2:ﬂ2:6:>:£:%.

Rac¢unamo dalje prve derivacije funkcije F(z,y, 2) := r22 + 2%y — 6, uvritavajuéi
potom koordinate tocke M (2,2,1):

Fo(z,y,2) = 22 + 22y = Fw(%,2, 1H)="7

Fy(z,y,z) =2 = F,(3,2,1) =2

F.(z,y,2) =2zz = F.(3,2,1) = 3
Jednadzba ravnine glasi:

7(x_%)+g(y_2)+3(2_1):0:>28x+9y+12z:72.

Primjer 4 Na plohi 22 +y2 — 22 — 2z = 8 nadite tocke u kojima je tangencijalna
ravnina paralelna s koordinatnom ravninom y = 0.

Rjesenje:
Tangencijalna ravnina na zadanu plohu ¢e u nekoj tocki (zo, yo, 20) biti paralelna
na ravninu y = 0 ako su vektori normala tih ravnina kolinearni.
Nadimo najprije op¢i oblik tangencijalne ravnine na plohu 2% +y2 — 22 — 2z = 8
za proizvoljnu tocku plohe (z,yo, z0). S obzirom da je ploha zadana implicitno,
definiramo F(x,vy,2) := 2% +3? — 22 — 22 — 8 i ra¢unamo



F.(z,y,2z) =2z — 2= F,(x0,Y0,20) = 2x0 — 2

Fy(v,y,2) =2y = F,(%0, Y0, 20) = 2o

F.(x,y,2) = =22 = F,(x0,Y0,20) = —220.
Stoga jednadzba tangencijalne ravnine glasi

(2z0 — 2)(z — 20) + 2y0(y — Yo) — 220(2 — 20) =0 /: 2

(v — D) + yoy — 202 — (3 + Y3 — 22 — 210) = wo.
Kako je (xo, o0, 20) na plohi, ta tocka zadovoljava jednadzbu plohe, tj. vrijedi
23 + Y2 — 28 — 2xo = 8, pa sredeni oblik jednadZbe tangencijalne ravnine glasi

(xo — 1)z + yoy — 202 = 8 + o (%)
Zadano je da ova ravnina mora biti paralelna ravnini y = 0, pa imamo koli-
nearnost medu vektorima normala: #05- 1 — £ = =50, Odavdje izlazi zo = 1,

2o = 0, §to uvrtanjem u jednadzbu plohe daje y3 = 9. Imamo dva rjeSenja:

(1) yo = 3. Zajedno s xg = 1, zp = 0 imamo tocku (1,3,0). Uvrstanjem u (x)
dobivamo da je jednadzba tangencijalne ravnine 3y =9, tj. y = 3.

(2) yo = —3. Zajedno s g = 1, zp = 0 imamo toctku (1,—3,0). UvrStanjem u
() dobivamo da je jednadZzba tangencijalne ravnine 3y = —9, tj. y = —3.

Zakljucak je da se u dvije tocke na plohi postize uvjet paralelnosti tangencijalne
ravnine s y = 0. To su tocke (1,3,0) i (1,—3,0), a tangencijalne ravnine su
y=31iy= —3, redom.

Zadatak 5 Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu P...z—zy =0

o 3 : r _ y—m __ z43
koja je okomita na pravac § = 5+ = 5=,

Zadatak 6 Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine plohe 22 + 2y? + 322 = 1
paralelne sa 2z +y + 3z = 1.

Zadatak 7 Odredite ravninu tangencijalnu na elipsoid z2 + 2y? + 22 = 1 koja
je usporedna ravnini zadanoj jednadzbom x — y + 2z — In2 = 0.

Zadatak 8 Sfera ¥ zadana je jednadzbom 22 + y? + 22 — 1 = 0. Odredite
jednadzbu tangencijalne ravnine na ¥ koja sadrzi tocke T1(1,3,1), T»(2,1,1).

1.2 Linearna aproksimacija funkcija dviju varija-
bla

Koristimo sljede¢u formulu linearne aproksimacije za pribliznu vrijednost funk-
cije f u tocki (zo + Az, yo + Ay):

f(zo+ Az,yo + Ay) = f(x0,y0) + fo(T0,v0) - Az + fy(z0,v0) - Ay.

Napomena:

Ova se formula najceSée koristi za izracunavanje vrijednosti funkcije f u toc-
kama koje se nalaze dovoljno blizu tofkama ¢iju je funkcijsku vrijednost lako
izracunati. Dakle, u pravilu su Az i Ay "dovoljno" mali da stvarna vrijednost
funkcije u tocki odgovara aproksimativnoj vrijednosti danoj gornjom formulom.



Primjer 9 Zadana je funkcija f(z,y) = 2 + y? — 42y, Koristenjem formule

za linearnu aproksimaciju izracunajte priblizno f(1.95,2.1).

Rjesenge:

Najprije odredimo toc¢ku (zg,y0) = (2,2) koja se nalazi "dovoljno" blizu
zadanoj tocki, a potom i Az = —0.05, Ay = 0.1. Kako bismo iskoristili formulu
za linearnu aproksimaciju, potrebno je izracunati vrijednost funkcije u tocki
(20,90), kao i vrijednosti parcijalnih derivacija prvog reda u toj tocki:

f(2,2) = 22422 -4.22.22 = _56
felz,y) = 22 —8xy® = £(2,2)=2-2-8-2-22 = —60
fy(z,y) = 2y—82x%y= f(2,2)=2-2-8-22.2=—60,

pa uvrstavanjem u formulu dobivamo

f(1.9,2.1) F(2,2) 4+ £2(2,2) - Az + £,(2,2) - Ay =

—56 — 60 - (—0.05) —60-0.1 = —56 — 60 - 0.05 = —56 — 3 = —59.

Q

Primjer 10 Izrac¢unajte priblizno v/5.7 ++v/15.8.

Rjesenje: Kao i obitno u zadacima s rac¢unom priblizne vrijednosti, po-
trebno je formirati funkciju koja opisuje gornji izraz. Ovdje ¢e to oCito biti
funkcija f(z,y) dviju varijabli dana s f(z,y) = ¢/ + ¥/y. Tocka s kojom ra-
dimo je (5.7,15.8), pa je xo + Az = 5.7, yo + Ay = 15.8. Odavdje izlazi da je

najprikladnije uzeti (biramo najblize "lijepe" vrijednosti) zo = 6, Az = —0.3 te
Yo = 16, Ay = —0.2. Ra¢unamo sve sumande koji su potrebni za desnu stranu
formule:
f('r07y0):f(6716): v 6"’416: 36+2:2
folz,y) = (@ +y5)"3 = £,(6,16) =1 873 = L
1y 2 _3 _3
fay) = ta+yh)F dyt s 6160 = 5116 =41 = L

Sada je

V/5.7+V15.8 = f(5.7,15.8) ~
1 3 1 1 3791

T 1210 384 5 19207

Zadatak 11 Koristec¢i formulu za linearnu aproksimaciju izra¢unajte priblizno
vrijednost izraza:

(1) V5.8+v1—23.12
(2) v/6.1++/3.98

3) - 1.052
) 3 7.9-Y1.053

Zadatak 12 Odredite priblizno z(0.2,0.9) ako je z = z(z,y) zadana implicitno
sayz+x3+y3 +23-28=0.



Primjer 13 Izracunajte priblizno polumjer opisane kruznice pravokutnika stra-
nica a = 6.2, b ="T7.8.

Rjesenje: Lako se vidi da za promjer 2r kruZnice opisane pravokutniku
vrijedi (2r)? = a® + b2, pa je r = £V/a? 4+ b2. Stoga definiramo r = r(a,b) =
1v/a? + b? da bude funkcijska ovisnost polumjera kruznice opisane pravokutniku
stranica a i b. U naSem slucaju treba izrac¢unati (6.2, 7.8), pa definiramo ag = 6,
Aa = 0.2, by = 8, Ab = —0.2. Ra¢unamo:

r(6,8) = 1v62 +82 =5

ra(a,b) = 1(a2 +b2) "% - 2a = ot = 7a(6,8) = £ _3
Tb(a?b):'--:\/aszij(G,S):%:%_
Sada je

r(6.2,7.8) ~ 1(6,8) +74(6,8)- (0.2) +75(6,8)- (—0.2) =5+ 2.1 1.1 = 124

Zadatak 14 Izracunajte priblizno polumjer kruznice sa sredistem u ishodistu
koja prolazi totkom T'(6.9, 24.2).

Zadatak 15 Izracunajte priblizno promjenu oplosja uspravne kvadratne prizme
povrsine plasta P = 48 i obujma V = 36, ako se stranica poveca za 0.02, a visina
smanji za 0.03.

Zadatak 16 Zatvoreni sanduk kojemu su vanjske dimenzije 10 ¢cm, 8 cm i 6 cm
napravljen je iz §perploca debljine 2 mm. Odredite priblizno koli¢inu materijala
utrosenog za izradu sanduka.

Zadatak 17 Izracunajte priblizno 1.002 - 2.0032 - 3.0043 (koristi se formula
analogna gornjoj, ali za funkciju triju varijabli).

1.3 Diferencijal

Diferencijal df (x,y) funkcije dviju varijabli f(x,y) ra¢unamo prema formuli

df(x,y) = fw(xay)dx + fy(x,y)dy

Primjer 18 Izracunajte diferencijal funkcije f(x,y) = 22 + y* — 4a2y>.
Rjesenje: Najprije ratunamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije f(x, y):
folz,y) = 20— 8ay’
fy('ray) = 12 - 81‘23},
te nakon toga mozemo prema gornjoj formuli odmah napisati diferencijal:

df (z,y) = 2z — 8xy?)dx + (2 — 8z%y)dy.

Primjer 19 Izracunajte diferencijal funkcije f(x,y) = 22 cos xy.

Rjesenje: Iz racuna parcijalnih derivacija prvog reda

felz,y) = 2xcoszy — a?sin(xy) -y = 22 coszy — x ysinry

fylz,y) = —z?sinzy - x = —a’sinzy



slijedi da diferencijal ove funkcije glasi

df (x,7) = (22 cos zy — x2y sin zy)dr — 2® sin xydy

Zadatak 20 Izracunajte diferencijal sljede¢ih funkcija:

(1) f(z,y) =52°y* -9
(2) f(z,y)=e""2
(3) f(z,y) = arcsinay?
(4) f(z,y) =a*sinzy?®
(5) flx,y) =sine™™¥
(6) fla,y) =/1-a2—y?
(7) flz,y)=a23Inl4zy 5
(8) f(z,y) = /3y — T’y
9) flz,y) =312

(10) f(z,y) =y % tan~"' 2.



Poglavlje 1

Lokalni ekstremi funkcije vise
varijabla

Definicija 1.0.1 Za funkciju f dviju varijabli kaZemo da ima lokalni maksi-
mum u tocki (xo,yo) ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te
okoline vrijedi f(xo,y0) > f(x,y). KaZemo da f ima u tocki (xo,yo) globalni
maksimum ako je f(xo,yo0) > f(x,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.
Za funkciju f dviju varijabli kazemo da ima lokalni minimum u toéki (xo,yo)
ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te okoline vrijedi f(xo,yo)
f(z,y). KaZemo da f ima u tocki (xo,yo) globalni minimum ako je f(xo,yo)
f(z,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.

<
<

Lokalne minimume i maksimume funkcije f zovemo lokalni ekstremst funkcije
f, dok globalni minimum i maksimum funkcije f zovemo globalni ekstremsi
funkcije f.

Ispitivanje lokalnih i globalnih ekstrema zadane funkcije jedan je od osnovnih
zadataka u matematickoj analizi. Kod funkcija dviju varijabli taj je postupak
nesto slozeniji nego kod funkcija jedne varijable i moZe se podijeliti u dva dijela.
Najprije dajemo tzv. nuZan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema: ako
funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki (xq,yo) 1 ako parcijalne derivacije prvog
reda u toj tocki postoje, onda mora vrijediti

fz(20,Y0)
fy(xm yO) =

Napomena:

Nuzni uvjet za postojanje lokalnog ekstrema u praksi ¢emo ¢itati "unatraske":
da bismo nasli sve tocke u kojima se s obzirom na gornji kriterij uopée moze
postici lokalni ekstrem, moramo rijesiti sustav jednadzbi f.(z,y) = fy(z,y) = 0.
Tocke koje zadovoljavaju ovaj sustav shvacamo kao kandidate medu kojima ¢emo
potom traZziti lokalne ekstreme.

Nakon $to pronademo sve toc¢ke-kandidate, prelazimo na utvrdivanje koje od na-
vedenih tocaka predstavljaju lokalni minimum ili maksimum. Da bismo to utvr-
dili, potrebno je izrac¢unati vrijednosti drugih parcijalnih derivacija u to¢kama-
kandidatima.



Za svaku pojedinu tocku (xg,yo), kandidata za lokalni ekstrem, ozna¢imo:

A= faw(@0,90), B = fay(w0,90) = fya(0,%0),  C = fyy(To, o).
Dalje, ozna¢imo A := AC — B?
Vrijedi sljedece pravilo:
Ako za tocku (xg,yo) kandidata za lokalni ekstrem (tocka zadovoljava nuzan
uvjet) vrijedi:

(1) A >0, onda se u (zg,yo) postize lokalni ekstrem i to:

(a) lokalni maksimum ako je A <0
(b) lokalni minimum ako je A > 0

(2) A <0, onda f ne postiZze ekstrem u (xg,yo), veé je (zo,yo) tzv. sedlasta
tocka

(3) A =0, onda ne mozemo izvuéi nikakav zakljucak o tome ima li f u tocki
(20,y0) lokalni ekstrem ili ne.

Napomena:

Slucaj (2) govori nesto vise od same ¢injenice da u ispitivanoj tocki funkcija
ne postize lokalni ekstrem. Naime, ako vrijedi A < 0 u nekoj tocki-kandidatu
za lokalni ekstrem (xq,y0), onda u toj tocki funkcija f ima tzv. sedlo, §to je
ekvivalent pojmu stacionarne tocke kod funkcije jedne varijable. Naziv "sedlo"
u ovom sluc¢aju dobro docarava izgled plohe funkcije f u okolini tocke sedla.

Dalje, komentirajmo ukratko porijeklo veli¢ine A. Vrijednosti parcijalnih deri-
vacija u to¢ki (zg, yo) mogu se organizirati u sljede¢u matricu:

H = ( Jra(Z0,90)  fyz(T0,y0) ) _ ( A B )
. fmy(wOvyO) fyy(xmyo) B C )

A B
B C
koju zovemo Hesseova matrica. Primijetimo da je f.y(z0,%0) = fyz(z0,%0)
prema Schwarzovom teoremu, pa stoga na sporednoj dijagonali u Hesseovoj
matrici imamo jednake vrijednosti koje u A ¢ne faktor B2.

pa vidimo da je A = det ( ) , dakle upravo determinanta gornje matrice

Primjer 1 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 4oy — 2* — y*.
Rjesenje:

Najprije nalazimo prve parcijalne derivacije i rjesavamo sustav f,(z,y) = fy(z,y) =

0:

fo(@,y) =4y —42° =0

fy(@,y) =42 — 4y° = 0.
Imamo y = 22, z = 3. UvrStanjem y = 23 u drugu jednadzbu dobivao x = x°,
Sto faktoriziranjem postaje

(28 —1)=0

o(xt — D) (2t +1) =

x(x? — 1) (22 +1)(ac —|—1) 0
vz — 1)@+ 1)(@* +1)(" +1) =0



Zadnja dva faktora ne mogu biti jednaka nuli za realan z, pa nam ostaju tri
rjefenja: 1 =0, 29 =1, 13 = —1. Iz y = 22 dobivamo y; =0, yo = 1, y3 = —1,
pa ukupno imamo tri tocke kandidata za ekstrem: (0,0), (1,1) i (—=1,—1).
Za svaku od ovih tocaka provodimo proceduru utvrdivanja koja od njih pred-
stavlja lokalni ekstrem. Da bismo to izracunali, nadimo najprije druge parcijalne
derivacije funkcije f:

foz(m,y) = —1222

fly(xvy) = fyz(may) =4

Toy(,y) = —1292.
Uvrstavanjem vrijednosti x i y koordinata u ove izraze dobivat ¢éemo za pojedine
toc¢ke-kandidate vrijednosti za A, B i C, redom.
Racunamo:

(a) tocka (0,0):
A= f,(0,0) =0, B= f;,(0,0) =4, C = f,,(0,0) =0,
paje A = AC — B? = —16 < 0. Dakle, radi se o sedlastoj tocki.

(b) tocka (1,1):
A= f:(1,1) =—12, B = f3,,(1,1) =4, C = f,,(1,1) = —12,
paje A = AC — B? = 128 > 0. Dakle, u (1,1) postize se lokalni ekstrem,
i to maksimum, jer je A = —12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u
tocki (1,1) iznosi f(1,1) = 2.

(c) tocka (—1,—1):
A= fiz(—1,-1)=—-12, B = fg,(—1,-1) =4, C = f,,(—1,-1) = —12,
pa je opet A = 128 > 0 i radi se o tocki lokalnog maksimuma jer je

A = =12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u tocki (—1,—1) opet
iznosi f(—1,—1) =2.

Primjer 2 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = ysin .
Rjesenje:
Nuzan uvjet za lokalne ekstreme daje sustav jednadzbi:

fe(z,y) =ycosx = 0
0.

fy(z,y) =sinz =

Iz druge jednadzbe slijedi * = kn, k € Z. Uvr§tavanjem u prvu jednadzbu
imamo za cosx vrijednost 1 ((za parne k) ili -1 (za neparne k), odakle nuzno
slijedi da je y = 0. Dakle, dobili smo beskona¢no mnogo tocaka kandidata za
ekstrem oblika (km,0), k € Z.

Racunamo sada parcijalne derivacije drugog reda:

fezx(z,y) = —ysinz
f$y(xay>:fy:v(-r7y) = COSZT
fyy(x,y) = 0.

Imamo dvije moguénosti, ovisno o tome je li k paran ili neparan:



(a) k paran, tj. k=2l zal € Z:
A = fre(2lm,0) =0, B = fyy(2lm,0) = cos(2lm) = 1, C' = fy,(2m,0) =0,
paje A= AC—-B?=0-12 = —1 < 0, §to znadi da se su (k7,0), k paran,
sedlaste tocke

(b) k neparan, tj. k =20+ 1 zal € Z: sli¢no kao gore, imamo:
A= fo (20 +1)7,0) = 0, B = fp (2L + 1)7,0) = cos((2l + 1)7) = —1,
C = f, (2l +1)7,0)=0,paje A= AC—B*=0—(-1)2=-1<0, pa
iu (kw,0), k paran, imamo sedlo.

Kona¢no, vidimo da ova funkcija nema niti jednu toc¢ku u svojoj domeni u kojoj
se postize lokalni ekstrem, ve¢ samo beskonatno mnogo sedlastih tocaka (i sve
su one oblika (km,0) za k € Z.

Zadatak 3 Odredite lokalne ekstreme funkcije:

(1) fz,y) =32* - 2zy +y* — 8y
(2) f(z,y) =2° = 3oy —y?

(3) flz,y) =y*+xy+3y+2z+3
@) flz,y) =2y -2’ —y?

(5) flzy) =2 +y*+ 2

(6) flz,y) =2 +y*>—3x—3y
(7) flz,y)=a?+y—e¥

(8) flz,y) = wev

9) fz,y) =e"siny

(10) f(z,y) = yva —y* —x +6y.

Nesto drugacije postupamo ako je funkcija zadana implicitno (u osnovi samo
stoga §to je formula za nalaZzenje parcijalnih derivacija prvog reda u tom sluc¢aju
definirana drugacije — vidjeti vjezbe vezane uz 7. lekciju!).

Primjer 4 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(x,y) zadane implicitno s
22+ 2%tz +22-3=0.

Rjesenje:
Definiramo F(z,vy,2) := 2% + 2y? + xz + 2? — 3 i raunamo:

F.(z,y,2) =2x+ 2

Fy(xay,z) = 4y

F,(z,y,2) =z + 2z.
Stoga je zx(z,y) = —22£2, a z,(z,y) = _a:jli»y2z' Da bismo nagli kandidate
za lokalne ekstreme, moramo rijesiti sustav z,(z,y) = z,(z,y) = 0, tj. 2z +
z = 0 = 4y. Dobivamo y = 0 i z = —2z, §to uvrstanjem u jednadzbu plohe
22+ 22tz +22 -3 =0daje2? =1,tj. 2, =1ilizy = —1, paje z; = —2,
z9 = 2. Imamo dvije tocke koje su kandidati za ekstrem: (1,0) i (—1,0).




Izra¢unajmo sada druge parcijalne derivacije:

2425 ) (x4+22)— (2x+2) (1422,
Zrz(x,y) = — (Zze) +(m)+2(z)2+ J(1+2z:)
va(mvy) = _Zy(x""Q(ZI);éi?jz)'QZy = Zm,(m,y)
4-(x+422z)—4y-2z,
Zyy(,y) = =T
Sada rac¢unamo za svaku od dvije tocke-kandidata radi li se o lokalnom ekstremu.
Pritom ¢emo koristiti ¢injenicu da je z;(1,0) = 2,(1,0) = 01 z,(-1,0) =

zy(—1,0) = 0 (tocke-kandidati zadovoljavaju nuzan uvjet za ekstrem):

(a) totka (1,0) (z = —2): A = 2,(1,0) = 2, B = 2,(1,0) = 0, C =
2yy(1,0) = 3, paje A=AC—B*= 2.4 =2 > 0iutocki (1,0) funkcija
z(x,y) postize lokalni ekstrem. Kako je A = % > 0, radi se lokalnom
minimumu koji iznosi z = —2.

(b) tocka (—1,0,2) (2 = 2): A = 250(—1,0) = =2, B = 2,4(-1,0) = 0,
C = zy(~1,0) = =3, paje A = AC — B> =% > 01iu totki (~1,0)
funkecija z(x, y) postize lokalni ekstrem. S obzirom da je A = —% < 0, radi
se o lokalnom maksimumu koji iznosi z = 2.

Zadatak 5 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(x, y) zadane implicitno:

1) 22+ 22+ +22—2=0

2) 22 +9y?+22-22—-2-1=0

3) 22 —32(2%+4%)—-27=0

5) zyz+ 2t 4+ +22-28=0

6

(1)
(2)
(3)
(4) 222 + 22+ 20+ +4=0
(5)
(6) 22 +2z+2+2x—y?+1=0
(7)

7 224w+ +y?+2y—2=0.
Cesto se pojavljuju problemski zadaci u kojima je potrebno najprije konstruirati
funkciju dviju varijabli, a potom izra¢unati ekstreme.

Primjer 6 Od svih kvadara obujma 27 nadite onaj koji ima najmanje oplo§je.
Rjesenje: Oplogje kvadra je opéenito funkcija triju varijabli: ako s a, bi ¢
ozna¢imo duljine stranica kvadra, onda je oplogje O = 2(ab + ac + bc), dok je
volumen V' = abc i iznosi 27. Sada iz abc = 27 imamo ¢ = %, §to uvrStavanjem
u izraz za oplo§je daje
O =2(ab+ (a+b)c) =2(ab+ (a+b)- %) =2(ab+ 2 4 27).
Definirajmo funkciju f(a,b) := ab+ % + 2—;. Ocito ¢e tocke lokalnih minimuma
ove funkcije davati i najmanje vrijednosti oplogja, jer je O(a, b) = 2f(a,b). Stoga
najprije nalazimo kandidate za ekstrem rjesavajudi sustav f,(a,b) = 0 = fy(a,b).
Imamo

fala,b) =b— Z—Z =0 = a?b = 27 i zbog simetri¢nosti funkcije ab? = 27.
Dijeljenjem ove dviju jednadzbi dobivamo % =1, tj. a = b, pa uvrStavanjem u
prvu jednadzbu imamo a® =27 =a=3=b=3 = c= % = 3. S obzirom da



je (3,3) jedina toc¢ka kandidat za lokalni ekstrem, o€ito je da je rjeSenje zadatka
kvadar sa sve tri stranice duljine 3, dakle kocka. Minimalni obujam iznosi 54.

Uvjerite se da se za tocku (3,3) doista radi o lokalnom minimumu funkcije f!

Zadatak 7 Medu svim kvadrima oplo§ja 2 odredite onaj koji ima najveéi
obujam.

Zadatak 8 Na plohi 22 — 32 — 22 = 0 nadite tocku najblizu tocki T(0, 1, 4).

Zadatak 9 Na elipsoidu 22 + y? + 422 = 16 odredite tocku najblizu ravnini
r+y+2z=12.

Zadatak 10 U ravnini nadite tocku sa svojstvom da je zbroj kvadrata udalje-
nosti od pravaca x =0, y = 0, x — y + 1 = 0 najmanji.

Zadatak 11 Kroz tocku T'(3,2, 1) polozite ravninu koja s koordinatnim ravni-
nama zatvara piramidu najmanjeg obujma.

Zadatak 12 U polukuglu radijusa R upiSite paralelepiped maksimalnog obujma
kojem jedna strana lezi u bazi polukugle.

Zadatak 13 U dio kugle 22 + y? + 22 < 16 koji se nalazi u prvom oktantu,
upiSite kvadar maksimalnog obujma tako da mu tri strane leze u koordinatnim
ravninama.

Zadatak 14 U tetraedar odreden tockama O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,2,0),
C(0,0,3) upisite kvadar maksimalnog obujma tako da mu jedan brid lezi na
zZ—o0sl.



ViSestruki integrali -
uzastopno integriranje

0.1 Dvostruki integral u pravokutnim koordina-
tama

Dvostrukim integralom neprekidne funkecije f(x,y) preko ogradenog zatvorenog
podrudja S nazivamo limes dvostruke integralne sume:

/ ey =3T3 ey A

max A.’L‘i—>0 i k
max Ay — 0

gdje je Ax; = xj1 — x; 1 Ayg = Yp+1 — Y a tocke (x4, yx) pripadaju podruéju
S.

Kod dvostrukog integrala vrlo je bitno pravilno odrediti granice integracije.
Imamo dva osnovna tipa podrudja integracije:

1) Podrudje integracije S omedeno je s lijeva i s desna pravcima z =aix =b
(a < b) a odozdo i odozgo neprekidnim krivuljama y = g1(x) i y = g2(2),
g1(z) < ga(z) (vidi sliku). O¢ito se u podrucju S varijabla 2 mijenja od
a do b a varijabla y od g;(z) do g2(z). Integral ff(s) f(z,y)dzdy sada

postaje:
b g2(x)
[ty = [ax [ s
(S) a g1(z)

Primjetimo da je veli¢ina  u integralu ng(z)

(@) f(z,y)dy konstantna jer

integriramo po y. (vidi sliku 1.1)



Y0,

Slika 1: U podruéju S, = se mijenja od 2 do 9 a za fiksan z, y se mijenja od

g1(z) do go(x).

2) Podrudje integracije S omedeno je odozgo i odozdo pravcimay = diy = ¢,
(¢ < d), a slijeva i zdesna neprekidnim krivuljama = = ¢1(y) 1 = g2(y),

(91(y) < g2(v)).

Ovdje se y mijenja od ¢ do d a = od g1(y) do ga(y).

Integral ff(s) f(x,y)dzdy sada mozemo prikazati kao:

famdedy= [ ay [7 f@pda
(S) c 91(y)

i tu veliinu y u integralu [

g2(y)
g1(y)

=ik

Xx=g1(y) X=Galy)

Sl

f(z,y)dz smatramo konstantnom.

Slika 2: U podruéju S, y se mijenja od 1 do 4 a za fiksan y, x se mijenja od

g1(y) do g2(y).

Svako podrudje integracije nastojimo razdijeliti na podruc¢ja gornjih dvaju

tipova.



Primjer 1 Izracunajte viSestruki integral: f02 dy fol(aiz + 2y)dz.
Rjesenje: Imamo:

1
/ dy/ (x2 +2y)dr = u unutarnjem integralu y je konstanta =
0 0

2 3
s \ 3
2
1 y o2\ 2 14
S O P T
/0(3+y>y (3“’ 0) 3773

Primjer 2 Izracunajte dvostruki integral: ffs dy f;%(a: + 2y)dz.
Rjesenje: Imamo:

/ dy/ (r+2y)dr = u unutarnjem integralu y je konstanta =
y2—4

(G rem)ll) -

3 25 2_42
/ <+10y—(y)—2(y2—4)y) dy =
s\ 2 2

25 5 Y 4 yt 2\ 504
= Y N R ‘ —=2
(2y+5y TR T O I 10

Primjer 3 Rijefite integral: fo do [ rdr.

sin ¢
Rjesenje: Imamo:

2
/ d<p/ rdr = u unutarnjem integralu ¢ je konstanta =
0 asin ¢

27 2 2 2 2 ain2
re|ae a a” sin QD
— r d RN A e
/ <2 asmw) = /0 (2 2 ) 14

[ (5P (5 m)

2w

0

U slijede¢im zadacima treba napisati krivulje koje omeduju podrucje S po
kojem se integrira i nacrtati to podrudje u koordinatnoj ravnini.

3 +9

1) fl dx f;rz f(a:,y)dy
Rjesenje: Podrudje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima z = 1
i x = 3 a odozdo i odozgo krivuljama g;(z) = 22 i g2(x) = 2 + 9.



Slika 3: U podruéju S, = se mijenja od 1 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od
g1(z) = 22 do go(x) = = + 9.

2) [ da [Y*°7F f(a,y)dy.

Rjesenje: Podrudje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima z = 0
i x = 3 a odozdo i odozgo krivuljama g;(z) = 01 ga(x) = V25 — 22,

92(0=/25-x

O B e o S L A A A O A N B |
2 x=0 2

1—

Slika 4: U podruéju S, x se mijenja od 0 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od

g1(z) =0 do go(x) = /25 — z2.

3) f04 dy fylo_y f(z,y)dz.
Rjesenje: Ovo je integral drugog tipa, podrudje integracije omedeno je
odozdo i odozgo pravcima y = 01 y = 4, a slijeva i sdesna krivuljama
(takoder pravcima) g1(y) =y i g2(y) = 10 — y.
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[
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Slika 5: U podruéju S, y se mijenja od 0 do 4 a za fiksan y, z se mijenja od
91(y) =y do g2(y) =10 — y.

Zadatak 1 Odredite granice integracije u oba poretka za dvostruki integral
/ [z, y)dzdy
(5)

ako je:

1) S trokut s vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).

Rjesenje: Prvo skiciramo podrudje integracije kako bismo lakse odredili
granice:

HHH;HHHHHHHHH
_0(00) 1AL0)

Slika 6: Trokut sa vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).

Radimo prvo integraciju prvog tipa, = o€ito ide od 0 do 1. Da bismo
odredili kako se mijenja y za fiksni z treba nam samo jednadzba pravca
kroz tocke O i B koji ¢ini gornju granicu integracije (donja granica je,
jasno, g1(z) = 0).



Gl

Slika 7: Jednadzbe krivulja za integraciju prvog tipa.

Jednadzba pravca glasi y = = pa imamo da je go(z) = = i konacno:

Fapdady = [ e [ fayay.
(S) 0 0

Sada mijenjamo poredak integracije, odnosno prelazimo na integral drugog
tipa. Iz slike je vidljivo da y takoder ide od 0 do 1 a da bi odredili granice
od z za fiksni y, treba nam pravac kroz tocke 0 i B koji ¢ini lijevu medu.
Jednadzba tog pravca glasi (sada je y fiksiran, prisjetimo se) x = y pa je
91(y) = y. Desna granica je, ocito, pravac © = 1 tj. konstantna funkcija
92(y) = 1.

&
|

y=1

[ . S O A

9=y Galy)=1

o
«
[

L I I

Slika 8: Jednadzbe krivulja za integraciju drugog tipa.

//(S) f(z,y)dedy = /01 dy /yl F(a,y)dz.

Dakle, imamo:



2

2) S odsjecak parabole y = z¢ omeden tom parabolom i pravcem y = 4.

Rjesenje: Skiciramo podruéje S i unosimo potrebne podatke za integra-
ciju prvog tipa:

92()=4

Slika 9: Podruéje S. Vidljivo je da x ide od —2 do 2, a da se y pri tome mijenja
od g1(z) = 2?2 (donja granica), do g2(x) = 4 (gornja granica).

Na slici je vidljivo da x ide od —2 do 2 a y je za fiskni x ograni¢en krivu-
ljama g;(7) = 22 i go(x) = 4. Stoga imamo:

fa,y)dady = de %f(x,y)dy.
(S) -2 2

Gledamo drugi poredak integracije, sada se prvo mijenja y od 0 do 4, a
onda za fiksni y, integriramo po z-u od —,/y do /¥ .

y=4

)=y

—+ t
x=2 y=0

Slika 10: Podruéje S. Sada y ide od 0 do 4, a = se pri tome mijenja od g (y) =
—,/y (donja granica), do g2(y) = /¥ (gornja granica).



Imamo:

1 Vi
/(S)f(x,y)dwdy=/0 dy/ﬂf(x7y)dz

3) S podruéje omedeno hiperbolom y? —x? = 1 i kruznicom x?+y% = 9 (ima
se u vidu podrucje koje sadrzi ishodiste koordinatnog sustava).

Rjesenje:  Skiciramo podrucje s podacima za integraciju prvog tipa i
pri tome uzimamo u obzir da se nage krivulje sijeku u tockama (2,/5),
(2,— f) (-2, \f) (-2, —V/5) éto se lagano dobije izjednacavanjem jed-
nadzbi y? = 14+ 22 i 92 = 9 — 22. Sada primjeéujemo da se podruéje S
mora razbiti na tri podrudja prvog tipa, S1,S5s i S3. Integriramo po sva
tri podrucja i rezultat zbrajamo.

Slika 11: Podrucje S sastoji se od tri podruéja prvog tipa S1, S i S3 pa integri-
ramo po svakom od njih i rezultat je zbroj tih integrala.

Dakle, imamo:

/ £, y)dedy
(S)

/ f(z,y)drdy + / [z, y)drdy + / f(z,y)dxdy =
(S1) (S2) (S3)

Vo—z2 Vitz?
/ dx/ a:ydy+// flz,y)dy +
V9—z2
V9—z2
+ / dm/ y)dy.
V9—z22 m2

Za integraciju drugog tipa imamo sliku:

Kao i u gornjem primjeru, podrucje S raspada se na pet podrucja drugog
tipa, pa integiramo po svakom od tih podruéja i rezultat je zbroj tih
integrala:

/ f(z,y)dedy = / f(x,y)dfcder/ f(f&y)da?der/ f(z,y)dzdy +
(S) (S1) (S2) (S3)



[ROES G0=y1

S1 Sz
9u0=/352 [ =1 S \ 0309=/99

L‘\“"‘/S

Slika 12: Podruéje S sastoji se od pet podrudja drugog tipa.

+ /(54)f(m,y)dxdy+/(ss) flz,y)dzdy =
e VB o

- dy/W fay)da+ | /ﬁ f(@,y)da +
1 \/9—1y2 1 _ /y2—1

+ /_1dy/_mf(w7y)dy+/_ﬁdy/_\/@ f(z,y)dz +

/_;15 /i\/f [, y)de

Zadatak 2 Promijenite poredak integriranja u slijede¢im dvostrukim integra-
lima:

1) [l dx 7 f(x,y)dy,

2) [} dy f;/g f(y)dz,

3) [y dx [5"" fla,y)dy.
Rjesenje:
1) Skiciramo podrudje integracije, x ide od 0 do 1, a za fiksni z, y se mijenja

od 2x do 3z.

Ako sada promijenimo poredak integracije, dakle, integriramo prvo po vy,
a onda po z, slika pokazuje da podruéje S treba razbiti na dva osnovna
podrudja za integraciju drugog tipa.



YalH)=3¢
Ya(Kj=2x

Slika 13: Podrudje integracije.

Stoga imamo:

1 3z
/O dw/h flz,y)dy = /(Sl)f(w,y)dyder/(Sz)f(fmy)dydx:

= [ [ e [Cay [ s

2) Crtamo podrudje integracije:

—
Lo el
! Y=
Sy
+ e
Ya)=32

Yoly)=3y?

Slika 14: Podrudje integracije.

Sada vidimo da u obrnutom poretku integriranja ponovno moramo razbi-
jati podrudje na Cetiri osnovna dijela pa redom imamo:

1 V3—y? 3 V2z 1 1
/ dy/z flz,y)de = / d:v/ f(w,y)dy+/ dm/ +
-Vv2 i 0 —V2z 1 V2T

2

10



V2 1 V3 V3—a2
/ dm/ f(x,y)dy—i—/ dm/
1 Y s V3 /3=

3) Prikazujemo podrucje u koordinatnoj ravnini:

Xoly)=m- arcsiny

yasinx

L v/
/ 1 H‘ 2 3
2 X=|

Slika 15: Podrudje integracije.

Vidimo da, pri promijeni poretka integracije, ponovno imamo samo jedno
osnovno podruéje S pa je:

sin x ™= arcslny
/ dx/ (z,y)dy / dy/ x,y)dx.
arCSlny

Zadatak 3 Izracunajte dvostruki integral [f (s) Tdzdy gdje je S podrucje ome-
deno pravcem koji prolazi tockama A(2,0), B(0,2) i lukom kruznice 22 + (y —
1)2=1.

Rjesenje: Jednadzba pravca koji prolazi tockama A i B glasi: y = —z + 2.
Crtamo sliku:

11



Ya(x)=y1-x2+1

Slika 16: Podrudje integracije.

Mozemo primjeniti bilo koji tip integracije, mi ¢emo rijesiti zadatak pomocu
prvog. Pravac i kruznica sijeku se u tockama (0,2) i (1,1). To se lako dobije
rjeSavanjem jednadzbe 2+ (—x+1)? = 1 koja se dobije uvr§tavanjem jednadzbe
pravca y = —x + 2 u jednadzbu kruznice 2 + (y — 1)? = 1. Sada je sa slike
vidljivo da imamo:

1 V1—z2+1 1 VIiZzZ4+1
/ / rdxdy = / dx / xdy = / (my ) dx
(8) 0 —z42 0 —z+2

/l(x(\/1x2+1)x(z+2))d:r/1(93 1— 22+ 2% —z)de =
0 0

1 s oxd 22\l 1
I (l—2H2 4 2 ‘:,
( gl=a) 43 2)0 6

Zadatak 4 Izracunajte dvostruki integral ff(s) ngﬁTdemdy gdje je S podrudje

Iz 3
omedeno parabolom y = %- i pravcem y = .

12



Rjesenje: Skiciramo podrudje integracije:

Slika 17: Podrudje integracije.

Zadane krivulje sijeku se u totkama (0,0) i (2,2) §to je vidljivo sa slike, a
lagano se dobije rijeSavanjem jednadzbe z = % Koristeéi integraciju prvog
tipa, dobivamo:

x
12) dx =
2

2 x 2
T T y
———dzdy = / dx/ ——dy = / <arctan =
//(5)5324‘2!2 0 22 22 +y? 0 x
2 T 2o x
(arctan 1 — arctan 5) dr = (Z — arctan 5) dr =
0 0

(Ex — xarctanf +In (4 + x2)) ‘2 —=1n?2
4 2 0

Zadatak 5 Izra¢unajte dvostruki integral fog dx fclosz y*dy i nacrtajte podrucje
integracije.

Rjesenje: Prvo crtamo podrudje integracije:

13



Ya(x)=1

-
-

Slika 18: Podrudje integracije.
a zatim rjeSavamo integral:

z 1 z 5
faef e = [ (5
0 cosx 0 5

1

COS T

1 [z
= 5/ (1—cosm+2sin2xcosx—sin4xcosx)dac:
0
1 . +2.3 5 | 157 — 16
= —|(xz—-sinz+ =sinz— =sin’zx = —
5 3 5 150

0.2 Dvostruki integral u polarnim koordinatama

Prisjetimo se veze izmedu polarnih i pravokutnih koordinata:
T = T COS P, Yy =rsingp.

Za dvostruki integral vrijedi sljede¢a formula:

//(S) f(z,y)dzdy = //(S) f(rcos g, rsing)rdrde.

Podrucje S sada mora imati granice po r i po . Tu primjenjujemo sljedeée
pravilo: ako je podrudje integracije S omedeno zrakama ¢ = aip =0 (a < f)
te krivuljama r = r1(p) i 7 = ra(p) (r1(e) < ra(g)), onda dvostruki integral
ra¢unamo po formuli:

B r2(p)
/ £(r, @)rdrdp = / dp / £(r, p)rdr.
(S) @ T

1()

14
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Slika 19: Osnovno podruéje integracije u polarnim koordinatama.

Ako S nema taj oblik, onda ga, kao i kod pravokutnih koordinata, moramo
razdijeliti na podrucja takvog oblika.

Primjer 4 Transformirajte sljedece integrale u integrale s polarnim koordina-
tama pazedi pri tome na promjene granica integriranja.

V) [Zdx [T f(x,y)dy,

2) [lis) f(@® +y?)dzdy,
gdje je S podrucje omedeno pravcima y =z, y = —x iy = 1.

gdje je S podruéje omedeno lemniskatom

(2? + %)% = 4(2® — ).
Rjesenge:

1) Prvo moramo skicirati podrudje integracije i odrediti njegove granice u
polarnim koordinatama. JednaZzba pravca x = 2 u polarnim koordinatama
glasi: rcosf =2 tj. r = ﬁ, -5 <0< 3. Zrakay =z, x > 0, glasi
0 = 7 jer sve tocke na tom pravcu imaju taj kut. Dakle, imamo:
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2T T(2,2)

y=x

Slika 20: Podrudje integracije.

Sada je vidljivo da, u polarnim koordintama, ¢ ide od 0 do 7, a, za fiksni

theta, r se mijenja od 0 do —25. Stoga je:

2 x 1 o7
/ dfl?/ f(:z:,y)dy:/4 d9/ ' f(rcosf,rsinf)rdr.
0 0 0 0

2) Crtamo podrudje integracije:

Slika 21: Podrucje integracije.

Kut 6 se o¢ito mijenja od Z do 2%, a radijus r od 0 do =15, 0 < 6 < , §to
je ijednadZba pravca y = 1 u polarnim koordinatama. Ako jo$ primjetimo
daje f(z%4y?) = f(r?cos® 6+r?sin® §) = f(r?) u polarnim koordinatama,

onda imamo:

/ f(@? +y*)drdy = / d@/ f(r?)rdr.
() 1 0
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3) Trazimo jednadzbu lemniskate (22 +y?)? = 4(2? — y?) u polarnim koordi-
natama. Znamo da je x = rcosf i y = rsinf pa to uvr§tavamo u zadanu
jednadzbu i dobivamo:

(r?cos? 0 +r?sin?0)> = 4(r? cos? @ — r?sin? 0)
= 7t = 4?(2cos?0 1) /r?
= 7% = 4(cos(20)

= r = 24/cos(20)

Crtamo podrudje:

Slika 22: Podrudje integracije.

3 do 52

Vidljivo je da se kut ¢ mijenja od —7 do 7§ iod = °F (8to dobivamo

rjesavajudi jednadzbu r = cos(20) > 0). Za fiksni 6, r se mijenja od 0 do

24/cos(26). Stoga imamo:

z 24/ cos(20) Sz »24/cos(26)
// f(z,y)dady z/ / f(rcosf,rsin H)Tdr—i—/ / f(rcos,rsinf)rdr
() ~3Jo s Jo

Zadatak 6 Prijelazom na polarne koordinate izra¢unajte dvostruki integral
// V2 + y2dzdy
(5)

ako je S podru¢je omedeno kruznicom z? + y? = 2ax gdje je a > 0.

Rjesenje: Svodimo na puni kvadrat izraz z2 + y?> = 2ax i dobivamo (x —
a)? +y? = a? iz ¢ega je odmah vidljivo da se zaista radi o kruznici sa sredigtem
u T'(a,0) radijusa a. Trazimo njenu jednadzbu u polarnim koordinatama:

r?cos’ 0+ r?sin?0 = 2arcosé
= 1r* = 2arcosf |/
= r = 2acosf



r(6)=2a cos 6

Slika 23: Podruéje integracije.

Sada crtamo tu kruznicu:
Kut # mijenja se od —% do 7, a za fiksni 0, r ide od 0 do 2a cos #, pa imamo:

z 2a cos 6
// Vir? +yidedy = / dﬁ/ rordr (jer /22 + 942 =Vr2=r)
(S) - 0

ks
2

5 /43
- 1.5
2

2a cos 6 Fl 1 . . 3 5
>d0/2 = (807 cos” ) d0 =5 [* (1 sin?0) cos 60 =

0 s 3 _m
2 2
3 s 3 sy
= 8% ’ cosé’al&—s%/2 sin? 6 cos Odh =
-z -%
3 us 3 s 2 3
= 2= (sing|” — 8i sin?’G‘2 = 32a
3 -z 9 -z 9

Zadatak 7 Izraunajte dvostruki integral funkcije f(r,¢) = r u podrudju
omedenom kardioidom r = 3(1 + cos ¢) i kruznicom r = 3 (misli se na podrudje
koje ne sadrzi ishodiste).

Rjesenje: Krivulje koje omeduju podruéje integracije ve¢ su zadane u po-
larnim koordinatama pa mozemo odmah crtati sliku:
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12()=3(L+cos ¢)

Slika 24: Podruéje integracije.

Sada imamo:

z 3(1+4cos ¢) z 73 13(1+cos @)
// f(ryp)rdrde = dcp/ rerdr = / ( ) ) dop =
(5) 3 -

_z 313
2

e
2

[NE]

9/ ((1+cos<p)3—1)d<p:...:66+27g

[NE]

Zadatak 8 Prijelazom na polarne koordinate izrac¢unajte :

2V/2 V16—22
/ dx
0 x

v x? + y2dy.

Rjesenje: 1z integrala vidimo da se z mijenja od 0 do 2v/2, a za fiksni z, y
ide od 0 do v/16 — z2. Prema tome, radi se o sljede¢em podrudju:

Slika 25: Podruéje integracije.
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Ako pogledamo podruéje u polarnim koordinatama, vidimo da se 6 mijenja
od T do I a za fiksno 6, r ide od 0 do 4 jer je jednadzba kruznice 22 + y* = 16
u polarnim koordinatama glasi » = 4. Stoga imamo:

3 4 z 4
Va2 +yidy / dﬂ/ Vrirdr = / d@/ r2dr =
z 0 z 0

T (34 64 [2 16
"1 ao=2 a0==
/:z (3’0) 3/2 3"

0.3 Izracunavanje povrsSina likova

22 V16—1x2
/ dx
0 T

1) Povr$ina u pravokutnim koordinatama: povrsina podru¢ja S dana

je formulom:
Ps = / / dzdy
(8)

§to se, ako je S definirano nejednadzbama a < z < b, fi(z) <y < fo(x),
svodi na dvostruki integral:

b fa2(=)
Pg:// da:dyz/dx/ dy.
(8) a fi1(@)
Primjetimo da je:
b f2(@) b
foefy, = [
a 1(1E) a
§to je formula za povrSinu (omedenu krivuljama z = a,z = biy =
fi(x),y = fa(z)) koju znamo otprije (vidi poglavlje odredeni integral).

fa(x)
fi(z)

) _ / (o) fu(@)da

2) Povrsina u polarnim koordinatama: povrsina podrudja S dana je

formulom:
Ps = / / rdrdf,
()

§to se, ako je S definirano nejednadzbama a < 6 < 3, r1(0) < ro(6), svodi
na polarni integral:

B r2(8)
Ps = // rdrdf :/ dﬂ/ rdr.
(5) o r1(0)

Primjer 5 Skicirajte podrudja kojima su povrsine izraZene integralima:

1) [y dy [¥,0 de,

4-y
arctan 2 %
2) f% do [y 7 rdr

Izracunajte te povrsine.
Rjesenje:

1) Vidimo da se y mijenja od 0 do 4, a = (za fiksno y) od 4 —y do /16 — y2.
Dakle, imamo:
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Slika 26: Podrudje integracije.

Sada je povr§ina:

4 1\ 16—y2 4 16—y2 4
/ dy/ de = / (x’ )dy:/ (V16 —y2 —4+y)dy =
0 4y 0 0

4—y

2.4
- %\/167y2+8arcsin%f4y+%‘ — 47— 8
0

2) Ovdje se kut mijenja od 7 do arctan 2, a za fiksni kut, radijus ide od 0 do

—3—_ Crtamo to podrudje:
)

Slika 27: Podrucje integracije.

Jos ostaje izra¢unati integral:

arctanZd ﬁ p arctan 2 ,r2 ﬁ p 9 /arctanQ d(p
rar = - =3 =
x v 0 x 2 lo =3/, cos?
1

1 1
9 arctan 2 9
= — t =
2 ( s ) 2
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Zadatak 9 Nadite povrsinu omedenu parabolama:

yP=10z+25 i y*=—-6x+09.

Rjesenje: Da bi znali nacrtati trazenu povrSinu, prvo trebamo odrediti
presjek danih krivulja. RjeSavajuéi jednadzbu 10x + 25 = —6x + 9) odmah
vidimo su jedine tocke presjeka Ty (—1,v/15) i To(—1, —v/15). Sada imamo:

L/

To(1./5) <

_y%25 2 xy) =
xa(y) = T

6

~
I
t

Ti(1,-5) <

N

Slika 28: Podrudje integracije.

Sa slike vidimo da je bolje integrirati prvo po y, a onda po z, jer tako ne
moramo razbijati podrucje na dva komada. Ra¢unamo povrsinu od S:

9

2

- V15 9—y? VIs g2 95 _ 42
e T /r e dy:/r( AT
2 —V15 1o —V15

V15
PS:/ dy/2
_\/ﬁ 2

B /‘/ﬁ60—4y2d_ _ 16
= _\/5715 y=...= 3

Zadatak 10 Prelaskom napolarne koordinate nadite povrSinu omedenu krivu-
ljama:

12+y2:2x, x2+y2:4x, y=z i y=0.

Rjesenje: Svodenjem na puni kvadrat jasno je da su prve dvije krivulje
kruznice i to redom: (z —1)? +y? = 1, i (z — 2)? + y?> = 4. Crtamo krivulje i
nalazimo tocke presjeka te dobivamo:
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T,(4.0)

Slika 29: Podrudje integracije.

Trebaju nam jednadzbe kruznica u polarnim koordinatama. Veéa kruznica
glasi:

P4y = 4 =
r? = 4ricosf =
r1 = 4cosb.

Analogno tome, za manju kruznicu dobivamo:
r9 = 2c0s 6.

Kako kut ide od 0 do § (jer je kut pravca y = x sa 2-osi upravo 7), dobivamo
za povrsinu od S:
I 4cost I 72 |4cos b
Ps = / df rdr / ( ) df =
0 2 cos 0 0 2 l2cos0
i T
6/ cos® 0df = 3/ (14 cos(26))do =
0 0
sin(20) \ |1 m 1
3(0 =3(Z+=
(=52l -2 (G +2)

0.4 Racunanje volumena tijela

Volumen cilindroida koji je omeden odozgo plohom f(x,y), odozdo ravninom
z =01 koji u toj ravnini izrezuje omedeno podrucje S (vidi sliku), dan je sa:

V= //(S) f(z,y)dxdy.
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2=l(xy)

O

Slika 30: Cilindroid sa bazom S.

Zadatak 11 Nacrtajte tijela kojima su volumeni izrazeni dvostrukim integra-
lom:

a) f02 dx f02_$(4 —x —y)dy,

b) fol dz |, S g y2dy.
Rjesenge:

a) Vidimo da je u pitanju cilindroid odozgo omeden sa ravninom z = 4—x —y
i sa bazom u obliku trokuta u z = 0 ravini kojem je jedna stranica z-os
od 0 do 2, druga y-os od 0 do 2 (tu pravac y = 2 — x sijece y-0s) a treca
pravac y = 2 — z. Crtamo sliku:

Slika 31: Cilindroid sa trokutastom bazom omeden ravninom z =4 — x — y.

b) Ovdje je baza prva cetvrtina kruga x> + y*> = 1. To slijedi iz ¢injenice
da z ide od 0 do 1, a y od 0 do V1 — z2. Ako pogledamo gornju medu
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cilindroida, plohu z = /1 — 22 — %2, vidimo da se radi o jedini¢noj sferi.
Dakle, u pitanju je jedan osmina sfere i to ona koja se nalazi u prostornom
kvadrantu u kojem su i x i y i z pozitivni.

=Ty

©010) Y

Slika 32: Osmina sfere u oktantu gdje su sve koordinate pozitivne.

Zadatak 12 Nadite volumen tijela omedenog eliptickim paraboloidom z =
222 + % + 1, ravninom z + y = 1 i koordinatnim ravninama.

Rjesenje: Gornja granica je zadani paraboloid, a omedenost koordinatnim
ravninama i ravninom x +y = 1 (koja je okomita na ravninu z = 0) nam govori
da je baza trokut koji ¢ine pravci z =0, y =0ix+y =1 u z = 0 ravnini.
Vrhovi tog trokuta su ishodiste, (1,0,0), i (0,1,0). Stoga imamo:

1 11—z 1 3 1—x
V= / da:/ (222 +y* + Ddy = / (2:1:2y +4 4 y) ’ dr =
0 0 0 3 0

= /01 (2$2(1—$)+(1—3$)3—|—1—x>d93:

1
7 4 7
= /0 (3x2—3x3—2x+3>da§:<x3—

Zadatak 13 Tijelo je omedeno cilindrom z? + 22 = 1 i ravninama y = 0, z = 0,
z =0, y = x. Nadite njegov volumen.

Rjesenje: Vidimo da u jednadzbi valjka nema koordinate y. To znaci da
je za svako y = const presjek valjka s tom ravninom krug z? + y? < 1 pa
zaklju¢ujemo da je to valjak duz osi y. Ravnine y = 01 y = x govore nam da po
y integriramo od 0 do x. Da bi nasli granice za x, treba provjeriti gdje valjak
sijee ravninu z = 0. To je ocito u tockama +1. Jer je z = 0 meda, vidimo da
treba uzeti jednu vrijednost, npr. onu pozitivnu, tj. £ = 1. Jo§ ostaje primjetiti
da za z treba uzeti z(z,y) = V1 — 2. Sve skupa

1 x 1 T
VvV = /dx/ \/1—x2dy:/( 1—x2y’>dm:
0 0 0 0
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/0 (V1 —22z)dx = —é(l —2?)
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Obic¢ne diferencijalne jednadzbe

Uvodni pojmovi

Diferencijalne jednadZbe su jednadzbe oblika:

f(x7y7yl7y//a-~-,y(n)) =0 (]_)

(ovdje je y = y(z)), dakle one koje sadrZze osim same funkcije y(x) i njezine
derivacije.

Primjer 1 Dane su diferencijalne jednadzbe prvog, drugog i ¢etvrtog reda:
a) ¥ +2zy —y® =0,
b) zy” + ﬁ —2sinx = 0,

¢) yW — 29" +/y + 3z =0.

Iz primjera je jasno da je red diferencijalne jednadzbe jednak najveéem stup-
nju derivacije koja se u jednadzbi pojavljuje. Neka funkcija predstavlja rjeSenje
diferencijalne jednadzbe ako ju zadovoljava, tj. ako kad uvrstimo odgvarajuce
parametre s lijeve strane (1) s desne zaista dobijemo nulu.

Primjer 2 Provjerite da je funkcija y(x) = 522 rjeSenje sljedece diferencijalne
jednadzbe: zy’ = 2y.
Rjesenje: Imamo xy’ — 2y = 0. U naSem primjeru je y'(x) = 10x. Sada
uvrStavamo nase funkcije u jednadzbu:
xy —2y =10z —2- 52% = 102% — 102> = 0

pa je y = b2? zaista rjeSenje dane dif. jednadzbe.

Zadatak 1 Provjerite da li su navedene funkcije rjesenja zadanih dif. jednadzbi:

a) ¥ =y* +a? y) = ¢

x?

)
b) y// +y= 0’ y(x) = 3sinx — 4COS$,
)y =2y +y =0, yi(z) = we”, yo(x) = 2"
d) (@ +y)de + ady = 0, y(x) = C52°

Napomena: Kao i uvijek, vrijedi 3/ = % i to tako shva¢amo pa je npr

Y + 22 =y isto §to i dy + 2%dx = ydz.

Ako je zadana neka diferencijalna jednadzba, grafove njenih rjeSenja nazi-
vamo integralnim krivuljama. Ponekad su zadane porodice krivulja i zanima
nas koja je njihova pripadna dif. jednadzba. Nju nalazimo tako da jednadzbu
zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u moguénost konstante izrazimo
preko z,y,y’,y", ... i time jednadzba familije krivulja postane oblika (1). Dakle,
moramo derivirati onoliko puta koliko imamo nezavisnih konstanti.

Primjer 3 Nadite diferencijalnu jednadzbu porodice parabola zadane s y(x) =
Cz?. Skicirajte tu porodicu.



Rjesenje: Trazimo prvo dif. jednadzbu, deriviramo jedanput (jer je jedna
konstanta) pa imamo:

!

()=20c = C=2L

y'(z) 97

Sada to uvrstavamo u pocetnu jednadzbu nagih krivulja da se rijesimo konstante

i dobivamo izraz: )

_Y =2 Y
= — —_ < __
2x 2
§to je trazena diferencijalna jednadzba te familije krivulja. Rije¢ je o¢ito o svim
parabolama s tjemenom u ishodistu:

Y = vy

N W

Zadatak 2 Odredite diferencijalne jednadzbe sljedeéih familija krivulja i skici-
rajte te familije:

a) y(z) = Cu,

b) y(z) = Ci(x — Ca)?,
¢) y(x) = Ce”,

d) 2> +y*=0C

Separacija varijabli, homogene jednadzbe

Diferencijalne jednadZbe rjeSavaju se razli¢itim metodama. Mi ¢emo raditi samo
one najjednostavnije. Veéini tih metoda cilj je diferencijalnu jednadzbu na ovaj
ili onaj nadin (npr supstitucijom) svesti na oblik koji zovemo: diferencijalna
jednadZba sa separiranim varijablama. Taj oblik znamo direktno rijesiti.
Naime, kod separiranih varijabli imamo situaciju da se jednadzba moze zapisati
ovako:

Y =gy f(x)

gdje funkcija g ima za varijablu samo y, a funckija f samo z (otuda i naziv
"separirane varijable"). Sada g(y) prebacujemo na suprotnu stranu a y’ za-
piSemo kao % i dobivamo:

= X di: xT)ax
sar 1@ = gy =@

Zadnju jednakost mozemo sada integrirati i dobiti rjeSenje.



Primjer 4 Rijesite diferencijalnu jednadzbu: xyy =1 — z2.

Rjesenje: To je ocito sluc¢aj separiranih varijabli, imamo:

ryy =1—-2> = o =

paje g(y) = % af(z)= % Prebacujemo ¢ na suprotnu stranu i integriramo:

1— 2
ydy = —"—da ydy =
Rijesimo integrale i dobivamo:
2 2
% =Inz - % +C.

Obi¢no rjesenja i ostavljamo u ovakvom implicitnom obliku jer je eksplicitni
oblik ponekad nemoguce dobiti. Rjesenje koje je u implicitnom obliku nazivamo
jo§ i integralom jednadZbe. Gornja konstanta C' upucuje na to da imamo
¢itavu familiju rjeSenja ustvari. Njihovi grafovi daju gore spomenute familije
integralnih krivulja.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama:

a) zy' —y =y’

) @

b) y

¢) y'sinz =ylny,
)

d) (tanz)dy — ydx = 0.

Kao §to vidimo, rjeSenja diferencijalnih jednadzbi prvog reda nisu jedinstvena
ve¢ imamo jednu proizvoljnu konstantu (vidi i kod integralnih krivulja, dobijemo
¢itavu porodicu njih). Ako uzmemo jednadzbu drugog reda, dobit ¢emo dvije
proizvoljne konstante, za onu treceg reda tri itd. Stoga rjeSenja dif. jednadzbe
zovemo i opéim rjeSenjem. Ako Zelimo jedinstveno rjeSenje, moramo dodati
neke zahtjeve kao §to su vrijednosti rjesenja y = y(z) (ili neke njegove derivacije)
u nekoj specijalnoj tocki. Da bi imali jedinstveno rjeSenje, tih uvjeta mora biti
koliki je stupanj jednadzbe i oni se zovu pocetni uvjeti. RjeSenje koje njih
zadovoljava zove se partikularno rjesenje.

Primjer 5 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece pocetne uvjete:
(I+e®)-y-y=e”, y0)=1
Rjesenje: RjeSavamo prvo zadanu diferencijalnu jednadzbu:
dy

1
1 I'./:x —N _— = — .
(I+e")-y-y =e -y 11

pa slijedi:

/d —/ ¢ dr = ﬁ—ln(l—kem)—i—C’
VW= ] Txer 2 '



Koristimo pocetni uvjet da odredimo konstantu C":

IR 1
Ezyé)zln(l—&—eo)—i—C:hﬂ—i—C = C’=§—1n2

i trazeno partikularno rjesenje je:
2

1
%:ln(l—&—em)—i—i—lnz

Zadatak 4 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedeée pocetne
uvijete:

a) (zy?+ x)dx + (2%y — y)dy = 0, y(0) =1,
b) y'sinz =ylny, y(§)=1,
c) v =—-4, y(1)=2.

Prijedimo sada na novu grupu jednadzbi kao primjer jednadzbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandzbe sa separiranim varijablama: ho-
mogene diferencijalne jednadZbe. To su one jednadzbe koje moZemo za-
pisati u sljede¢em obliku:

y=1(%) (2)

Supstitucija je y = u - = gdje je u = u(z) nova nepoznata funkcija i onda imamo
y =u - x+u.

Primjer 6 Nadite opce rjeSenje jednadzbe 3’ = £ — 1.
Rjesenje: Ocito je rije¢ o homogenoj jednadzbi (2) gdje je f(t) = ¢t — 1.
Uvodimo supstituciju y = uz i dobivamo:

1
vortu=u—1 = u=-=
x

odnosno )
/du:—/fda: =u=—Inz+1InC.
T

Sadajey=u-z=(—lnz+InC)z =2z <.

Primjer 7 Za jednadzbu (22 + y?)dr = 2xydy nadite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz toc¢ku (4,0) odnosno (1,1).
Rjesenje: Imamo:

1 2 2 1
(2% +y?)dx = 2zydy = y,_<x+y>_<m+y>'
2\zy wy 2\y =

To je homogena jednadzba (2) za f(t) = 3(t~* 4 t). Supstitucija y = u -z nam
daje:

, 1/1 , 1 1 , 1 1—-u?
u-rtu=-|—+u = U r=_——zu = U -Tr=_- .
2 \u 2



Stoga imamo:

1 d 1 1
/71 7uu2 du = 3 ?x = —3 In(1—u?) = §lnx—lnC =  In(1—u?) = —In(z)+InC

paje 1—< = u? §to daje: g—z =1-¢ = 42 =22—Cz. Jerje C proizvoljna

xT
konstanta, mozemo to zapisati i ovako: y? = 2?—2Cr = (2—C)?—y? = C2.
Integralne krivulje su ocito hiperbole:

Nadimo sada integralnu krivulju koja prolazi tockom (4,0). To je ustvari graf
rjeSenjak koje zadovoljava pocetni uvjet y(4) = 0. Kad to uvrstimo u opce
rjeSenje dobivamo:

4-0)P—y*4)=C* = (A-0)P=C* = 16-8C=0

§to znaci da je C' = 2, odnosno rijec je o hiperboli (z — 2)? — y? = 4:

Drugi pocetni uvjet nam daje y(1) = 1 pa za konstantu C dobivamo:
1-0)P2—y*(1)=C* = (1-0)?-1=C"

iz Gega slijedi C' = 0. Ovaj put dobivamo 22 — y? = 0 degeneriranu hiperbolu,
§to su ustvari pravci y = £a:



Zadatak 5 Integrirajte diferencijalne jednadzbe:

a‘) y/ = _Izya

b) (z —y)ydr — x*dy = 0,
¢) ydx + (2,/zy — x)dy = 0,

d) zdy — ydx = \/x? + y?dz.

Linearne diferencijalne jednadZbe prvog reda
Diferencijalnu jednadzbu oblika:
y' + Pla)y = Q(x) (3)

nazivamo linearnom (jer sadrz samo y i ¢’ a ne i neke druge ¢lanove kao npr y?2
ili siny). Da bi njih rijesili koristit ¢emo novu metodu koju nazivamo metoda
varijacije konstanti. Ona se bazira na sljede¢em:

1) rijesimo prvo pripadnu homogenu jednadzbu odnosno

y' + P(z)y = 0.
Kao §to vidimo, to je slu¢aj varijable sa separiranim varijablama pa dobi-
vamo J
W paydr = my—- / P(z)dz + In C.
Y

Stoga je rjeSenje homognene jednadzbe:

Yy = C e f P(m)dy (4)

2) Rjesenju homogene jednadzbe moramo nekako dati slobodu mijenjanja da
ga mozemo prilagoditi nehomogenoj jednadzbi. Posto je jedino C' u (4)
proizvoljan, od njega napravimo funkciju C'(z) pa ¢emo rjeSenje nehomo-
gene traziti u obliku y(z) = C(z)e~/ P@4dr  Zelimo da ono zadovoljava
(3) pa nam treba i njegova derivacija:

y'(z) = C’(:E)e_f P(z)dr _ C(m)P(x)e_f P(z)dz



Uvrstimo dobiveno u (3) i imamo:

C'(z)e= I P@dr _ 0(z)P(z)e= I P@d 4 p()C(a)e ] P@E = Q(z) =
= C'(x)e” I P@dr — (g).

i iz toga lako izracunamo integriranjem trazeni C(x) koji potom uvrstimo
u y(x) = C(z)e~ ] P@)d= i dobijemo rjesenje nehomogene jednadzbe.

Primjer 8 Nadite opd¢i integral jednadzbe y' — £ = .
Rjesenje:  Ovdje je o¢ito P(z) = —1 a Q(z) = z. Sprovodimo gornji
postupak:

1) pripadna homogena jednadzba je:
y -2 =0
x

§to daje

d d
gy:?x = hy=hz+IhC = y=C- =z

2) konstanta C' postaje funkcija pa rjeSenje nehomogene trazimo u obliku
y = C(x)z. Deriviranje daje ¢y = C'(z)x + C(x) pa iz uvr$tavanja y i ¢’
uy' — £ =z dobivamo:

C(z)x

C'(z)z + C(z) — — =T = C'z)r=2 = CC(r)=1

i ocito je C(z) = z + D pa je konatno rjesenje y = z(x + D).

Primjer 9 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece uvjete: xy’ +
y—e*=0, yla) =bh.

Rjesenje: Prvo jednadZbu prebacujemo u oblik (3) da prepoznamo P(z) i
QL) )

e 1 e’
y+2i=2 = P(x)=—, Q(z) = —.
X T X X
Sada je pripadna homogena jednadzba 3’ + £ = 0 i njeno rjeSenje je:
d d C
Y_ T oo Iny=-Inz+InC = y=—.
y x x

C(z)

x

Prema tome, rjeSenje nehomogene trazimo u obliku: y = ionda je y =

w. Uvrtavamo to u pocetnu jednadzbu i slijedi:

— + — = C/($)=€'T

pa je kona¢no opdée rjeSenje y = EI%D Ostaje naci partikularno tj. odrediti
konstantu D iz uvjeta y(a) = b. Imamo
e+ D

b=y(a) = " = D=ab-e"




e+ab—e”
—

i partikularno rjesenje je y =
Zadatak 6 Nadite opca rjeSenja jednadzbi:
T
2) y' —ytanx = cosz,

3y —Ls=1+uz.

1—x2

Zadatak 7 Nadite partikularna rjesenja jednadzbi koja zadovoljavaju navedeni
uvjet:

]-) y/ - 172/12 =1+uz, y(O) =0,

2) ¢y —ytanx = %, y(0) = 0.



Obicne diferencijalne jednadzbe
2. reda

U ovoj lekciji vjezbamo rjeSavanje jedne klase obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 2. reda
— radi se o linearnim obic¢nim diferencijalnim jednadzbama 2. reda s konstantnim
koeficijentima. To su jednadZzbe oblika

Y+ py +qy = f(x),

gdje su p i g realni brojevi, a f(x) neka funkcija varijable x. Nepoznanica ove jed-
nadzbe je y = y(x), a rijesiti jednadZbu znaci dobiti eksplicitan izraz za funkciju y.
Kao i inace, razlikujemo dvije situacije:

(a) Ako je f(x) =0, gornja jednadZba ima oblik
Y'+py +qy=0
i zovemo je homogena jednadzba.

(b) Ako je f(x) # 0, gornja jednadZba ima opéeniti oblik (gdje je s desne strane
neka nenul funkcija varijable x). U tom slu¢aju jednadZbu zovemo nehomogena
jednadZzba.

U sljede¢em odlomku opisujemo kako se rjeSavaju homogene jednadzbe drugog
reda s konstantnim koeficijentima.

Homogene jednadzbe

Homogene jednadzbe oblika

Y'+py +qy=0
rjeSavaju se pomocu tzv. karakteristi¢ne jednadzbe, koju iz diferencijalne jednadZzbe
dobijemo uvodenjem parametra A po sljede¢em principu

y — 1
y — A
y// _ 12.

Tako gornjoj jednadZbi pripada sljedeca karakteristi¢na jednadZba:
Ar+pA+q=0.

Kao i kod svake kvadratne jednadZbe, njena rjeSenja A; » mogu biti:



(a) realni i razliciti brojevi — u tom slucaju rjeSenje homogene diferencijalne jed-
nadZbe dano je s
y(x) = Creb 4 G,

gdje su C; i C; realne konstante.

(b) realni i jednaki brojevi (A} = A;) — ovdje je rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe dano s

y(x) =M (C +Cax), C1,CER

(c) kompleksni brojevi — u tom sluéaju vrijedi A; » = o £ Bi, jer znamo da su kom-
pleksna rjesenja kvadratne jednadzbe medusobno konjugirana. U ovom slucaju
rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe dano je s

y(x) = e**(Cycos Bx+CysinBx), C1,C, € R.
Rijesimo nekoliko primjera.
Primjer 1 Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y' =5y +6y=0.

Rjesenje: Karakteristicna jednadZba koja pripada ovoj diferencijalnoj jednadzbi
glasi
A2 —514+6=0,

a njena su rjeSenja A; = 2, A, = 3. Kako su rjeSenja razliiti realni brojevi,
imamo da je rjeSenje zadane diferencijalne jednadZzbe

y(x) = Cie* + Ge®™, C),Cr eR.

Primjer 2 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

Y +4y +4y =0.

Rjesenje: U ovom slucaju karakteristiCna jednadzba glasi
A2 +4A+4=0.
Njeni korijeni su jednaki realni brojevi A, » = —2, pa rjeSenje glasi
y(x) = e >(C1 4+ Cox), C1,C €R.

Primjer 3 Rijesite
y' +y=0.



Rjesenje: Ovoj jednadzbi pripada karakteristicna jednadzba
AP +1=0,

¢ija su rjeSenja Ay » = i, pa vidimo da je & =0, B = 1 (to su realni i imaginarni dio
jednog od ovih korijena!). Stoga je rjeSenje dano s

y(x) = eo"‘(Cl cosl-x+Cysinl-x) =Cjcosx+Cysinx, Cp,C € R.

Napomena:

Ako Zelimo zadati Cauchyjev problem (diferencijalna jednadzba s jednim ili viSe
pocetnih uvjeta) Cija je diferencijalna jednadZba drugog reda, prirodno je zadati ne
jedan (kao §to je to bilo kod obic¢nih diferencijalnih jednadZbi prvog reda), ve¢ dva
pocetna uvjeta. Naime, vidimo ve¢ iz gore opisanih rjeSenja da postoje dvije neodre-
dene realne konstante C; i C,. Tek zadavanjem dva pocetna uvjeta dobivamo sustav od
dvije jednadZzbe s dvije nepoznanice, Cijim rjeSavanjem potom u potpunosti fiksiramo
konstante C; i (7, tj. dolazimo do jedinstvenog rjesenja. NajceSée se ti pocetni uvjeti
odnose na neke vrijednosti same funkcije i njene prve derivacije.

Primjer 4 RijeSite sljedeci Cauchyjev problem (nadite partikularno rjeSenje diferen-
cijalne jednadZzbe koje zadovoljava zadane pocetne uvjete):

Y43y +2y = 0
¥(0) =
Y(0) = -1

Rjesenje: Najprije rjeSavamo diferencijalnu jednadzbu. Njena karakteristi¢na jed-
nadzba je
A2 431 +2=0,

a rjeSenja te jednadzbe dana su s A; = —2, A, = —1, pa je opce rjeSenje diferencijalne
jednadZbe dano s
y(x) = Cleizx +Ce ™, C,C€R.

Kako bismo odredili partikularno rjesenje, koristimo pocetne uvjete:

y(x):CIE—ZX+C26—X = y(O):C1+C2: 1
y/(x) = —2C1€72X—C267x = yl(()) =-2C,-C=—1.

Dolazimo do sustava jednadzbi

C+C = 1
—2C1—-C, = -1,

odakle izlazi C; = 0,C; = 1. UvrStavanjem u opce rjesenje dolazimo do partikularnog
rjeSenja (rjeSenja zadanog Cauchyjevog problema):

yix)=e

Zadatak 1 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



1) y"—9y=0

2) Y'+4y +13y=0
3) y'+y -y=0

4) y' =2y +5y=0
5) ¥y =9y +9y=0
6) y'—y=0.

Zadatak 2 Odredite partikularna rjeSenja sljedeci diferencijalnih jednadzbi s pocetnim
uvjetima:

D) y" =5y +4y=0,y(0) =5,y'(0) =8
2) ' +4y=0,y(0)=0,y'(0) =2
3) V' +2y'=0,5(0)=1,y'(0)=0
4) y"+3y =0,y(0) =0,y(3) =0.

Nehomogene jednadzbe

Rjesenje nehomogenih jednadzbi
Y'+py' +aqy=f(x)

dano je s

y=yo+Y,
gdje je yo opCe rjesenje pripadne homogene jednadZbe, a Y je neko (partikularno) rje-
Senje nehomogene jednadZbe, koje u ovisnosti od oblika funkcije f(x) trazimo u slje-
deéem obliku:

(1) Akoje f(x) =e™P,(x), gdje je P,(x) polinom n—tog stupnja:

1) u slucaju da a nije rjeSenje karakteristicne jednadZbe pripadne homogene
jednadzbe, Y trazimo u obliku Y = ¢ Q,(x), gdje je O, (x) neki polinom s
neodredenim koeficijentima

ii) u slucaju da a jest rjeSenje karakteristine jednadZbe pripadne homogene
jednadZbe, Y traZimo u obliku Y = x"e**Q, (x), gdje je r kartnost a kao kori-
jena karakteristicne jednadZzbe (broj koliko se puta a pojavljuje kao rjeSenje
te jednadZbe — to moze biti 1 ili 2), a Q,(x) je neki polinom s neodredenim
koeficijentima

(2) Ako je f(x) = e™ - [B,(x)cosbx + Qi (x)sinbx], gdje je P,(x) polinom n—tog
stupnja, a O, (x) polinom m—tog stupnja:

1) u slucaju da a £ bi nisu korijeni karakteristicne jednadzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, Y traZimo u obliku ¥ = e - [Sy(x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy(x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), 1to s neodredenim koeficijentima



ii) u slucaju da a + bi jesu korijeni karakteristicne jednadZzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, Y trazimo u obliku ¥ = xe® - [Sy (x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy (x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), i to s neodredenim koeficijentima.

Napomena:

Gornja situacija pokriva mnogo mogucénosti za f(x), i to kada je f umnoZak eks-
ponencijalne funkcije i polinoma ili umnoZak eksponencijalne funkcije i linearne kom-
binacije trigonometrijskih funkcija s polinomima kao koeficijentima. Kako prepoznati
radi 1i se o prvom ili drugom slu¢aju? Najjednostavnije je vidjeti sadrZi li f(x) neke
trigonometrijske funkcije — ako sadrZi, znaci da je rije¢ o slucaju (2) opisanom gore.

Nakon $to utvrdimo oblik funkcije Y, uvrStavamo Y (i sve njene derivacije koje
treba) u polaznu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu te potom odredujemo nepoz-
nate koeficijente u polinomu (ili polinomima) koji se u Y pojavljuju.

Primjer 5 RijeSite sljedecu diferencijalnu jednadzbu:

y”+2y’+y:ezx.

Rjesenje:
Najprije nalazimo yy, tj. opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe. Ona glasi
Y'+2y+y=0,
pa je njena karakteristicna jednadzba
A2 +24+1=0.

Rjesenja karakteristiCne jednadzbe su A, = —1, pa je opCe rjeSenje homogene jed-
nadzbe dano s
y= e"‘(Cl -i-Cz)C)7 C;,G eR.

Sada prelazimo na traZenje partikularnog rjesenja, tj. Y. Kako je f(x) = e**, §to mo-
7emo u "punom" obliku situacije (1) s prethodne stranice shvatiti kao f(x) = >~ -1,
vidimo da je a = 2, P(x) = 1. Kako a = 2 nije rjeSenje gornje karakteristine jednadzbe,
Y traZimo u obliku

Y =A-e¥,

gdje je Q(x) = A, tj. konstantan polinom. Konstantu A odredujemo uvrstavanjem Y
u polaznu diferencijalnu jednadzbu. Kako ta diferencijalna jednadzba sadrzi y' i y”,
moramo najprije izraCunati Y' i Y"":

Y = 246*
Y = 4Ae*.

Sada uvrStavanjem Y, Y’ i Y u polaznu jednadZbu dobivamo
4467 +2 . 246% + Ae™ = ¥ = 9Ae™ = 7.

Dijeljenjem dobivene jednakosti s ¢** slijedi daje 9A =1, tj. A = é, paje

1
Y= §€2x.



Sada slijedi da je rjeSenje dane diferencijalne jednadZbe dano s

1
y=y+Y = e’x(Cl —I—sz) + §62x7 C,C, eR.

Primjer 6 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y’/-l—y:xzex.

Rjesenje:
Pripadna homogena jednadZba je y” +y = 0, a njena karakteristi¢na jednadzba
A% +1=0ima rjeSenja A » = +i, pa je
Yo = eo'x(Cl cosx+ Cysinx) = Cjcosx+ Gy sinx, Cj,Cp € R.

Prelazimo na odredivanje oblika partikularnog rjeSenja Y. Kako je f(x) = x%¢*, a

a = 1 nije korijen karakteristicne jednadzbe, partikularno rjeSenje ¥ traZimo u obliku
Y = (Ax* + Bx+C)e",

gdje su A, B i C koeficijenti koje treba odrediti uvrStavanjem Y i Y” u polaznu jed-
nadzbu. Ra¢unamo

Y = (2Ax+B)e*' + (Ax* 4+ Bx+C)e" = (Ax* + (2A+ B)e* + B+ C)é*
Y” (2Ax+2A+B)e* 4 (Ax* 4+ (2A+B)e* + B+ C)e* =
(Ax® + (4A +2B)x +2A + 2B +C)e",

odakle uvrstavanjem u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(Ax* + (4A +2B)x+2A + 2B+ C)e* + (Ax* + Bx+C)e* = x%¢".

Sada dijeljenjem s ¢* i grupiranjem po potencijama od x dolazimo do jednakosti poli-
noma drugog stupnja

2Ax* + (4A +2B)x+2A +2B+2C = x°,

S$to usporedivanjem koeficijenata (uz odgovarajuce potencije od x moraju stajati isti
koeficijenti kako bi polinomi bili jednaki!) lijeve i desne strane gornje jednakosti vodi
na sljedeci sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

24 = 1
4A+2B = 0
A+B+C = 0.
Sustav ima jedinstveno rjeSenje koje glasi A = %, B=-1,C= %, paje
1 1
Y= (Ex2 —x+ E)e"

1 stoga je konacno rjeSenje zadatka dano s

1 1
y=yo+Y =C; costrCzsin)ch(E)c2 —x+ E)ex, C,G eR.



Primjer 7 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y" —y = sinx.

Rjesenje:
Karakteristi¢na jednadzba A2 — 1 = 0 pripadne homogene jednadzbe y”’ —y = 0 ima
rjeSenja A1 » = £1, pa je opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe dano s

yo=Cie"+Cre™, C1,Gp,€R.

Kako je f(x) = sinx = ¢%*(1-cosx+0-sinx), imamo a = 0, b = 1. Kako a4 bi =
0=+ 1-i= =i nisu korijeni gornje karakteristicne jednadZbe, to partikularno rjeSenje Y
trazimo u obliku

Y =% (A-cosx+ B-sinx) = Acosx + Bsinx,

gdje su A i B konstantni polinomi koje treba odrediti uvritavanjem Y i Y” u polaznu
diferencijalnu jednadZbu. Ra¢unamo stoga

Y = —Asinx+Bcosx

Y" = —Acosx—Bsinx,
odakle uvrstavanjem Y i Y” u polaznu jednadzbu imamo

sinx

—Acosx — Bsinx — (Acosx+ Bsinx)

—2Acosx—2Bsinx = sinx.

Sada izjednaCavanjem koeficijenata uz cosx i sinx s lijeve i desne strane gornje jedna-
kosti (s desne strane uz cosx stoji nula!) imamo

24 = 0
2B = |,

odakle slijedi A = 0, B= —1. Stoga je
Y L.
= ——sinx
2 b
pa je rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe dano s
1
y=yo+Y =Cie*+Cre " — 3 sinx, C;,C5,€R

Primjer 8 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y' —4y = (25x+5)cosx.

Rjesenje:



Najprije rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu y” — 4y = 0. Njena karakteris-
ti¢na jednad?ba A2 — 4 = 0 ima dva razli¢ita realna rjeSenja A, » = 12, pa opce rjesenje
pripadne homogene jednadzbe glasi

yo=C1e™ +Ce ™, C1,C€R.

Kako bismo odredili oblik u kojem ¢emo traZziti partikularno rjeSenje Y, potrebno je
uotiti da f(x) = (25x + 5) cosx sadrZi trigonometrijsku funkciju, to¢nije da f(x) mo-
7emo shvatiti kao f(x) = e®*((25x+5) - cosx +0 - sinx), pa prema situaciji opisanoj
pod (2) na str. 4 vidimo da (jer a £ bi =0+ 1-i = +i nisu korijeni karakteristicne
jednadZbe) Y treba traZiti u obliku

Y = (Ax+B)cosx+ (Cx+ D) sinx

(primijetimo da su nepoznati polinomi uz cosx i sinx ovdje istog stupnja, i to maksi-
malnog stupnja od polinoma koji se javljaju u f(x)). Sada jos treba izracunati Y":

Y = Acosx— (Ax+ B)sinx+Csinx+ (Cx+ D)cosx =
= (Cx+A+D)cosx+ (—Ax—B+C)sinx
Y" = Ccosx—(Cx+A+D)sinx—Asinx+ (—Ax—B+C)cosx =

= (—Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx.
Sada uvrStavanjem Y i Y” u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(=Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx —4((Ax+ B) cosx+ (Cx+ D)) = (25x+ 5) cosx,
odakle grupiranjem po cosx i sinx imamo
(=5Ax—5B+2C)cosx+ (5Cx+ 5D+ 2A) sinx = (25x+ 5) cosx.

Sada izjednacavanjem polinoma uz cosx i sinx s lijeve i s desne strane gornje jednakosti
(uz sinx s desne strane stoji nulpolinom!) imamo

—5Ax—5B+2C = 25x+5
SCx+5D+24 = 0,

odakle pak izjednacavanjem koeficijenata uz potencije x dolazimo do sustava

—5A4 = 25
—5B+2C = 5
5C
SD+2A = 0.

Rjesenje gornjeg sustava je jedinstveno i glasiA = —-5,B=—1,C=0,D =2, paje
partikularno rjeSenje dano s

Y = (—5x—1)cosx+2sinx.
Stoga je rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe

y=yo+Y =Cie¥ +Cre > + (=5x—1)cosx+2sinx, C;,C; €R.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



Dy =4y +4y =2

2) y' =8y +7y=14

3) Y —y=e

4) y"+y=rcosx

5) y'+y —2y8sin2x

6) ¥’ —2y' +5y = e cos2x.





