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Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodredeni integral

Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R: Funkcija F' : (a,b) — R za koju je
F'(z) = f(x) za svaki x € (a,b) naziva se primitivna funkecija (antiderivacija)
funkcije f.

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) =a? @) f(z) =1

(b) f(z) = o= (e) fz) = e

(c) flz) =27 (f) f(z) =sinx
Rjesenje:

(a) TraZimo neku funkciju koja derivirana daje 22, Kako znamo da je (2) =

322, vidimo da je jedno rjeSenje F(z) = “3—; Primjetimo da smo tom
rjeSenju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)’ = 0. Tako je rjeSenje
inpr. F(z) = %3 +2.

(b) Znamo da je (z7) = 1272 pa je jedno od rjesenja F(z) = 227 + 1.

(¢) Npr. F(z) = (115)2" + e jer (27)' = (In2)2".

(d) F(x)=Inz. Ovdje je rjesenje npr. i F(x) = In(2z) jer

In(2z) =In2+Inz pa (In(2z)) = (In2+Inz) = (lnzx) = %
(e) F(x)=¢€"+4.
(f) F(x) = —cosz

Definicija 1.1.1 Za zadanu funkciju f(x) : (a,b) — R familija
{F(x)|F'(x) = f(z),z € (a,b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se
neodredeni integral funkcije f i oznacava se sa [ f(x)dz.



Primjer 2 Odredite slijedec¢e neodredene integrale:

(a) [(z? + x4 1)dx (c) [
(b) J(Vz + cosz)dx (d) 1122
Rjesenje:

(a) Trazimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje 22 + x + 1 i znamo da
mozemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rjesenje: [(z?+z+1)dx =
%x3 + %1’2 + x + C gdje je C proizvoljna konstanta.

(b) [(T+ cosz)dr = 222 +sinz+C

In(z +2) + C, x> =2

dx __ _
© [ =m(arorc={ pErAES D

(d) 1f;2 = arctanz + C'

Osnovna svojstva integriranja: iz definicije neodredenog integrala i svoj-
stava derivacije lako se vidi da vrijede sljedece formule:

1) ([f(x)dz) = f(x),
2) [(\f(x)+ pg(x))de = X [ f(z)dz + p [g(z)da,
3) [f(¢(x))d (x)dw = [f(t)dt = F(t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijedeée jednakosti:

(a) J(Ya)de = Yz +C (©) (Jo) = o2

(b) [(cos?z)'dx = cos* x + C (d) ([fsinz dx)/ _ sinw

x

Rjesenje:
(a) Imamo: [(Yz)'de = [tz 3de =1 [a~5de = {z+C.

(c) Ovdje mozemo koristiti definiciju neodredenog integrala i zakljucak izvesti
direktno ili ra¢unati:

dz ' 1
= (% =
(/cos%:) (tanz +C) cos?

(d) Koristimo definiciju neodredenog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost: ([ f(x)dz) = [ f'(x)dz ?

Rjesenje: Ne. Naime, (ff(z)d:)c)/ = f(z) dok s druge strane imamo: [ f'(z)dz =
f(z) + C. Uzmimo, npr. f(z) = a:

(/f(x)dx>/ - (/:m) — oy =
/fl(x)de/($)/dx=/dx:aj+C



pa, ako uzmemo C # 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koristec¢i svojstva integriranja, nadite sljedeée integrale:
(a) [(22% +1)%dx (b) [(222 + 1)*Czdx
Rjesenje:
(a) [(22% +1)3dx = [(82% + 122 + 622 + 1)dx = 327 + 22° + 823 + 2+ C,
(b) [(22? 4+ 1)*zdx = f(Qx + 1)%03d(22% + 1) = 1 [(22% +1)*0d(222 + 1) =
1@V oo L (2224 )T 4 C
1~ a7 - 188

Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi poglavlje
Metoda supstitucije), ¢t = 222 + 1.

Zadatak 6 Nadite integrale:
(a) [ e da (©) [£tde

dx
b) [ et

Rjesenje:
(b)
d vV 1-— \/ —
/ / T z /\/x—l- d:c—f/\/x— ldx =
ve+1l4+vor—1
= 5/\/m+1d(x+1)—§/\/x—ld(x—l):
1 1
(c)
22 +1 i~ . 2
dx = podijelimo ta dva polinoma = [(z+ 1+ dx =
x—1 x—1
= 224242z -1)+C
Zadatak 7 Nadite integrale:
T T z+l_pge— 1
(a) [3"e"dx o) [F52—
(b) [T*3 *dx
Rjesenge:
(a)
/Swexdx _ /ez 1n36$d1, _ /e(1+ln3)wdx _
1 . 6(1+1n3)x
— (1+1nd)xd 1 In3 - - C
1+1n3/6 ((L+3)e) = T =+



(c)

2m+1 _ 530—1
/7101, dx

JEGE) 3G s () i [G) -

1 2
= = —— g+l % g
5In2 11155 +c
Zadatak 8 Nadite integral: [%+dz, gdje a,c # 0.
Rjesenje:
b z+2 z+d4b_4d
/‘““L dr = 9/ T /— iy
Cl’+d & x+g c JI—FE

= a{z+(b)lnz+]+c
c a ¢
Zadatak 9 Nadite integrale:
a) [tanazdx (c) [tan? zdx
b) [cot zdx (d) [cot? zdx

Rjesenge:

(a) [tanzdr = [SLgy = — [Heosz) — _n|cosa| +C

COosS ™

(¢) [tan® adr = [(Zhs —1)de =tanz —x+C

Zadatak 10 Nadite integrale:

(a‘) fsin24(21) dx (C) sidnzw
(b) fsin2 J(;i;gos2 T (d) cg:m
Rjesenge:

d(2x
(a) f§1n2(23¢) =2 fsm(f(gl) = —2cot(2z) + C

d
(b) fsinzxiosza: = fsé?nzx;rccoossz cdr = cos2 x + fsmzz = tanz —cotz + C
d d tan',l> -
(C) sinxx f251n2cosz - 2ftan2cos2 - f tan%z _1n|tan%’ +C
de  __ d _ _
@ JaH=taG— =~ —Intan (§ - %)[+C

Zadatak 11 Nadite integrale:

a) [xv/2 —brdx (b) [zV2 - ba2dx
Rjesenge:

(a)

1 1
/m\/2—5mdx = /—5(2—5x—2)\/2—5xd:ﬁ:—g/(2—5x)%dx+§/\/2—5xdw



1 : 2 1
= 5 /@~ 52)2d(2 — 5z) — o /(2 — 52)2d(2 — 5z) =
2 s 4 3
Zadatak 12 Nadite integrale:
(a) [e3°5%sinzdx () le:;; dx
(b) f(arcsinail)mz\/1—.’1:2
Rjesenge:
(a) [e*cTsinzdr = —% Jedesrd(3cosx) = —%ESCOSI +C
Zadatak 13 Nadite integrale:
(a‘) fefildx (b) 3312
Rjesenje:
(b)
/ dr_ _ l/wdle /dzfi a3 +2)
3% +2 2 3% +2 2 In3 3% +2
1 1 N

Zadatak 14 Nadite integrale:

. _ i +
ON k=l (b) e

Rjesenje:

(a) sin x4cos z dr — fd(sin r—cosx) __
sinz—cos x Isinz—cos x e

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad mozemo olaksati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:

/f(w(t))w’(t)dt:sb(t)JrC - /f<sc>dz:¢<w<x>>+c

Primjetimo da smo metodu supstitucije veé¢ indirektno koristili u nekim pri-
jasnjim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:
(a) [zV1+ 322dx (¢) [223""dx

1

(b) [z da



Rjesenje:
(a)
/x\/ 1+ 322dx

12
63

1 P
]t:1+3x2:dt:6xdx‘:6/\/¥dt: 40 =
1

9(1+3x2)%+c

Napomena: Nasa susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prijasnjim zadacima:

1
/x\/1+3x2da:z/\/1+3x26d(1+3x2):...
(b)
2qz° 3 2 1 t L,
z°3% dex = |t:x édt:3zdz|:§ e'dt = -e"+C =

1 P
= gemd + C

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:

OV Perere v (b) [20 g
Rjesenge:
(a)
dx o 1
= t = arcsinz = dt = —— LS
/arcsin2 V1 — 22 ’ = !
1
= : +C
arcsin x
(b)
2arctanx t
/de = ‘t:arctanxjdtzl—’_wz :/th
1 1
= 2t C = _— garctanz C
In2 * In 2 +

Zadatak 3 Odredite sljedece neodredene integrale:

g sin x cos = d cosx d
(a) ‘[ \/2sin? z+cos? = v (C) f V/2sin? z+cos? z v
b sin & d
( ) f v/ 2sin? x4+cos? x r
Rjesenje:

(a)
sinx cos T sinx cos x

de — 7:|t:sian:dtZQSinmCOSﬂ:
V2sin® z + cos? x V1 +sin’z

1 dt 1
= - | — =Z.9214+¢ =1 in2
> Tt 2 Vi+t+C=vV1+sinz+C



(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljedeéi integral uz upotrebu navedene supstitucije:

dz eiia e — #2
(a) [ et supstitucija © =t
(b) [ ((if, 5 supstitucija z = sin? ¢
Rjesenje:
(a)
dz 9 . / 2t
—_— = r=t"=t=yride=2tdt | = | ——=dt =
/\/x(l—m) | ve | V2 (1 —t2?)
dt
= 2 = 2arcsint + C' = 2arcsinv/x + C
/\/1 — 2 Ve
(b)
d 2sintcost
/7:1: = |35:sin2t:>t:a1rcsin\/Eidcc:2sintcostdt|:/émicoS
x(1—x) sintcost
= 2/dt:2t+C:2arcsin\/§+C
Zadatak 5 Odredite slijedece neodredene integrale:
(a) [ mde (b) [Tt de
Rjesenge:
(a)
1 1+ ¢ 3+t
/idx = ’z:tQéd:p:Qtdt‘:/ + 2tdt:2/ o
1+ vz 1+t t+1
2 2
= 2 [ —t+2———)dt=-t*—t*+4t—4ln(l +¢ =
/( + 1th) 3 + n(l+t¢)+C
2~
= g\/ac3fx+4\/l>'—4ln(1+\/:;)+0
(b)
In 2 In2+1 d In2+¢
/nxda: - /&dxz ma=t= " —at :/udtz
zlndx z(In4 + Inz) x Ind+¢

In4+t—1In2 In2
= _—_— = 1— =
/ In4+¢ dt /( 1114+t) dt

= t—In2-Injlnd+¢+C=Inz—In2 -In|lnd+Inz|+C

Zadatak 6 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a) fw\/%, supstitucija z = 1




) fx\/%, supstitucija = = tant

Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.

1) Ako integral sadrzi radikal va? — 22, onda obi¢no stavljamo z = asint i

dobivamo

2) Ako integral sadrzi radikal vz2 — a2, stavljamo x =

Va2 —x2? = acost.

i dobivamo

cos t

Va2 —a? =atant.

3) Ako integral sadrzi radikal va? + z2, stavljamo x = atant i dobivamo

Va?+z2=

cost’

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte:

2
b) [Y Aty
Rjesenje:

[7=

¢) [V1—a2dz

fr2vﬁg?5

. 2
sin“t
< costdt = /51112 tdt =

|a:—smt:>d1—costdt | —/

1-— 2t
/ cos / t— — /COS 2tdt =

1 1
it—zsiHQt—ﬁ—C:iarcsinx—§\/1—x2+c

dt
cos?t

1 1 dt
T =tant = dzr = = -
costtant cos?t

dt in? ¢ 2¢ int dt
/ _ / sin“t + c.os di — / sin dt + dt_
cos?tsint cos?tsint cos2 t sint

1 dt 1 1 cos &
+ v 5 et =
cost 2singcosy  cost 2 ) sin 5 cos? 5

71 +1/ dt L +1In |t +C =
- = n an =
cost 2 ) tanicos?L  cost 2
— 1+ tan?t
vVai+1+1In +tan +C=
tant

-1+ V1 +a?
Va2 +1+1In S e +C
x




1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti ne¢emo
ovdje poblize objasnjavati, ono za nas znaci da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom mozZe raditi parcijalna integracija). Onda je

/udv :uv—/vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izrac¢unajte

/ e” sinxdzx.

Rjesenje: Imamo

u=e" dv = —sinz

/e'qc sinzder = -— (/em(— sinx)dx) = =
du = e*dx v = cosxdx

u = e" dv = cosx

— <e‘” cosT — /cos xe%ix) = =
du =e*dxr v =sinzdr

= —e"cosx+eFsinx — /ew sin zdz.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

Q/emsinxda: = ¢e%sinxz —ecosx

1
é/ezsinxdz = i(exsinzfexcos:z:)qLC

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rijesite:

(a) [xsinzdz (¢) [z%edx
(b) [z coszdx (d) [zIlnzdx
Rjesenje:

(a)

U= dv= —sinz
/xsinxdm = —(/x(—sinx)dm): =
du = dz v = cos zdx

= —mcosx—i—/cos:cdx: —xcosx +sinx + C



u =2 dv = e*dx

= = 2%e® — 2ze” +/2€zdl‘—$€ —2zxe” + 2" + C
du = 2dx v=e"
(c)
u=Inz dv = zdx 9
1 1
/mlnxd:c = = 2nx—/m2fdz—
2
du = % v= %
2lnz 1 2?lnz 2?2
= - = dr = ——+C
2 2/3”; 2 17

Zadatak 3 Rijesite parcijalnom integracijom:

Rjesenje:

9 U=z dvzm .
/\/LQdI = :x\/1+z2—/\/1+$2d9::
1+a du=dx v=+1+ 22

zV1+z22 — \}i =1+ 22—

dz
\/ 1+ x2 / V1+a?
Primjetimo da se pocetni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim

predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo

x
2 [ ——dx V1422 — /
./\/1—|—x2 V1+ a2
/ d V1 + a2 ln(x—|—\/1—|—x2)+c
——dr = -
V1422 2 2
(b)
/ 2 u=x dv = qztvea - o
g = - +/ dr =
212 2 2
(I+2?) du=dz v= gl 2(1 + 22) 2(1 + 22)

x 1
_m + §arctan$+c

Zadatak 4 Rijegite:
a) f%dw (b) [(z® + 1) cos2zdx
Zadatak 5 Primjenom parcijalne integracije rijesite
a) [arcsinzdx ¢) [Va?+x2dz, a#0

b) [z?arctan zdx
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Rjesenje:

(a)

u = arcsinx dv = dx

x
arcsinxdr = =zarcsine — | ———=dx =
/ du = —4z v=2x /Vl_x2
Vi—z2
= garcsinz ++v1—-22+C
(b)
w=arctanz dv = z3dx 3 3
9 T 1 T
/x arctanzdr = = —arctanx — ffida: =
du — —dz g3 3 3 1422
U = 1422 v=r3
3 1 21 3 1 2411
= %arctanx— g/iliaﬁ §d(x2) = %arctanx - 6/796 :;Jr 1 d(z?) =

_ farctanﬂc—é(/d(x2)_/1dfi)2> N

z3 1, 5 9
= garctanx—g(x —In(l+2z%))+C

/\/a2+x2 = 7a2+x2 dgc—/a2 d:z:—&—/xQ dx
a2 +.T2 ‘/02+l'2 </a2+x2

Va2 + 22 2

%—%ln(va a’?+2?)+C =

= vidi Zadatak 3 (b) =

= a’ln(z+Va®+22)+

2

1
= %ln(x—i— a2+x2)+§x\/a2+x2+6’

1.1.3 Integriranje racionalnih funkcija

Za integriranje racionalnih funkcija najéesée koristimo metodu neodredenih ko-
eficijenata i metodu Ostrogradskog koju ovdje neéemo opisivati.

Metoda neodredenih koeficijenata: Nakon odvajanja cijelog dijela, in-
tegriranje racionalne funkcije svodimo na integriranje pravog racionalnog raz-
lomka:

(z)

Q(z)
gdje su P(x) i Q(z) polinomi takvi da je stupanj polinoma P(z) manji od
stupnja polinoma Q(z). Ako je
Q) =(xr—x1)™ ... (x —zp)™

gdje su 1, ..., x, razliciti realni korijeni polinom Q(z) a ay,...,«, prirodni
brojevi, onda gornji razlomak mozemo rastaviti na parcijalne razlombke:
Plx) _  An Aqz Aja,
Q(x) x—x (z—x1)2 T (z—x)®
Anl An2 + Ana”

r—x, (r—x,)2 T (r—xn)

!

+ ...




Neodredene koeficijente A1, Aia, ..., Ana, nalazimo tako da gornji identitet
svedemo na cijeli oblik pa izjedna¢imo koeficijente s istim stupnjem varijable x
ili tako da za x u tu istu jednadzbu uvrstimo prikladne brojeve.

Primjer 1 Izracunajte integral fﬁ gfig dx

Rjesenje: U zadanom integralu prvo odvajamo cijeli dio:
x2—5m+9_ﬂc2—5x—|—6+3_ 3
22 —-5x+6  a2-5x4+6 22 —5x+6
pa imamo
- —5x+9 dx
dr= [d dz 3| ——F—
/x2—5x+6x /F’/ —5 T /m2—5x+6

Sada je u brojniku P(z) = 1 $to je niZeg stupnja nego Q(x) = 22 —5x + 6 u
nazivniku. Vrijedi:
Q(r) =2 —5rx+6=(z—3)(z—2).

Stoga rastavljamo na$§ razlomak na sljedece parcijalne razlomke:

1 1 _ A B
22 -5x+6 (z-3)(z—2)

r—3 x-—2

Trazimo keoficijente A i B.
Prvi nacin: svodimo na$ identitet na cijeli oblik i izjedna¢ujemo koeficijente
s istim stupnjem varijable x.

1

2 —5x +6

A B
=t —— /@—3)@-—2) =

1 Alx-2)+B(z—-3) =
1 (A+ B)x —2A— 3B
iz Gega slijedi A+B=0 i —-24-3B=1 =
A=1 i B=-1

Drugin nacin: nalazimo A i B tako da uvrstimo zgodne vrijednosti za x u
jednadzbi 1 = A(z — 2) + B(z — 3), npr.

r = 2 = 1=-B =B=-1
=3 = 1=4A =A=1
Sada imamo:
22 —5x+9 dx 1 1
——dx = 3/ ——"7-——= 3 — dx =
/3132—5364—6m T /x2—5x+6 T /(m—?) x—2> v

x+3njz—3|—-3njr—-2|+C=2+3n i

-3
e

522 4+6x+9

=y eaaeled

Primjer 2 Nadite integral:

12



Rjesenje: Direktnim uvrstavanjem provjerimo da 3 i —1 nisu nule polinoma
u brojniku pa je, prema tome, razlomak skra¢en do kraja. Rastavljamo ga na
parcijalne razlomke:

522 + 6z + 9
(x—3)*(z +1)?
522 + 6249

A n B n c n D N
=3 (z—3)2 z+1 (z+1)

Alx =3)(x+ 1)+ Bx+ 1>+ C(z —3)*(x + 1) + D(x — 3)?

Uvrstavamo pogodne vrijednosti za x:

2
= 5.946:-3+9=B-16 = B:I—G:
8 1
= — :D~1 D:—zf
5—64+9 6 = 6= 3

Sada vratimo dobivene vrijednosti u po¢etnu jednadzbu i imamo:

2(52% + 62 + 9)

= A(x —

3N+ 1)+9x+1)2+Cx—3)%(x+1) +

To dalje rac¢inamo i izjednacavamo koeficijente uz potencije od z:

1022 + 122 + 18

koeficijenti uz

T

slobodni koeficijenti

=

Stoga slijedi:

3

= Az -3)(2* +22+1)+9(a? + 22 +1)* +
+ C(2* =62+ 9)(x+1)+ (2* — 6z +9) =
= A@® -2 -52-3)+9(* +2x+ 1)+ C(a?

A+C=0

—344+949C+9=18 = -344+9C=0

A=0 1 C=0.

/mmdw - /<2(m33)2+2(m_1~_1)2>d17—

9 1
= -3 2wty C

9

2

(x —3)%

— 522 + 32 +9) + (22 — 62+ 9)

(ovdje je C u zadnjem redu kao i obi¢no oznaka za konstantu, te nema veze za
C' iz rastava na parcijalne razlomke).

Zadatak 3 Rijesite sljedece integrale:
x +.L+1 d.’E

z(z2+1)
R]esen]e.

(a) Brojnik je istog stupnja kao i nazivnik pa prvo dijelimo polinome:

Sada imamo:

dx
b) | eeine

2+r+1 2P+ +1 1
— -1
x(z?2+1) s+ 3+

/x +m+1 / /
dr + 3
+a

13




Rastavljamo razlomak u drugom integralu na parcijalne razlomke:

1 B é Bz +C
B+ x 2 +1
1 = A@*+ 1)+ (Bz+Cxz =

A+B=0, C=0, A=1 pa B=-1

B +z+1 dzx T
—————dz = d — — | ——dx =
/x(x2+1) v /x+/m /xQJrlx

1
x+1n|x\—§1n(x2—|—1)+6'

Slijedi:

b) Ovdje u nazivniku imamo jednu realnu, veé¢ istaknutu nultocku i polinom
drugog stupnja pa odmah trazimo koeficijente:

1 B A n Bx+C
(x—D(x2+x+1)  z—-1 224+z+1
1 = A@*+2+1)+(Br+0)(z—1) =
1 1 2
nakon izjednacavanja uz stupnjeve = A= 3’ B = —3 C= —3
Sada imamo:
2 4r+1 1 dx 1 T+ 2
—————dr = = —= | ———dx =
z(z2 4+ 1) 3Jx—1 3)a22+z+1
1 1 20 +1 3 dx
= —-In(z—-1)—= - = dr =
311(30 ) 6/:L'2+x+1 6/x2+x+1x
1 1 1 dx
= flnx—l—flnx2+x+1—f/7(dx

i ovaj zadnji integral je o¢ito arctan pa dovrsite sami.

14



Problem povrSine - odredeni
integral. Leibniz-Newtonova
formula

Ralunat ¢emo odredeni integral funkcije f na intervalu [a,b], u oznaci jf F(x)dx,
te kasnije upoznati geometrijsku interpretaciju dobivenog rezultata. Brojeve a i b
zovemo redom donja, odnosno gornja granica integracije, a interval [a,b] interval
integracije. Potrebno je poznavati osnovna svojstva odredenog integrala integrabilne
funkcije f na intervalu [a,b] C Z(f):

(1) [9f(x)dx=0

@ Jy f)dx =~ ;' f(x)dx

B3) [Pef(x)dx=c [’ f(x)dx, gdje je ¢ konstanta

@ [P f(x)dx= [ f(x)dx+ [? f(x)dx za svaki c €< a,b >.
(5) [P f(x)dx > 0 ako je f(x) > 0 za svaki x € [a,b].

No, ostaje pitanje kako efektivno racunati neki odredeni integral? Ovdje se klju¢nom
pokazuje tzv. Newton-Leibnizova formula:

Ako je funkcija f integrabilna na intervalu [¢, )] i ima na tom intervalu prim-
itivnu funkciju F (funkciju takvu da je F/ = f), onda je

/a ! ) = F(b)— Fla).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skraéeno F(x)|2, pa Newton-Leibnizovu for-
mulu moZete pamtiti u ovom obliku:

b
| e =F,

Napomena: Znamo da je, prema definiciji, neodredeni integral funkcije f jednak
primitivnoj funkciji F, to¢nije Citavoj klasi primitivnih funkcija {F 4+ C|C € R}. Dakle,
dovoljno je naéi neodredeni integral funkcije f i potom odredeni integral izracunati kao
razliku vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj i donjoj granici integracije. Pritom je



vazno uvidjeti da ovaj racun ne ovisi o tome kojeg smo predstavnika klase primitivnih
funkcija izabrali. Naime, ako su Fj i F; dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu
[a,b], onda znamo da postoji realna konstanta C takva da je F» = F; +C, pa je

Filg=Fi(b) = Fi(a) = Fi(b) + C— (Fi(a) +C) = F2(b) — Fa(a) = F;.
Stoga se (radi jednostavnosti) kod racuna odredenog integrala zanemaruje aditivna
konstanta.

Primjer 1 IzraCunajte odredeni integral [ f3 (3x* — 1)dx.
Rjesenje: Koriste¢i Newton-Leibnizovu formulu ra¢unamo:

/ xfldx*/ 3x%dx — /ldxf

= —x)P 5 =5 -5-((—3)° —(=3)) = 120+ 24 = 144.

Odredeni integrali pozitivnih funkcija

Odredeni integral fab f(x)dx pozitivne funkcije f to¢no je jednak povrsini P ravninskog
podrucja omedenog grafom funkcije f, x—osiipravcimax=aix=>b.

Primjer 2
Izracunajte odredeni integral f; 4x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Znamo da je primitivna funkcija funkcije g(x) = x* dana s G(x) = % i tu ¢injenicu
uz svojsvto (3) i Newton-Leibnizovu formulu koristimo u ra¢unu:

3,3 ? 3 s 4\)3 _ 24 _Hd
/ 4idx = 4/ Pax=4- ()= (p =32 =65
2 2
Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle 65, bro-

jéano odgovara povrsini podru¢ja odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = 4x*, odozdo
x—osi, slijeva pravcem x = 2, a zdesna pravcem x = 3:

250
200
150
100

50

Primjer 3
IzraCunajte || 12 (x> — 2x+3)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.



Rjesenje:

2 2 2 2
/(x2—2x—|—3)dx = /xzdx—Z/ xdx—|—3/ dx =
1 1 1 1
3 2

X X 7
= (g)ﬁ - 2(3”% +3x[f = 3
Broj % brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije f(x) =
x2 —2x+3, ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 3:

5

=N W s

Primjer 4
Izralunajte [; |x — 2|dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

/03|x—2\dx = /()Zf(fo)der/;(xfz)dx:

2 2 5

X X
= —(5—2x)|%+(5—2x)|3 =5

Rjesenje:

Sto se geometrijske intrepretacije rezultata ti¢e, broj % odgovara povrsini podrucja

odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = |x—2|, odozdo x—osi, slijeva pravcem x = 0
(dakle y—osi), a zdesna pravcem x = 3:

3
)

-1 1 2 3 4

1o
Primjer 5 Izraunajte || 116 #dx i geometrijski interpretirajte dobiveni rezultat.



Rjesenje: Najprije raCunamo zadani integral:

16 16 16 16 16
/ x2—|—x4 —/ xzdx—i—/ —dx—/ x2dx—|—/ x4dx—
J1

X

:cfﬂﬂu%wﬁze¢h4ymﬁza¢ﬁ+«ﬁaf@¢h4vbz

4
=2-4+4.2-2—-4=16—-6=10.

Bol—
=

L3S}

Rezultat brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije

2 4
flx)== +" , ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 16:

3t

1 4 7 10 13 16 19

Zadatak 1 IzraCunajte i geometrijski interpretirajte sljedece odredene integrale:
(1) [} 2xdx
() ffz |x3|dx
(3) J{ Fdx
@) Jo sidx

(5) J |sin (2x)|dx

Odredeni integrali ostalih funkcija

Odredeni integral jf f(x)dx funkcije f koja na intervalu [a,b] ne poprima samo poz-
itivne vrijednosti jednak je razlici izmedu zbroja povrSina iznad osi x (a ispod grafa
funkcije f) i zbroja povrSina ispod osi x (a iznad grafa funkcije f). Najbolje da to
objasnimo na primjeru.

Primjer 6 Izralunajte odredeni integral | 32 x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje: Vidimo da je rezultat integracije nula:

2 B _ 24 (_2)4 _ _
[rae=ra=C)-(E) —amaz0



3

Nacrtajmo graf funkcije f(x) = x> na intervalu [—2,2]:

0.5 1 1.5 2

Vidimo da nulto¢ka funkcije f(x) = x3, tj. tocka x = 0 oznaCava prijelaz grafa
funkcije f iz donje u gornju poluravninu koordinatnog sustava. Integral f32x3dx
moZemo zapisati ovako:

2 0 2
/ x3dx:/ x3dx+/ dx.
-2 -2 0

Prvi integral s desne strane gornje jednakosti raCuna negativnu vrijednost povrsine po-
dru¢ja omedenog odozdo grafom funkcije f, odozgo s x—osi, slijeva pravcem x = —2,
a zdesna pravcem x = 0, dok drugi integral s desne strane gornje jednakosti racuna
povrsinu podruéja omedenog odozgo grafom funkcije f, odozdo s x—osi, slijeva pravcem
x =0, a zdesna pravcem x = 2. Ako prvu povr§inu odznac¢imo s Py, a drugu s P>, onda
zapravo vrijedi

2
/ x3dx:P| —Pz.
-2

Kako je ffz Xdx=0,toje P, — P, =0, tj. P, = P>, Zto je znog simetri¢nosti funkcije
f (ona je neparna, tj. simetricna obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava) i jasno.
Dakle, rezultat integracije ukazuje da su dvije povrSine sa slike medusobno jednake.

Primjer 7
Izralunajte odredeni integral [ Ez(x2 — 1)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Racunamo:

3 x3 3 _n)\3 _
[ nar=(5 0P =G -3 - (Sh =6 (=%

Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle %, bro-
j¢ano odgovara Py — P, + P3, gdje je P; povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —2 a zdesna pravcem x = —1, P, povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —1 a zdesna pravcem x = 1, te P3 povrSina podrucja omedenog slijeva pravcem
x =1 a zdesna pravcem x = 3. Sva tri podrucja su odozgo i odozdo omedena grafom
funkcije f(x) = x> — 1 te x—osi. Tocke x = —1 i x = 1 u kojima graf funkcije f prelazi
iz gornje u donju poluravninu koordinatnog sustava dobivamo rjeSavanjem jednadZbe
f(x) = x> —1 =0 (to su nultocke funkcije f).



N > o o O

-2 -1 1 2 3
Ovaj rezultat smo dobili stoga Sto je
3 —1 1 3
/ (¥ — 1)dx = / (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx,
-2 -2 -1 1
gdje prvi integral s desne strane odgovara Py, drugi —P,, a treci P;.
Primjer 8 Izratunajte povr$inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = x> — 1,
x—osi te pravcima x = —2ix = 3.
Rjesenje: RjeSavanje ovog zadatka sli¢no je prethodnom, uz bitnu razliku da éemo

ukupnu povrSinu P = P; + P, + P; lika s gornje slike dobiti ako integral fil (x> —1)dx
ra¢unamo s negativnim predznakom. To znaci da je

P = /_;l(xz—l)dx—/_ll(xz—1)dx+/13(x2—1)d _
X3 X3 3
= (g—x)[é (?—x)| 1+(§—X)|1:
3 3
- (- -
3 13
G- -
33 13

Primjer 9 Izratunajte povr§inu podruja omedenog grafom funkcije f(x) = ¢* — 1,
x—osi te pravcima x = —2, x = 2.

Rjesenje: Najprije provjeravamo koje su nultocke funkcije f, tj. rjeSavamo jed-
nadzbu f(x) = 0:

f—1=0=¢e¢"=1=x=mhl=x=0.

Kako se x = 0 nalazi unutar intervala integracije [—2,2], jedan dio zadanog podrucja
integracije se nalazi ispod, a drugi iznad x—osi:



Vidimo sa slike da je (kako bismo izraCunali povrSinu P zadanog podrucja) potrebno
integral na intervalu [—2,0] raCunati s negativnim, a na intervali [0,2] s pozitivnim
predznakom:

0 2
P = —Lz(f—l)dx+/0(e—1)dx:
= (D) -V =
= [ @-0) = (2= (D) + [ -2)~ (" 0)) =
= —(1—e?=2)+(-2-1)=...=
= 4e -2,
Primjer 10

Izralunjte povr§inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = (x—1)(x—2)(x—
3) i x—osi.

Rjesenje: Primijetimo da nisu zadane granice podrucja slijeva i zdesna, no to
nije niti potrebno, jer je podruc¢je u potpunosti odredeno zahtjevom iz teksta zadatka
(ogranicenost odozgo i odozdo). Naime, ocito su nultocke ove funkcije tocke x; = 1,
X2 =21x3 = 3. Analizom toka funkcije dobivamo sljedeci graf:

2

-1

-2

"o X

odakle je jasno da nije potrebno zadati granice slijeva i zdesna — one se "ocitaju" sa

slike.
Preciznije, vidimo da se podrucje sastoji od dva dijela: povrSina prvog ¢e se racu-



nati kao jlz (x—1)(x—2)(x—3)dx, a povrina drugog kao — j23 (x—1)(x—=2)(x—3)dx,
pa za ukupnu povrSinu P imamo

P

2 3
A]@—lxx—ZXX—ﬂdm—L(x—lﬂx—ZXx—SMx:

2 3
/ (x3—6x2+11x—6)dx—/ (x> —6x% + 11x — 6)dx =
1 2

4 2 4 2
X 11x X 11x
= (Z—Z)CS“FT_6x)|%—(z_2x3+7_6x)‘3:

Zadatak 2 IzraCunajte i interpretirajte geometrijski sljedece odredene integrale:

(1) J2,(2x—1)dx

2) [%( +x)dx

(3) [T, cosxdx
Zadatak 3 IzraCunajte povrSinu omedenu s x—osi, grafom funkcije f i pravcima x =a,
x = b ako je:

() f(x)=2—4x,a=0,b=2

Q) f(x)=—-x*>—x+2,a=—4,b=2

3) fx)=2"-2,a=-3,b=2

Zadatak 4 Izracunajte povrSinu omedenu s x—osi i grafom funkcije f ako je:
() fx) =|2x—1]=5
Q) f(x)=—-x*>—x+6
3) f(x)=(x+2)* (x—4)



Metode racunanja odredenog
integrala. Nepravi integral

Supstitucija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala i pri racunanju odredenog integrala Cesto se ko-
risti tehnika supstitucije integracijske varijable. Pritom moZemo upotrijebiti jednu od
sljedece dvije metode:

(1) izvrSimo zamjenu integracijske varijable i racunamo neodredeni integral - nakon
S$to nademo primitivnu funkciju vra¢amo se na staru varijablu; ovaj postupak ne
zahtijeva promjenu granica integracije

(2) integracijsku varijablu mijenjamo direktno u odredenom integralu - ovaj postu-
pak podrazumijeva i odgovarajuéu promjenu granica integracije.

Pri radu s ovom tehnikom posredno koristimo sljedeci rezultat:
Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a,b) i diferencijabilnu funkciju ¢ : [0, B] —
R takvu da je ¢' neprekidna i (o) = a, ¢(B) = b vrijedi

b B
| rwas= [ s o'war

Primjer 1

Koristeéi obje metode supstitucije izratunajte foz 2x(x% +1)3dx.

Rjesenje:

1. nacin: Najprije raCunamo neodredeni integral koristeci supstitucijsku varijablu,
a potom vra¢amo izvornu varijablu i raCunamo dredeni integral. Supstitucija koju ¢emo
ovdje koristiti je t = x*> + 1, iz ega slijedi da je df = 2xdx. Sada moZemo zamijeniti
sve podintegralne elemente supstitucijskom varijablom:

4 2 1y
/2x(x2+1)3dx=/t3dt: tz = w,

4
paje
2 2 14
/2x(x2+1)3dx = (Cahaly 3=
0 4
2 )4 2 )4
_ @4pt @4t _es 1
4 4 4 4



2. nacin: Osim podintegralnih elemenata, supstituirat éemo i granice integracije.
Supstitucija = x> + 1 odgovara i na pitanje koje su (u terminima varijable ) nove
granice integracije: za donju granicu imamox =0=t=1,azagornjux=2=1¢=35,
pa integral postaje

2
/2x(x2+1)3dx:/ Pdr = (&
0 1

Napomena:

l4 54 ]4

Vazno je uoditi pogodnu supstituciju i pritom paziti da je veza izmedu pocetne i
supstitucijske varijable jednoznacna.

Primjer 2

Izraunajte odredeni integral [ 14 mdx

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju 1 +2x = ¢, odakle slijedi x = ’ZT’I, S$to nakon diferenciranja
daje dx =tdt.

Ako pokusamo izraziti supstitucijsku varijablu ¢ preko pocetne integracijske var-
ijable x, nai¢i éemo na poteskoée. Naime, iz veze 1 +2x = ¢ nije moguée jednoz-
nacno izraCunati supstitucijsku vezu, jer imamo dvije moguénosti: t = /14 2x ili

—+/1+2x. Oba ova izbora su dobra, ali se nuzno trebamo odluciti za samo jedan i
s njime potom nastaviti raun. Neka je veza dana st = /14 2x.

1. nacin: za donju granicu integracije imamo x = 1 = ¢ = /3, a za gornju x = 4 =
t=3,paje

4 x 3 ,,1 342
[z = L5
1 1+2x

3
- %(‘3 s = 1(3 37§+\/§):3.

2. nacin: ra¢unamo najprije neodredeni integral

x ?—1 1.3
——dx= | ——dt == (= —t
/ V1+2x 2 2( 3 )
a potom se vratamo na pocetnu integracijsku varijablu x: t = /1 4+ 2x, pa je kon-
acno

4 x 1 \/1—|—2x
dx = VT2
I s e S

Sto bi se dogodilo da smo za vezu izmedu x i 7 uzeli r = —/T +2x? Racunajmo
po prvom naéinu: za donju granicu integracije imamo x = 1 =t = —/3, a za gornju
x =4 =t = —3, pa je (obratite paZnju na predznak — u podintegralnoj funkciji!)

4 -3 lz;l.tdt 3 2_1 2_1
/ g = / = / ! _/ i
1 V14+2x -3 i

3
L e L R




Posebno su vazne supstitucije kod kojih funkcijska veza izmedu pocetne i supstitu-
cijske varijable nije ocita, kao u sljede¢em primjeru.

Primjer 3
1

Izratunajte ff 2 V1 — x2dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

Rjesenje:

Uvodimo tipi¢nu supstituciju za ovakve integrale: x = sint, odakle slijedi v'1 — x% =
V1 —sin’r = Vcos2t = |cost|, a dx = costdr. Da bismo imali jednoznatnu vezu
izmedu x i ¢, moramo odabrati smo jedan dio domene sinusne funkcije, i to takav da
se postizu sve vrijednosti iz skupa vrijednosti [—1,1]. Uzmimo ¢ € [-7,7]. Kako u
tom podrucju kosinus poprima samo pozitivne vrijednosti, moZemo maknuti znak ap-
solutne vrijednosti, pa je v/1 —x? = cost. Dalje, granice integracije sada nije teSko
f)drediti: za donju granicu imamo x = 7% =t=—%,azagomjux= % =>t= %, pa
je

) i
/ s V1 —x%dx = / cost - costdt =

n

-7 3

1
5= 540

1 1 z
= (5t+gsin20)[® 57+3V3+6).

Sto se geometrijske interpretacije rezultata tice, broj i(Sﬂ? +3v/346) ~ 1.121 odgo-
vara povrsini dijela gornje polukruZnice sa srediStem u ishodistu i radijusom 1 — to je

V2 1

dio omeden pravcima x = — 3= ix = 5:

-1 1
N 2
Primjer 4

Izratunajte [,"%\/e* — 1dx.

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju ¢* — 1 = r%. Sada je ¢*dx = 2tdt, pa iz ¢ = > + 1 slijedi
dx = 2_dr. Ako uzmemo t = v/e*— 1, onda za donju granicu integracije imamo

241
x=0=r=0,azagomjux=I[n2=t=1,paje
oo !
tr5——dt = 2| ———dt=
/o 2 +1 /o 12 +1

1 1
2/0 (1— m)dt = 2(r —arctant)|) =2 —

ST

Zadatak 1 Metodom supstitucije rijesite sljedece odredene integrale:

(1) f) (x+3)"0dx



2) J?, xvV/8—x2dx
3) [

@) [y VA2 4 3dx

(5) J5(2=3x%) (x> —2x 4 1)%dx

1 x2
(6) ffl mdx
(7) fo (¢ = 1)*e"dx
(8) Jf =prdx

&) fl ﬁdx

(10) [%x T V2+ 3 cos? xsin2xdx.

Parcijalna integracija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala, i kod raunanja odredenog integrala moZemo koristiti
tehniku parcijalne integracije, tj. formulu

b b
/ udv = (uv) |’ —/ vdu.
a a

Pritom je vaZno primijetiti da se u ovako skraéenoj formuli nigdje eksplicitno ne pise
integracijska varijabla x, ali da se granice integracije a i b odnose upravo na nju.
Primjer 5
/e
Xiooin (3 _x

IzraCunajte [ z ordx.

Rjesenje:

Parcijalno integriramo na sljede¢i nacin: gi‘fQ‘X =dv=>v=—cotx,u=x=dx=du,
paje

/4
z l z
/3 T = (—xcotx)|3 +/3 cotxdx =
x Tz

ﬁ +/73r Cf)Sxdx
3 T sinx

4

T n T
3 4
Uvodimo supstituciju sinx = ¢, odakle je cosxdx = dt, pa je

(1m)|f

ln\@—ln\ﬁzln\/g‘

=i
t

—
Wy
2.8
=] ‘ 2
=<
>
I
\
S



Sada imamo

I ox T V3 7 3
=2 T oy
/l sinzxx 3 3 —|—4—|—n\/;

I

Primjer 6 Izracunajte fol arctanxdx i geometrijski interpretirajte rezultat.

RjeSenje: Parcijalno integriramo tako da uzmemo u = arctanx = du = 5 +lx2 dx,
dv = dx = v =x paimamo

1 1
X
/ arctanxdx = (x-arctanx)| — / ——dx=
0 o 1+x

L |
= arctanl — / ——dx,
o 1+x?

gdje dobiveni integral rjeSavamo supstitucijom 1+ x> =t = 2xdx = dt = xdx = %dt
(granice integracije: x =0=1¢=1,x =1 =t = 2). Dobivamo

/‘ tannd T 1 (%dt
arctanxdx = ——— — =
0 4 2 )1 t
T 1
= Z*g(ln\tbl%:
1
- g—i(an—lnl):
o In2
T4 27

Rezultat (koji pribliZno iznosi 0.439) odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom
funkcije f(x) = arctanx, odozdo s x—osi, slijeva pravcem x = 0, a zdesna pravcem
x=1:

Zadatak 2
Primjenom parcijalne integracije izracunajte sljedece odredene integrale:

(1) fin? xe*dx
() fog (x+3)sinxdx

3) & In(1+x)dx.



Nepravi integral

Cesto se u zadacima pojavljuju integrali funkcija koje se ne mogu evaluirati u nekoj
od rubnih tocaka ili u nekoj od unutrasnjih to¢aka intervala integracije. U tom slucaju
koristimo sljedeéu definiciju:

Ako se neka od granica integracije nalaze u beskonacnosti definiramo (uz uvjet
da svaki od sljedecih limesa postoji i konacan je):

(1) [ f(x)dx = limp_oo [ f(x)dx
Q) [P f(x)dx =1lim, .« [ f(x)dx
(3) [ f(x)dx =1imy e [© f(xX)dx +Timp_.. [7 f(x)dx.

Ako unutar integracijskog intervala [a,b] funkcija f ima prekid u to¢ki ¢ ili u
toj tocki nije definirana, onda definiramo (uz uvjet da sljedeci limes postoji i
konacan je):

b €] b
/ F0dx= lim / Fdet tim [ fx)d.

g—c—0 &—ct+0.Jg,

Primjer 7
IzraCunajte [|” % i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Koristimo gornju definiciju i raunamo
* dx b dx

lim [ — = lim (Inx)|} =
1 X b—e J1 X bh—sc0

= limlnb—1Inl=limInb = oo.

— 00 —00

Rezultat govori da lik odozgo omeden grafom funkcije f(x) = i odozdo s x—osi te
slijeva pravcem x = 1 ima beskonacnu povrsinu:




Primjer 8
Izralunajte [,

; +fc2 i geometrijski interpretirajte rezultat.

/"" dx _/0 dx+/°°dx_
e 122 e 1+x2  Jo 1427

lim /0 dx +lim /b dx
= 1 1 —_—
a——oJg 14+x2 by 14+x2

= lim (arctanx)| —i-l}im (arctanx)|3 =
oo oo

Rjesenje:

= lim (—arctana) +blim (arctand) =

a— —oo
T T
= _(_E) + E =T.

Rezultat integracije, dakle broj m, odgovara povrSini otvorenog podrucja omedenog

odozgo grafom funkcije f(x) = ﬁ, a odozdo s x—osi:

1

Napomena: Sli¢no kao gore pokusajte rijesiti [ ff;‘z. Ako nacrtate sliku podin-

tegralne funkcije, izgleda (zbog njene neparnosti) kao da ovaj nepravi integral postoji i
jednak je nuli. Medutim, rjeSavanje po principu gornjeg primjera vodi nas na zbroj dva
limesa, od kojih je prvi —oo, a drugi o, §to znaci da ovaj nepravi integral ne postoji.

Pogledajmo sto se dogada kada podintegralna funkcija ima prekid unutar integraci-
jskog podrucja:

Primjer 9
dx

Izratunajte [} ~ T
—

Rjesenje:
Ocito je da podintegralna nije definirana u tocki x = 2, pa je

lim /SILJr lim /4L:
£—2-0J1 m &—2+0 /¢, m

= . 3?70(33/@) 7 +£zgr51+o(3€/E) =

= i Va8 lim (692-3Y/8-2) =

= 3+V2.

4 X
| 7o



Primjer 10

IzraCunajte [ xe *dx.

Rjesenje:

Koristimo tehniku parcijalne integracije: x = u = dx = du, dv = e *dx = v =
Jefdx=—e"*, paje

/xefxdx = (—xefx)\ff—l-/ e Fdx =
0 0
= fim (2 Jim (e =

—b
—  lim — —+ lim b L0 = (I'H) =
hiweb+biw( +e’) = (L'H)

-1
hggo(ebH_

Zadatak 3 IzraCunajte sljedee neprave integrale:

M /. (;’); .

(2 f1
(3) fo e tdx
(4) fl dx

(x— 1

) [0, xe'dx
©) 7l
QN oy
® Jy i

Q) [ -4

xln“x

10) [} (+= 3+ Inx)dx.



Poglavlje 1

Primjene odredenog integrala

1.1 Povrsina ravninskog lika

Za dani ravninski lik omeden krivuljama y = f(z) i y = g(z) te pravcima = = a
i x = b treba odrediti njegovu povrsinu P (vidi sliku). Koristimo ¢injenicu da je
povrdina tog lika jednaka razlici povrsina lika omedenog pravcima x = a, x = b,
osi z i krivuljom y = f(x) te lika omedenog s © = a, x = b, osi z i krivuljom

y = g(x). ZakljuCujemo:
b b
p= [ t@iz - [ g
tj. b
P= [ (- 9@

Ova jednostavna formula temelj je ra¢una povrsina ravninskih likova gore opisanog

tipa.

/ y=g(x)
/ a 2 b & \

Slika 1.1: PovrSina P jednaka je razlici povrSina odredenih grafovima I'y i I'y

Gornja formula vrijedi i u slu¢aju da nije f(x) > 0ig(z) > 0zasvez € [a, ],
ali uz uvjet da je f(z) — g(x) > 0 za sve x € [a,b]. Naime, prema slici je o¢ito
da mozemo translatirati krivulje T'y i I'y duz y—osi koliko je potrebno (recimo



za neku veli¢inu m) do situacije sa slike 2.1., na kojoj su sve vrijednosti funkcija
f 1 g na intervalu [a, b] nenegativne (vidi sliku 2.2.). Naime, tada se povrsina P
koju trazimo oc€ito ne¢e promijeniti, a mozemo primijeniti poznatu formulu:

P:/ab[f(x)+m]dm—/ab[g(x)+m]dx=/ab(f—g)(w)d$~

Dakle, moZzemo primijeniti ve¢ postoje¢u formulu ¢ak i u slu¢aju da nisu sve
vrijednosti podintegralnih funkcija na intervalu integracije nenegativne.

s y=f(x)+m

2 b 4

y=g()+m

Slika 1.2: Formulu razlike povr§ina moZemo primijeniti i na funkcije kojima nisu
sve vrijednosti na integracijskom podrucju nenegativne.

Primjer 1

Izra¢unajte povrsinu podruéja ograni¢enog s y =4 — 2% iy = 22 — 22.

Rjesenje:

Grafovi ovih funkcija omeduju lik (ozna¢imo mu povrSinu s P) odreden
tockama presjeka ovih krivulja, a to su tocke s apscisama z; = —11 29 = 2
— vidi sliku. Ozna¢imo f(z) := 4 — 22 ("gornja funkcija"), g(z) := 2% — 2z

("donja funkcija").

y=g(x)

y=f0)




Sada je

P - /Q(f—g)(x)dx:/2(—2x2+2x+4)d3::

—1 -1

2
= (—gx?’ + 22 +42))*, = 9.

Primjer 2

Izra¢unajte povrsinu P omedenu krivuljama y2 =z iy =z — 2.

Rjesenje:

Formula koju smo do sada primjenjivali podrazumijevala je da funkcije ¢iji
grafovi omeduju ravninski lik ¢iju povr§inu trazimo mozemo eksplicitno napisati
u integracijskoj varijabli. Ovdje moramo uo¢iti da krivulja y? = z ima dva
kraka (dvije moguénosti za eksplicitni zapis), f1(z) := vz i fo(z) := —/z. Ako
nacrtamo sliku, vidjet éemo da uz koristenje ovako zapisanih podintegracijskih
funkcija mozemo primijeniti poznatu formulu.

D(0,2) o)
‘ 1
1B(1,0)
A(0,0) iz +C(4,0)
I
EQ0,1)
2, y=f2(x)
y=9(x)

Vrijedi:

Medutim, postoji i jednostavniji nacin da se ovaj zadatak rije§i. Naime, ako
veé ne mozemo iz y? = x dobiti eksplicitni izraz za y kao funkciju od x, mozemo
obratno — eksplicitno izraziti  pomocéu y: = = y2. Takoder, iz y = x — 2 izlazi
T = y+ 2, a iz slike je odmah vidljivo da je integraciju po varijabli y lakse
provesti, jer "gledano sa strane osi y" vidimo da se radi o dvjema funkcijama u
varijabli x koje na intervalu integracije (sada zadanom donjom granicom y = —1
i gornjom granicom y = 2) poprimaju samo nenegativne vrijednosti, pa imamo

2 3 2

vy 9

P:/ (y+2—y2)dy:(—§+?+2y)|2_1:5.
1

Sada mozemo napisati jos jednu formulu: za funkcije f i g zadane u varijabli
y na intervalu [c, d] povr§ina P lika omedenog krivuljama I'y i T', te pravcima



y=ciy=d jedanas
d
P= [ (- 9wy

Ponekad je pri rjeSavanju zadataka s povrS§inama pogodnije preéi na po-
larne koordinate, kao u sljede¢em primjeru. Ako pritom ra¢unamo povrsinu lika
odredenog krivuljama r = r1(p) i 7 = ro(p) te rubnim polupravcima integraci-
jskog podruéja ¢ = @1, @ = w9, koristit ¢emo sljedecu formulu:

1 P2
P= 7/ (112 = r2?)de.
2 Y1

Za vjezbu ¢emo rijesiti pomocu ove formule i jedan zadatak koji se inace
moze lako rijesiti elementarnim metodama.

Primjer 3

Koristeéi odredeni integral izra¢unajte povr§inu P odredenu krivuljama zadanim
jednadzbama x2? + y? + 8z = 0, 22 + 4% + 42 = 0.

Rjesenje:

Nakon §to transformiramo jednadzbe ovih krivulja vidimo da se radi o kruzni-
cama:

2+ 48 =0 /+16 = (v +4)> +y? =42

P2+ y?+4r=0 /+8= (z+2)? +y? =22,

i to kruznicama sa sredi§tima u (—4,0) i (=2, 0) te radijusima r; = 41iry = 2,
redom.

Transformirajmo ove jednadZbe u polarni oblik koristenjem formula
T =rcosp, y =rsinp. Dobiva se:

71 = 8cos p za prvu kruznicu i

r9 = 4 cos ¢ za drugu kruznicu.

Treba jo§ odrediti granice integracijskog podrucja. Sa slike se vidi da je
o1 =73, 92 =3, paje

A(-4/0)  B(-2,0) C(0,0)

3
2

((8 cos p)? — (4cos @)?)dp = 24/ * cos? wdp =

o
I
N~
MH\

3

2 cos2¢p+1 1 sin2¢p

4 ————dp=24- =

/;r 5 © 5(—5— +¢)l

= 12m.

I
o

[NE] M‘;ﬂ



Primjer 4 Koristeéi odredeni integral izrac¢unajte povr§inu P odredenu krivul-

jama zadanim jednadzbama x = 0, y = arctan ( ) y=7=
Rjesenge:
Prvo skiciramo zadane krivulje i uzmemo u obzir
lim, o arctan (1) = 0 (jer L ide u nulu) te lim, o arctan (1) = % (jer L ide
u +00) Sada je povrdina dana s (radi se o nepravom integralu):

1.5

1

3 -2 -1 1 2 3 4

B
|

1 1
/ (arctan <1> — 7T> dr = lim (arctan (1> — 7T) dr =
0 X 4 a—0 a x 4
= i pan () + 21 (1+2%)—Zal) =
= lim ( zarctan . 3 n T 4za =
T 1 ™ 1 1 s 1
= 1l —+—-In2— - — -] —=In(1 2 —a)]==-1n2
alg})<4 +2 n 1 a arctan <a> 5 n(l+a”) + 4a) 50

pri ¢emu smo uzeli u obzir da je

u = arctan (l) dv = dx
1 z 1 x
/arctan () de = = rarctan () + / ﬁdm =
v du = —15 V=21 r T

1+x2

1 1
= zxarctan (:p) + 3 In(1 + z?)

1
lim aarctan— =0- = =0

e
a—0 a 2

Zadatak 1 Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama:

1 y =4z

2 -1, y=4|z| -5

= arcsin £
xr

4

ol

(1) y=
(2) y=
(3) y=z(x—1)(z —2) i x—osi.
(4) y
(5) vy

5 = =% -2z



6) 22 + 1% = 2z + 2y i nejednakostima = > 0, y > 0

8

(6)

(7) 422 — Ty? =20, 492 — 2% =4
(8) 422 +y% =4, 2% +4y2 =4

(9)

9) y = zarctana®, y = Z|z|

1.2 Volumen rotacijskog tijela

Graf funkcije f rotiramo oko x—osi. Postavlja se pitanje: koji je volumen V
tijela dobivenog rotacijom lika odredenog dijelom grafa funkcije f te pravcima
x=a,y=>bix— osi (vidi sliku)?

4

Odgovor daje sljedeca formula:

b
Ve = 7r/ f(z)?dx

Medutim, postoji formula i za rotaciju lika odredenog grafom funkcije f na
intervalu [a,b] na x—osi oko y—osi. Ta formula glasi:

b
Vy = 27r/ xf(x)dx

Takoder, ako imamo funkciju =z = g(y) (gdje je = eksplicitno izrazen preko
y) 1 rotacijski interval [c, d] na y—osi te rotiramo oko y — osi, imat ¢emo:

d
Vy = 7r/ g9(y)*dy.

Ako rotiramo lik odreden grafom funkcije f na intervalu [e, d] na y—osi oko
r—o0si, imat ¢emo formulu

d
V= 27r/ 9(y)ydy.

Sazeto ove Cetiri formule mozemo pregledno iskazati jednom tablicom:



integr. po | / rot. oko — r—osi Y — 0Si
[a,b] na z—osi Vy = Wf; f(x)?dz | V, =27 fab xf(z)dx
¢, d] na y—osi Vo =21 [Tg(y)ydy | V, =7 [ g(y)*dy

Takoder, imamo i formulu za volumen rotacijskog tijela koje je dobiveno
rotacijom podrudja izmedu dviju krivulja. U tom sluc¢aju koristimo sli¢ne for-
mule kao u gornjoj tablici, uz primjenu modela iz dijela o povr§ini podrucja
omedenog dvjema krivuljama. Npr. za volumen V tijela nastalog rotacijom po-
dru¢ja omedenog krivuljama y = f1(z) i y = f2(z) na intervalu [a, b] oko z—osi
koristimo formulu

b
Vr [ (AP - fa@))is
i sli¢no za ostale formule.

Primjer 5

Izrac¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko x—osi lika omedenog parabolom
y? = 4x i pravecem x = 1.

Rjesenje:

y=Ff1(x)

Nasga funkcija nije eksplicitno izrazena preko integracijske varijable x, ali to
formula niti ne zahtijeva: imamo y* = f(z), §to je upravo izraz koji se trazi u
formuli.

Ocito je sa slike da moramo koristiti formulu za integraciju duz intervala
[0,1] na x—osi za rotaciju oko x—osi, pa imamo

1 1
Ve = 71'/ yide = 7r/ dadxr = 27T(£132)|(1) = 2.
0 0

Ponekad se zadaje rotacija oko pravaca paralelnih s z—osi, odnosno s y—osi.
U tom slucaju primjenjujemo iste formule, ali moramo izvrsiti translaciju cjelokupnog
koordinatnog sustava, kao u donjem primjeru.

Primjer 6

Izracunajte volumen V tijela nastalog rotacijom oko pravca z = 3 lika
omedenog parabolom y = 4 — 22 i z—osi.

Rjesenge:



y=Ff(x) x=3

A(-2,0) B(2,0) C(3,0) °

®

Rotacija oko pravca x = 3 znac¢i da ¢emo zahtijevati da u tocki O(3,0)
bude ishodiste novog koordinatnog sustava (O, Z,7) Cja je veza sa starim dana
s =x—-3,y =y. Tako u novom koodinatnom sustavu tocka (3,0) (zapisana u
starom sustavu) postaje (0,0). Formulu za volumen primijenit ¢emo u odnosu
na novi sustav. To zna¢i da trebamo napisati nove granice integracije, novu
podintegralnu funkciju i novi diferencijal u skladu s gornjim transformacijskim
formulama (x,y) — (Z,9).

Kako se radi o rotaciji oko pravca x = 3, a to je pravac paralelan s y—osi,
rije¢ je u biti o rotaciji oko novonastale §—osi, pa primjenjujemo formulu za V.

Jo§ se trebamo odluciti koju éemo integraciju koristiti. S obzirom da se
transformacijom koordinatnog sustava ne mijenjaju y—koordinate (jer je § = y),
a samim time niti diferencijal, koristit ¢emo za integraciju duz g—osi.

Volumen V' izrazimo kao razliku volumena V7 i V5 koji se dobiju rotacijom
redom lijevog, odnosno desnog kraka parabole oko g—osi. O¢Cito je jo§ preostalo
samo da funkcijski izrazimo lijevi i desni krak u novim koordinatama, i to u
smislu ovisnosti & o § (jer integriramo duZ g—osi).

Lijevi krak: u starim koordinatama rije¢ je funkcijskoj vezi x = ¢1(y) =
—v4 —y, a kako je x = T + 3,y = g, u novim koordinatama veza glasi ¢1(§) =
—V4 -7 - 3.

Desni krak: sli¢no kao za lijevi krak u starim koordinatama imamo x =
92(y) = VA —y, aunovim g3(§) = V-7 — 3.

Rac¢unamo sada volumen:
V. = i-V= 7r/04(91(17)2 — 92(9)*)dy =
- w/;((—wfg— 32 — (VA= 7 - 3)°)dg
= 127r/04\/zfgdg_8w

= 64m.

Primjer 7

Trokut zadan vrhovima A(2,2), B(5,3),C(2,4) rotira oko y—osi. Odredite
volumen V nastalog tijela.

Rjesenje:

Sa slike vidimo da se radi o trokutu simetri¢énom obzirom na pravac y = 3, pa
volumen V mozemo rac¢unati kao dvostruki volumen V; lika nastalog rotacijom



C(24)

P(2,3) B(5,3)
A2,2)

"donje polovice" trokuta odredene s dva pravca: prvi pravac prolazi tockama A
i B (pravac y = 3z — 4), a drugi tockama A i P (pravac x = 2).

_ yt4

"Gornja" funkcija (gledano s y—osi) dana je s z = g1 (y) = %3~, a "donja" s
x = g2(y) = 2. O¢ito je integracijsko podrucje dano s y; = 2, y2 = 3, pa imamo

3
V o= 2V = 27r/2 (1(1)? = g2(y)*)dy =

3 3
y+4 21y 182
= 27?/ () = 9dy=Z (G + 4" + 4yl = -
2

Zadatak 2

(1)

(2)

(3)

(4)

Podruéje odredeno krivuljama y? = z, 3y?> = 2(z + 2) rotira oko z—osi.
Izrac¢unajte volumen tako dobivenog tijela.

Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika odredenog sa sin x+1 <
y <1, 7 <z <27t oko z—osi.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom kruznice z2 + (y — b)? = a? oko
osi z (b > a).

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje 22 + y? = 2z + 2y
oko z—osi.

Zadatak 3

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja (r — 1) < y <

va — 1 oko y—osi.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja y < z < 5y,y? <
6 — x oko osi y.

Izra¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja % |z] <y < |sinz]
oko y—osi.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podruéja zadanog nejed-
nadzbama 1 +sinz <y <1, 7 < x < 27 oko y—osi.



(5) Skup odreden krivuljama x? + y? = 2z, y = 22, y = z/V/3 rotira oko
y—osi. Izrac¢unajte volumen dobivenog tijela.

(6) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom podrucja y? < (2 — z)(4 + x)
oko y osi.

(7) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje (y — 2)? = z(4 — z)

oko y—osi.

Zadatak 4

(1) Izrac¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru¢ja 0 < y < sinz,
x € [0, 7] oko pravca y = 2.

(2) Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom podrudja —1 < y < sinz
x € [0, 27] oko pravca y = 2.

(3) Lik odreden krivuljama y = /x, y = z, x € [0, 4] rotira oko pravca x = 1.
Izrac¢unajte volumen tako dobivenog tijela.

(4) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje y*> = z(4 — x) oko
pravca z = 1.
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Poglavlje 1

Funkcije vise varijabli

1.1 Domena

Jedno od osnovnih pitanja koje se moze postaviti za realnu funkciju dvije var-
ijable jest pitanje domene, tj. utvrdivanje podruéja u ravnini R? na kojem je
funkcija definirana. Cesto se pritom i skicira skup svih to¢aka domene u koor-
dinatnom sustavu, jer sam eksplicitni zapis za domenu ne govori previse.

Funkcije koje ¢emo mi promatrati kompozicije su nekoliko elementarnih funkcija,
npr. korjenovanja, potenciranja, logaritamskih funkcija te trigonometrijskih i
njima inverznih arkus funkcija.

Stoga ¢emo se ukratko podsjetiti koje su domene tih funkcija. Pritom ¢emo te
funkcije promatrati kao funkcije jedne varijable. Naime, bitno je da se uo¢i uvjet
koji mora vrijediti na argument funkcije koju promatramo, bila ta funkcija jedne
ili viSe varijabli. RjeSavanjem svih uvjeta dolazimo do domene zadane funkcije.

(1) f(z) = vz. Uvjet kojeg postavljamo je da je z > 0, odakle i dolazimo
do domene D(f) = [0,00 >. Uvjet pamtimo kao "podkorijenski izraz je
nenegativan".

(2) f(z) = % Jedini uvjet kojeg treba postaviti je  # 0, pa je D(f) =
R \ {0}. Opcenito, funkcije potenciranja s pozitivnim cjelobrojnim po-
tencijama f(z) = 2*, k € N nemaju uvjeta na domenu, pa je u tom
slu¢aju domena ¢itav R, dok funkcije potenciranja s negativnim potenci-
jama f(x) = z¥, k € Z_ imaju uvjet da je x # 0 (zbog razlomka, jer npr.

27% = & = (1)5). Dakle, svu paznju kod funkcija potenciranja cjelobro-

x
jnim potencijama treba usmjeriti samo na funkciju f(z) = % Uvjet kojeg

pamtimo glasi: "razlomak je razlic¢it od nule".



(3) f(z) = log, z. Uvjet glasi: = > 0. Medutim, moZze se dogoditi da je
zadana funkcija u kojoj logaritamska baza ovisi o funkcijskoj varijabli, kao
npr. f(z) = log, ¥?. U tom slucaju (3to se baze ti¢e) moramo postivati
¢injenicu da je baza strogo vec¢a od nule i razli¢ita od jedinice, pa imamo
uvjete x > 0, # 1. Dakle, kod logaritamske funkcije postoje dva uvjeta,
koja pamtimo kao "argument je strogo pozitivan" i "baza je strogo pozitivna
1 razliclita od jedinice". Dalje, poznati je da eksponencijalna funkcija kao
inverzna funkcija logaritamske funkcije nema uvjeta na domenu, tj. da je
za f(x) =a® (uz a > 01ia# 1!) domena jednaka Citavom R.

(4) Kod trigonometrijskih funkcija, poznato je da funkcije sinz i cosx imaju
za domenu ¢itav skup realnih brojeva, pa uvjeta na domenu nema. Medu-
tim, kod funkcija tanz i cot x moramo obratiti paznju na definiciju ovih
funkcija, tj. na nazivnike: tanz = SBZ cotgx = 95T pa ¢emo zbog (2)

cosx’ sinx?

imati kod funkcije tan x uvjet cosx # 0, a kod cot z uvjet sinx # 0.

(5) Kod arkus funkcija poznati su uvjeti na domenu koji je odreduju. Nas ¢e u
zadacima zanimati samo funkcije arcsin x i arccosz. Za obje ove funkcije
znamo da je domena dana s D(f) = [—1,1], tj. uvjet na z glasi || < 1.
Dakle, uvjet na izraz koji se nalazi pod arcsin ili arccos funkcijom mozemo
pamtiti kao "argument je po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak 1".

Rijesimo nekoliko primjera, ali sada odredujuéi domenu funkcije dvije varijable.

Primjer 1 Odredite domenu funkcije f(x,y) = /z+1—/x +y i rjeSenje

predodite graficki u ravnini.
Rjesenje: Najprije zbog "vanjskog" korijena moramo postaviti uvjet:

(1) 2+1-TF7 20,

a potom zbog "vanjskog" korijena

(2) z+y>0.

Prvi uvjet se rjesava po slu¢ajevima. Najprije napisimo /z +y < z+1. Imamo

(a) ako je x +1 < 0 (tj. * < —1), nejednazba nema rjesenja (jer je s lijeve
strane nenegativan, a s desne strane negativan broj).

(b) ako je z +1 > 0 (tj. © > —1), mozemo kvadrirati nejednadzbu, jer su

obje strane pozitivne. Dobivamo x +y < 22 + 2z + 1, odnosno y < 22 + x + 1.
Radi se o podru¢ju odozgo omedenom parabolom y = 2 + x + 1 (a ukljuéuje i
samu parabolu).
Rjeenje prvog uvjeta mozemo ukratko napisati kao y < 2 +zx + 1 za z > —1.
Rjesavamo drugi uvjet. Imamo y > —z, $to graficki mozemo predstaviti po-
dru¢jem ravnine omedenim odozdo pravcem s jednadzbom y = —z (podruéje
ukljuduje i sam pravac). Konafno rjeSenje se dobiva presijecanjem podrudja
dobivenih rjeSsavanjem oba uvjeta. Kako u drugom uvjetu nema rjeSenja za
x < —1, to "lijevo" od pravca x = —1 nema niti jedne tocke iz domene. Medu-
tim, za > —1 ("desno" od pravca x = —1) imamo uvjet y < 22 +x + 1, ali i
uvjet y > —x, pa je domena skup svih tocaka koje se nalaze "ispod" parabole
y = 22+ 2+ 1, a "iznad" pravca y = —z (ukljucujuéi i te dvije krivulje).
Pazljivim crtanjem i ra¢unom vidi se da se ove dvije krivulje sijeku upravo u
tocki s x—koordinatom jednakom —1, pa rjeSenje izgleda kao na slici (vidi str.
3.).



-

y=x"2+x+1

2 y=-X

Slika 1.1: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 2 Odredite domenu funkcije f(z,y) = \/\/(1 —22)(1—y?)—ay i

rjeSenje predocite graficki u ravnini.

Rjesenje: Kaoiu prtehodnom primjeru, ovdje mozemo postaviti dva uvjeta:

(1) v —22)(1 —y?) —xy > 0, vezano uz "vanjski" korijen i

(2) (1 —2%)(1—19y?%) >0, vezano uz "unutarnji" korijen.

Rijesimo najprije prvi uvjet:

(a)

(1 —22)(1 —y?) > 2y, imamo diskusiju:

Ako je zy < 0, s lijeve strane nejednadzbe imamo korijen (koji je uvijek
nenegativan), a s desne strane strogo negativan broj, pa je u ovom slu¢aju
nejednakost ocito zadovoljena. No, rjesavali smo u skupu zy < 0, Sto
rijeSeno daje tocke drugog (x < 0, y > 0) i etvrtog kvadranta (z > 0,
y < 0). Tocke koje leze na koordinatnim osima su zbog stroge nejednakosti
iskljucene.

Ako je xy > 0, obje su strane nejednadzbe nenegativne, pa moZzemo kvadri-
rati nejednadzbu. Dobivamo nakon sredivanja 2 + y? < 1, pa se radi o
krugu sa srediStem u ishodistu i radijusom 1. Preciznije, u skup tocaka
koje Cine rjeSenje ukljuena je i sama kruznica. Kako smo ovaj slucaj
rjeSavali u skupu tocaka koje zadovoljavaju nejednadzbu zy > 0, vrijednit
¢e to u prvom (z > 0, y > 0) i trecem (z < 0, y < 0) kvadrantu (ovog
puta ukljucivsi i tocke koje leze na koordinatnim osima).

Rijesimo sada drugi uvjet. Ako nejednadzbu zapiSemo u obliku

(a)

(b)

1—22>0i1-y?>0,5to daje |[z| <11 |y| < 1. RjeSenje je dano kao
{(z,y)| -1 <z <1,-1<y <1}, sto je kvadrat stranice 2 sa sredistem
(presjecistem dijagonala) u ishodistu. Stranice su ukljucene.

1—22<0i1l-y?<0,sto daje |x| > 11 |y| > 1. RjeSenje je dano kao
{z,y)le<-11i 2>1,y<-1ili y>1}.

Unija dva skupa dobivena pod (a) i (b) je rjeSenje drugog uvjeta.

Konaé¢no rjesenje prvog uvjeta dano je kao dio unutar jedini¢ne kruznice u pr-
vom i treéem kvadrantu, odnosno kao cijeli drugi i ¢etvrti kvadrant. Medutim,
to rjeSenje moramo presjeéi s rjeSenjem drugog uvjeta da dobijemo konacno



rjeSenje. Ono je na donjoj slici oznaéeno svjetlosivo, uz napomenu da su sve
rubne tocke tog podrucja dio rjeSenja. Tamnosivi dio dolazi od rjeSenja prvog
uvjeta i sluzi samo za orijentaciju.

Slika 1.2: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 3 Odredite domenu funkcije f:

(1) fzy)=VV2r+y+z-3

2) fz,y) =z +2—Vot+ty+1

B3) flzy) =VetrVy—a

4) f(z,y) = /(22 +y* = 4)(9 — 22 — y?)

Primjer 4 Odredite domenu funkcije f(z,y) =1n (1 [ — 1).
Rjesenje: Rjesavamo dva uvjeta:

(1) \/xT%y— 1>0=> \/xﬂ_y> 1= 2 > 1 (zbog logaritma)

(2) 72 = 0 (zbog korijena)

(3) x #y (zbog nazivnika).
Ocito prvi uvjet ukljucuje i drugi, pa je dovoljno rijesiti samo njega. Imamo
dvije moguénosti:

a) ako je z —y > 0 mnoZenjem s nazivnikom znak nejednakosti se ne mijenja,
Ko i 0 mnogeni onik Kk neiednakosti
pa imamo xzy > x — vy, tj. y(z +1) > z. Ako je z + 1 > 0, dijeljenjem s
tim izrazom dobivamo y > —-%-. Ako je x + 1 < 0, dijeljenjem dobivamo

- r+1°
y< 41"

(b) ako je x —y < 0 dobivamo zy < x —y, tj. y(r+1) <z. Akojex+1 >0,
imamo y < %=, dok za x + 1 < 0 imamo y > %=

93_+1’ T+1°
Jos treba vidjeti $to je s opcijom x = —1. UvrStenjem u pocetnu nejednadzbu
dobivamo
- 1
_ﬁy >l=—+->0=-1-y>0=y<-1

Pokusajte ovako izracunatu domenu funkcije prikazati u ravnini!

Zadatak 5 Odredite domenu funkcije f:



() flz,y) =In(l —y+ Ve —3)
(2) flz,y) =In(Va? +y> —4-y+a)
3) flz,y)=In(l -z —y—2)
Primjer 6 Odredite domenu funkcije
sin(z? +y2) + In(4 — z) + In(4 — y).

Rjesenje:
Imamo sljedeée uvjete:

(1) sin(z? + y?) > 0, zbog korijena
(2) 4 —x > 0, zbog logaritma
(3) 4 —y > o, zbog logaritma
Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
sin(z? +y%) > 0= (2 +9°) € [0,7] + 2kr gdje k€ Z

Tu je ocito rije¢ o kruznim vijencima odgovarajué¢ih radijusa, medutim, zbog
uvjeta (2) 1 (3), uzimamo samo one unutar kvadranta onedenog s x = 4, y = 4

©)

Slika 1.3: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 7 Odredite D(f) funkcije f(z,y) = /1 —log2 y i rjeSenje predocite
graficki.

Rjesenje: U ovom zadatku osim diskusije po argumentu logaritamske i kor-
jenske funkcije moramo uvjete postavljati i vezano uz bazu logaritamske funkcije,
jer je ona ovisna o varijabli z.

Imamo sljedeée uvjete:
(1) 1 —1log2y > 0, zbog korijena
(2) y > 0, zbog logaritma

(3) x> 01z #1, zbog logaritma



Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
loghy <1
|log, y| <1
—1<log,y <1

Sada moramo napraviti diskusiju po bazi:

(a) ako je 0 < z < 1, logaritamska funkcija je padajuca, pa djelovanjem in-
verzne funkcije na gornje dvije nejednadzbe mijenjamo znak nejednakosti:

71> Yy > x.
(b) ako je x > 1, logaritamska funkcija je rastuca, pa djelovanjem inverzne
funkcije na gornje dvije nejednadzbe znak nejednakosti ostaje isti:

x_lgygx.

Zbog drugog i tre¢eg uvjeta radimo samo u prvom kvadrantu, i to iskljucivsi
zbog stroge nejednakosti tocke koje se nalaze na koordinatnim osima, kao i bez
pravca = 1 (zbog baze). Opcije pod (a) i (b) govore da i u dijelu ravnine
omedenom pravcima x = 0 i x = 1, ali i onom omedenom slijeva pravcem
x = 1 rjeSenje predstavlja podrudje koje se nalazi izmedu pravcay =z iy = %
Rjesenje ukljucuje i ove krivulje, a graficki je predstavljeno sljedecom slikom:

2

2.5

Slika 1.4: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 8 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = /loglz—9
(2) fla,y) = \flogoyy (x—y—1)
(8) f@y) = Vin(y+2?) — (@ — )

(4) flz,y) =22 =92 +1In(—2® + 9> + 1)
(5) flz,y) = Yo —Sutarty?

log (zy)

(6) Fl,y) = \/ZHEA 4 (a2 — 1)



Primjer 9 Pokazite da je domena funkcije f(x,y) = arcsin Tiyif +3x +2+
\/3Yy + 2 prazna.

Rjesenje: Koristimo €injenicu da je domena arcsin funkcije dana s [—1,1],
§to ovdje postaje jedan od uvjeta koje moramo postaviti:

(1) —1< $iyif < 1, zbog arcsin funkcije
(2) 3z +2 >0, zbog korijena

(3) 3y +2 >0, zbog korijena.

Rijesimo sada

wN

Drugi i treéi uvjet je lako rijesiti, dobivamo x > — 3, y > —
prvi uvjet:

m+y+2
-1 S z+y+1 < 1

—1<1+x+y+1§1

—2< z+y+1 S 0

Vidimo da je +y+1 <0, 8to znaci da imamo z+y+1 < 0, tj. y < —z—1. Zbog
toga pri mnozenju s nazivnikom prva nejednadzba mijenja znak nejednakosti,

pa imamo
—2z+y+1)>1
r+y+1<-1
y< —x— %

Dakle, konaéno rjeSenje predstavlja podruéje odredeno ¢etirima nejednadzbama:

y < —a:—f y<—zxz—1,x>—% y>—=%. Iz trete nejednazdbe imamo —zx < %,

sto uvrstanjem u prvu daJe

y < < £—5=—¢ < 73, §to je u suprotnosti sa zadnjom nejednadzbom. Odavdje

Shjedl tvrdnja D(f) 0.

Do istog zakljucka mozete doéi ako skicirate presjeke poluravnina koje pred-
stavljaju rjeSenja gornjih nejednadzbi.

Primjer 10 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In[r? — 4 arccos? -

Rjesenje: Postavljamo uvjete:

(1) 72 — 4arccos? % > 0, zbog logaritamske funkcije

(2) —-1< i < 1, zbog arccos funkcije.
Rjesavamo prvi uvjet:
72 — 4 arccos? § >0

—4 arccos? % > —g2

arccosZ% < (3)?
|arccos <3

-5 < arccos§ <3
S obzirom na to da je skup vrijednosti arccos funkcije dan s 0 < arccosi <m,
to je nejednakost —3 < arccos% uvijek zadovoljena. Medutim, moramo uzeti u
obzir uvjet 0 < arccos %, pa sada imamo



0< arccos% < 3, 8to invertiranjem daje

cos( > % > cos%

1> % > 0.
Vidimo sada da je ovaj sustav nejednadzbi "ja¢i" od onog danom uvjetom (2),
kojeg stoga neéemo niti rjeSavati. RjeSavamo dakle do kraja uvjet (1), tj. nje-
gove dvije nejednadzbe:

(a) 0< +: radi se o totkama prvog (x > 01y > 0)itreteg kvadranta (x < 01
y < 0), iskljucivsi tocke koje se nalaze na koordinatnim osima (zbog stroge
nejednakosti).

(b) 7 < 1: ako je y < 0 imamo x >y, a za y > 0 je x < y. Dakle, ako se
radi o treéem kvadrantu, rjeSenje predstavljaju tocke koje zadovoljavaju
nejednadzbu y < x, a ako se radi o prvom kvadrantu, rjeSenje su sve tocke
koje zadovoljavaju nejednadzbu y > x.

Konaé¢no rjesenje mozemo zapisati ovako:

D(f) ={(z,9)lx <0,y <0,y <z} U{(z,y)lz >0,y >0,y > x}.
Napomena: Prema svim "parnim" korijenima postupamo kao s drugim kori-
jenom, tj. zahtijevamo da argument bude nenegativan. ako se radi o neparnim
korijenima, ne postavljamo uvjete, tj. argument je proizvoljan realan broj.

Zadatak 11 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = logy(a? + y* - 9) - arccos 232

(2) () = arcsin [1 - (ﬁ;zjﬂ

T 2
(3) f(x,y) = In(42% + 9y® — 1) + arcsin %

(4) f(l', y) =In <£) —+ arccos 2;3;/

Y

1.2 Parcijalne derivacije

1.2.1 Parcijalne derivacije prvog reda

Definicija 1.2.1 Neka je f(x,y) funkcija dvije varijable. Ako y drzimo kon-
stantnim (npr. y = yo), a x varijabilnim, onda moZemo promatrati f(x,yo) kao
funkciju varijable x. Ako je ta funkcija diferencijabilna v x = xo, onda vri-
jednost derivacije te funkcije oznacavamo s f.(xo,yo) i zovemo je parcijalna
derivacija funkcije [ po varijabli x u tocki (xo,yo). Ponekad se pise i
%l(zo,yo)f(mvy) ili %f(fﬂmyo)-

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y
u tocki (zo,y0), u oznact fy(zo,yo), g—ikwo,yo)f(x,y) ili %f(lﬂg,yo).

Ako parcijalna derivacija funkcije f po varijabli x postoji za sve fiksne y = yo
u svim tockama x = xo (To 1 Yo su takvi da je (xo,yo) iz domene funkcije



f), onda funkciju f — f. danu s (zo,y0) — fx(x07yoa) zovemo parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x, u oznaci f, ili 5.

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y,
u oznaci fy ili %5'

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije prvog reda
funkcije f ili skrac¢eno prve parcijalne derivacije funkcije f.

Primjer 1 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = 2® — y + 223y?, te nadite
fo(1,4) 1 f,(1,-1).

Rjesenge:
Da bismo na8li parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli x, promatramo
gornju funkciju kao funkciju varijable x, dok varijablu y shva¢amo kao kon-
stantu. Imamo

fu(x,y) = 322 + 62%y?

fy(@,y) = =1+ 423y.
Da bismo izra¢unali vrijednost parcijalne derivacije po z ili po y u tocki (1, —1),
potrebno je samo uvrstiti ove vrijednosti u izraz za f; i f,, redom. Imamo

f:(1,4)=3-12+6-12-42 =99

fy(1,-1)=-1+4-13.(-1) = —5.
Pavilo za derivaciju kompozicije funkcija vrijedi i ovdje, kao $to se moze vidjeti
u sljedeéem primjeru:

Primjer 2 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = arctan £.

Rjesenje: Racunamo:

B 1 y, 1 -y 2 -y —y

fole,y) = 1+(%)2.fm(5)_12;1/2.?_3324-%.?_332—1—(@2
1 y 1 1 x? 1 x

Moy = o W) = Egm e Ty

(1) f(z,y) =52%y* -9

(2) f(z,y)=e""2

(3) f(z,y) = arcsinay?

(4) f(z,y) = a*sinzy?

(5) f(x,y) =sine*™¥

(6) flz,y) =1 —a2—y?
(7) flz,y)=a23Inl4zy 5
(8) flz,y) = /325y — Tady



(9) fla,y) = 222

(10) f(z,y) =y % tan~"' £,

Zadatak 4 Izracunajte vrijednosti f, i f, funkcije f(z,y) u danim tockama:

(1) fl@y)=9-2>=T7y" u (3,1)
(2) f(z,y) =% u (1,1)

(3) fla,y) = Va2 + 452 u (1,2)
(@) f(z,y) = a?cosay u (4, 7).

1.2.2 Parcijalne derivacije drugog reda

S obzirom da su parcijalne derivacije po z i po y (ako postoje) i same funkcije,
moZemo (uz neka ogranicenja koja nas ovdje neée zanimati) izra¢unavati njihove
parcijalne derivacije, bilo po z bilo po y:

Preciznije, za danu diferencijabilnu funkciju f i njene parcijalne derivacije (ako
su one opet diferencijabilne funkcije) moZzemo racunati:

(1) parcijalnu derivaciju po x funkcije f, — oznaka f,, ili ng

(2) parcijalnu derivaciju po y funkcije f; — oznaka fy, ili 55

(3) parcijalnu derivaciju po « funkcije f, — oznaka fy, ili 520y
(4) parcijalnu derivaciju po y funkcije f, — oznaka f,, ili g—yQ.

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije drugog reda
funkcije f ili skra¢eno druge parcijalne derivacije funkcije f.

Napomena:

Naravno, moguée je raCunati parcijalne derivacije drugih parcijalnih derivacija
(tzv. parcijalne derivacije treéeg reda), pa i nastaviti ovaj postupak na rac¢unanje
parcijalnih derivacija jo§ visih redova. Medutim, nas to ovdje neée zanimati.

Primjer 1 Izrac¢unajte parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) =
2% + 2ty
Rjesenje:
Najprije treba izracunati parcijalne derivacije prvog reda:
fola,y) = 2xy® + 42y
fy(@,y) = 32%y? + 2.
Sada mozemo izra¢unati sve Cetiri parcijalne derivacije:
foo(@,y) = 2y° + 122%y
fay(2,y) = 62y + 423
Jya (2, y) = 62y? + 423
fyy(xy) = 622y.

10



Napomena:

Primijetite da je u prethodnom primjeru f,,(z,y) = fyz(,y), 8to je upravo
tvrdnja Schwarzovog teorema. Naime, za dovoljno "lijepe" funkcije imat ¢emo
uvijek jednakost izmedu "mijeSanih" parcijalnih derivacija, pa ¢e u praksi biti
dovoljno izra¢unati samo tri od Cetiri moguée parcijalne derivacije drugog reda.

Zadatak 2 Ponovite zadatke 3 i 4, ali sada ra¢unajuéi sve parcijalne derivacije
drugog reda. Uvjerite se u ispravnost tvrdnje Schwarzovog teorema na ovim
primjerimal

1.2.3 Parcijalne derivacije implicitno zadanih funkcija

Cesto u praksi nailazimo na funkcije kod kojih nije moguée eksplicitno izraziti
funkcijsko pravilo u terminima obiju varijabli. Npr. kod funkcije f(z,y) zadane
implicitno s %+ f (z, y) sin(zy f(z,y)) = 0 nije mogucée eksplicitno izraziti f(z,y)
kao funkciju u varijablama x i y. U takvim izrazima esto oznacavamo z :=
f(x,y) pa gornji izraz poprima oblik 22 + zsin(zyz) = 0. Sada formalno ovaj
izraz shvaéamo kao funkciju F(z,y, z) tri varijable z,y i z, iako je jasno da je z
ovdje zapravo funkcija u varijablama x i y.

Nas ¢e prije svega zanimati kako u takvim izrazima naéi parcijalne derivacije
prvog reda i potom izrac¢unati vrijednosti tih derivacija u zadanoj tocki. U
naSim oznakama to znaci da Zelimo pronadi z, i z,.

Pri rac¢unanju parcijalnih derivacija vrijedi sljedeée pravilo:

Primjer 1 Izra¢unajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s 222 + 22 + 2z + y?> +4 = 0.

Rjesenje: U naSem slucaju je F(z,y,2) = x2? + 22 + 2z + 3> + 4, pa je

Fo(z,y,2) = 2% + 22 + 2

Fy(z,y,2) =2y

F,(z,y,z) = 2zz.

Sada je prema gornjoj formuli

folz,y) = _ 2242042

2xz

2
fylwy) = =525 = — 2%

Zadatak 2 Izracunajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s:

(1) (@412 +2%)5 =1
(2) n(222 +y—2°%) ==
(3) 22+ zsinzyz =0
(4)

4) e®¥sinhz — 22z +1=0.

Tty
rz+yz+2°

Primjer 3 Izracunajte z,.(0,0) ako je z =

11



Rjesenje: lako na prvi pogled tako ne izgleda, z = f(z,y) je implicitno
zadana kao funkcija u varijablama x i y. Sredivanjem dobivamo:
Zx+yz+2)=x+y
zr 4y +2z—x—y=0.
Dakle, F(x,y,2) := zx + y2% + 22 — 2 — y, pa imamo
Fy(x,y,2)=2z-1
F.(z,y,2) =z +2yz + 2.
Stoga je z, = *a:-s-zz;yzl-m'
Sada treba nadi drugu derivaciju z,,. Da bismo je izracunali, trebat ¢e nam i
2y
Fy(z,y,2) = 2% — 1, pa je

2?1
z+2yz+2°

Nama ¢e trebati z,(0,0). Ako je =y = 0, onda uvrstavanjem u pocetni izraz
za z = f(x,y) imamo z = 0, pa je z,(0,0) = %

Zy:

Sada ra¢unamo z,,(1,1), 8to je parcijalna derivacija po varijabli y funkcije z,.
No, kako z, nije eksplicitno izrazena kao funkcija po z i y, veé se s desne strane
izraza za z, pojavljuje i sam z, morat ¢emo pazljivo derivirati, shva¢ajuéi z kao
funkeiju u varijabli y (jer parcijalno deriviramo po y). To zna¢i da ¢e se u izrazu
za zy, Pojaviti z,, kojeg smo gore ve¢ izracunali u tocki (0,0). Imamo:

_ zy(z+2y2+2)—(2— 1)(22+2yzy)

Zyx = (z+2yz+2)2
Za tocku (0,0) (tj. z=0,y=0, 2=0, Zy(o 0) = %) e
Zyz(O,O):*%ZQ( D0 s tj. 224(0,0) = 4'

Zadatak 4 Izrac¢unajte druge parcijalne derivacije funkcije z = z(z,y) u tocki
T(1,0) zadane implicitno s 2% — 2z + 22 —42+1=0, 2 > 0.
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