Poglavlje 10

ViSestruki integrali

Od viSestrukih integrala radit ¢emo dvostruke integrale. Princip integriranja je isti kao
kod jednostrukih integrala, samo Sto moramo paziti na redoslijed integracije.

Simbolicki zapis dvostrukog integrala je

[ swpdsdy

pri ¢emu je S podrudje integracije, a f(z,y) podintegralna funkcija.

Oznaka dx dy se u simbolickom zapisu uvijek piSe na taj nacin, no ne oznacava redosli-
jed integracije. Redoslijed integriranja kod dvostrukih integrala uvijek je od unutarnjeg
integrala prema vanjskom integralu. Koristit ¢emo dva zapisa za svaki od redoslijeda

integriranja:

1. prvo integriramo po y zatim po x

b pfa(x) b fa(x)
[ temagas o [ae [ swyay
a 1(x) a 1(x)

Ako je vanjski integral po x, onda granice unutarnjeg integrala moraju biti izrazene
u varijabli  (tj. kao funkcije fi(z) i fo(z)). Granice unutarnjeg integrala ne smiju

sadrzavati y.

88
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2. prvo integriramo po varijabli x zatim po y

d  prg2(y) d 92(v)
/ / f(x,y)dxdy ili / dy / f(z,y)dx.
c Jagi(y) c g1(y)

Ako je vanjski integral po y, onda granice unutarnjeg integrala moraju biti izrazene
u varijabli y (tj. kao funkcije g1(y) i go(y)). Granice unutarnjeg integrala ne smiju

sadrzavati x.

2 1
Zadatak 10.0.1. Integrirajte/ dy/ (2% + 2y) dx.
0 0

Rjesenje.

2 1 21 pl 1 2 (3

/ dy/(x2+2y)dx:/ {/ xQdI—i-Zy/ 1dx] dy:/ —

0 0 o LJo 0 o \ 3
21 1

— [ (242y) dy=(2y+4?

i (v} = (oow)

3 5
Zadatak 10.0.2. Integrirajte / dy/ (x + 2y) dz.
-3

24
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Rjesenje.

/ dy/ (x +2y)d
2.4

y2—4

=/
:/_i [(§+10y> - (%(y2—4)2+2y(y2—4)>} dy =
’

-3 -3
3 3 3
() 1 ) 9
= —= yldy—2-04+4-2 | y?dy+18-0+=-2 ldy =
2 0 0 2 0
5|7 ’ 243 252
) )
= —Z R =" 2497 ="
5 0+8 3 0+9yO 5 + 72+ 27 5

U jednakosti (*) koristena je Napomena o integriranju neparne, odnosno parne
funkcije na simetri¢cnom intervalu.

Zadatak 10.0.3. Integrlrajte/ dgp/

sin ¢

Rjesenje.

21
e 1 [* 1 1 [*1—cos2p
- = 1d — = in2 d = — — — —d —

2
zi.zﬁ_z/o (1—cos?<,0)d<p=7r—1(¢—§Sin(2@)> ) -
1 1 1
:7‘(‘—1(27T—§Sln(477)_0+581n0):g

Zadatak 10.0.4. Skicirajte podrucje integracije S u integralu:

o [Ca [ i v [a [T

Rjesenje.
a) Podrudje S se po varijabli z proteze od x = 1 do x = 3, a po varijabli y od funkcije

filw) =27 fola) = 2 +9.
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-5-4-3-2-1 123 4567829

Slika 10.1: Podrudje S

b) Podrucje S se po varijabli y proteze od y = 0 do y = 4, a po varijabli x od ¢;(y) =y
do g2(y) = 10 — y.

ny)=y=zs=y=y=uz

@ey)=10—y=2=10-y=y=10—1=z

-4

Slika 10.2: Podrudje S

Zadatak 10.0.5. Odredite granice integracije u oba poretka za // f(z,y) dx dy ako je:
S

a) S trokut s vrhovima (0,0), (1,0) 1 (1,1),
b) S odreden odsjeckom parabole y = x* omeden pravcem y = 4.

Rjesenje.
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2
1.5
1
0.5
S
-1 =05 0 0.5 1 15 2 25
-0.5

Slika 10.3: Podrudje S

a) Pravac koji prolazi kroz (0,0) i (1,1) ima jednadzbu y = x, onaj kroz (0,0) i (1,0) je
y = 0 te onaj kroz (1,0) 1 (1,1) je z = 1.

1. poredak: za fiksni z € [0,1] po y se

kre¢emo od pravca y =0 do y = x.
1 T
/ dx/ flz,y)dy
0 0 za fiksni x

2. poredak: za fiksni y € [0,1] po z se

kre¢emo od pravca y = x do z = 1, no prvi

pravac ne smijemo zapisati na taj nacin, veé

[ dy/ylﬂx,y)dx

b) Najprije skiciramo zadanu parabolu i pravac.

|

za ffiksni y
kao x = y.

4 -3 2 10 1 2 3 4
-1

-2

Slika 10.4: Podrudje S
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Prvi poredak: po z se kre¢emo od -2 do 2, a za fiksni z € [—2,2] kre¢emo se od

[ ar [ sty

Drugi poredak: po y se krecemo od 0 do 4, a za fiksni y € [0,4], krecemo se od lijeve

parabole y = 22 do pravca y = 4.

grane parabole x = —,/y do desne grane parabole z = /y.

/04 dy/_f;f(w,y)dﬂf

Zadatak 10.0.6. Promijenite poredak integracije u integralu:
T+x

/ da:/ f(z,y)dy, b) (Zadatak s ispita) / daz/ y) dy.
2z +2)2+3

Rjesenje.

a) Najprije skiciramo podruéje S koje se po x prostire od x = 0 do x = 1, a po y od

fi(z) =2z do fo(x) = 3.

—4-3—2—1%12345

Slika 10.5: Podrucje S

Prilikom zamjene redoslijeda integracije prvo odredimo granice za y: od 0 do 3. Na

tom intervalu funkcije g1(y) i g2(y) nisu cijelo vrijeme iste. Preciznije, funkcija g1(y) = £
je stalna, no za fiksni y € [0, 2] funkcija g»(y) je pravac ,azay € [2,3], funkcija

92(y) je vertikalni pravac g»(y) = 1.

92
2 gls

1
4 3 2 10 1 2 3 4 5
-1

Slika 10.6: Podrudje S
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Prema tome, u drugom redoslijedu integral ne mozemo zapisati kao jedan dvostruki

integral, ve¢ kao dva.

]:/02 dy[jf(m,y)dw—k/: dy[;f(x,y)d:v

b) Najprije skiciramo podrucje S.

Slika 10.7: Podrudje S

Kao presjecne tocke funkcija fi i fo dobivaju se toc¢ke (—3,4) 1 (0,7). Po y S se pruza
od y =3 do y = 7. Funkcija go(y) = =2+ /y — 3 jeista za sve y € [3,7], no za y € [3,4]
jegi(y)=-2-+y—3,azay €47 jegi(y) =y — 7. Integral je

4 —2+/y—3 7 —2+/y-3
1=/ dy/ f(x,y)dw+/ dy/ flz,y)dz.
3 —2—/y—3 4 y—7

-0 8 -6 4 -2 0 2 4 6

Slika 10.8: Podrudje S

Zadatak 10.0.7. Izracunajte [[ f(x,y)dz dy ako je S manje podru¢je omedeno pravcem
S
koji prolazi tockama (0,2) i (2,0) i lukom kruznice 2% + (y — 1)*> = 1 za f(z,y) = z.

Rjesenje. Skiciramo S. Jednadzba pravca kroz (0,2) i (2,0) jey = —z + 2.
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Slika 10.9: Podrudje S

Presjek kruznice i pravca dobijemo rjeSavanjem

P+ (—r+2-172=1

202 — 22 =0
2¢(x—1)=0
ZL’1:0 ZEgzl

y1:2 ’y2:1

Zapisujemo integral, npr. u poretku po x pa po y. Podrucje S proteze se po x od x =0
do x =1, a po y od pravca fi(z) = —x + 2 do gornje polukruznice fo(z) =1+ /1 — 22
(+y—12=1=@Wy-12=1-2>=y=1+V1—122).

1 1+V1—a? 1
I:/ d:c/ xdy:/ Ty
0 —x+2 0
t=1-—2 z1=0—>¢t =1

/xvl—xQdI— dt = 2xdr x9=1—1t=0| =

14+/1—22

1
d:c:/ (—r+2°+2vV1—a2)dr =
0

—x+2

rdr = — dt
2 10
1 1 1 /° 1 1
— 4 -_Z tdt = —— — . =2
273 2/1‘[ 23| 76

Zadatak 10.0.8. Izracunajte ff dx dy ako je S podrucdje omedeno parabolom y =

2+2

? 1 pravcem y = I.

Rjesenje. Najprije skiciramo S.
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-3 2 - 1 2 3 4 5

-1

Slika 10.10: Podrucje S

Presjek pravca i parabole dobivamo na sljede¢i nacin.

2 —2x =0
x(r—2)=0
r1=0 a9=2

yle {L‘QZQ

Postavljamo integral, npr. najprije po x zatim po y. Po x se podrucje S proteze od 0 do

2, a po y od parabole f(z) = % do pravca fo(x) = x.
dr =

2 x 2 x 2 v
1 1
12/ dx/ %dy:/ x/ ﬁdydx:/ x-—arctgg
0 22ty 0 22ty 0 T T
2 2

=z
2

2 2
:/o (arctgl—arctg%) dx:/o (%—arctg%) dxz%/o ldx—/o arctggdx:

u = arctg § dv = dx 9 5 -

T T x
=|ldu=—"5-ider wv=zx | =-z| — |zarctg=| — dr| =
1422 2 4 . &9 . Jo 4+ 22

du—4+2$2dx

2 _ 2 _ _
2 t=44+2° 11=0—=1 =4
:g—[Qarctgl—Oarcth—/o 4—|—$x2d4: ! !

81 8
—<z—/—dt)—ln|t|
2 ), t

4

dt =2xdx x9=2—13=238

=1In2
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10.1 Dvostruki integrali - polarne koordinate

Sjetimo se polarnih koordinata kod jednostrukih integrala u racunanju povrsina likova
(Lekcija 5). Formula koju smo tamo koristili za ra¢unanje povrsina izvedena je pomocu
dvostrukih integrala.

Ovdje nas zanima kako transformirati dvostruki integral zapisan u Kartezijevim koordi-
natama u dvostruki integral u polarnim koordinatama.

Poveznica tih dviju vrsta koordinata je x = rcosy, y = rsiny. Simboli¢ki zapisana

//f(x,y)dxdy://f(rcosgo,rsingo)rdrdgp
S S

pri ¢cemu je S u prvom integralu opisan pomocu Kartezijevih koordinata, a u drugom

formula je

integralu pomoc¢u polarnih koordinata. Integral na desnoj strani ima dodatno i r koji

predstavlja Jacobijan zamjene koordinati.
2 T
Zadatak 10.1.1. Transformirajte/ da:/ f(x,y) dy u integral s polarnim koordinatama.
0 0

Rjesenje. Skiciramo podrucje S.

Slika 10.11: Podrucje S

Sjetimo se, kod polarnih koordinata r oznacava udaljenost toc¢ke od ishodista, a kut ¢
je kut izmedu spojnice te tocke i pozitivnog dijela osi x.

Najudaljenije tocke podrucéja S leze na pravcu x = 2. Kako je u polarnim koordinatama

2
cosp”

x = rcos p, slijedi da je r =
Kut ¢ je izmedu 01 7 jer je koeficijent smjera pravca y = x jednak 1, a kut koji pravac
zatvara s pozitivnim dijelom osi x i koeficijent smjera tog pravca povezani su na nacin da

je tgp = k. Bududi da je ishodiste dio podrudja S, najmanji r je 0.
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S u polarnim koordinatam uvijek opisujemo najprije po ¢, a onda po r, tj. integral je

us _2
I:/ dgp/ Wf(rcosgo,rsinap)rdr.
0 0

Zadatak 10.1.2. Transformirajte [[ f(z*+y?) dz dy ako je S podrucje omedeno pravcima
s
y=x,y=—xiy=1.

Rjesenje. Skiciramo S.

05 1 15 2 25 3

Slika 10.12: Podrucje S

Kao i u prethodnom zadatku, na temelju koeficijenta smjera pravaca dobivamo da je

Y e [%, ?jf] Buduéi da je ishodiste dio podrucja S, najmanji r je 0. Najudaljenije tocke

od ishodista su one na pravcu y = 1. U polarnim koordinatama je y = rsiny pa je

1
sing”

T =

U argumentu funkcije javlja se 22 + y? = (rcosp)? + (rsinp)? = r2.

]:/ dcp/ f(r*)rdr
z 0

Zadatak 10.1.3. Prelaskom na polarne koordinate izraunajte [[ /2?4 y? dz dy ako je
S

S podruéje omedeno kruznicom z? 4 2 = 2.

Rjesenje. Najprije napisemo jednadzbu kruznice u standardnom obliku.

2t +y? =22
=24+ 1y* =0
(22 =22 4+1)—14+9*=0
(z—1)2+y* =1

S(1,0),r=1
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Slika 10.13: Podrucje S

Spojnica toc¢aka koje su u S s pozitivnim dijelom osi x zatvara kut od —7 do 7.

Najbliza toc¢ka ishodista koja je i u S je samo ishodiste pa je najmanji r jednak 0. Naju-
daljenije tocke iz S su tocke s ruba kruga, tj. tocke na kruznici. Uvr§tavanjem polarnih

koordinata u jednadzbu kruznice dobivamo gornju granicu integrala za r.

(1 cos p)? 4 (rsinp)? = 2rcos ¢
r? = 2rcos ¢

r = 2c0s

Podintegralna funkcija je /22 + y2 = Vr2cos? o +r2sin’ @ = r.

5 2 cos
I:/ dgp/ r~rdr:/
_ 0 _

us
2

2cos
7“3

3

Wl

vl

™

8 [z 8
25/ COSQOCOSQ(pdg0:§/2 cos (1 — sin? ) dp =

»

s _
2 2

=singy p1=—5 =t =sin—F =—1

dt = cospdp =5 =1la=sing =1
8 [ 8 t3 32
——/(1—t2)dt—— t—— = —
3 )4 3 3

9
Zadatak 10.1.4. Prelaskom na polarne koordinate izracunajte

2v2 V16—z2
/ dx Va2 +y?dy.
0 T

Rjesenje. Skiciramo S. Gornja granica drugog integrala je y = /16 — 22 Sto predstavlja

gornju polukruznicu kruznice x? + y* = 16.
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Slika 10.14: Podrucje S

Kut ¢ krece se od 7 do 7. Ishodiste je dio podrucja S pa je najmanji r, r = 0.

Najudaljenije tocke podrucja S su na kruznici.

(rcos)? + (rsinp)? = 16
r’ =16

r=4

Podintegralna funkcija je /22 + y2 = Vr2 = r.
2 4 ERa 64 [2 167
I= d crdr = —dr=— dp = —
/er go/o rerdr /er g dr=-3 . © 3

10.2 Dvostruki integrali - povrSina

Pomoc¢u dvostrukih integrala povrSina podrucja S rac¢una se tako da se za podintegralnu

funkciju f(z,y) uvrsti f(z,y) = 1.

P(S) = // d dy

Kada S opiSemo sukladno skici (odredimo granice dvostrukog integrala), lagano dolazimo
b
do formule za povrsinu liku koju znamo iz Lekcije 5, P = / (fa(x) — fi(z)) dz.

U polarnim koordinatama formula za povrsinu S je
P(S) = //rdrahp.
s

4 16—y2
Zadatak 10.2.1. Skicirajte povr§inu zadanu s / dy / dzx. Transformirajte zadani
0 4—y

integral u polarne koordinate.
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Rjesenje. Skiciramo S. Po y od 0 do 4, a po x od x = 4 — y, §to je pravac y = 4 — x, do
x = /16 — y2 §to je desna polukruznica kruznice z2 + y? = 16.

55
5
45
DS
35
3
25
2
15
1
05

L
—-5-45-4-35-3-25-2-15-1-05 | 05 1 15 2 25 3 35 445 555 6 65 7
05

-1
-15

Slika 10.15: Podrucje S

Kut ¢ ide od 0 do 7.
Najblize tocke ishodistu, a da su u S, leze na pravcu y = 4 — x. Uvrstimo li polarne

koordinate, imamo

rsing =4 —rcosy

r(sing + cosp) = 4
4

A

SIn ¢ + cos

Najudaljenije tocke ishodistu, a da su u S, leze na kruznici 2 + y? = 16. Uvrstimo li

polarne koordinate, imamo

(rcosp)? + (rsinp)? = 16

r? =16

Integral kojim dobivamo povrSinu je

T 4
I:/ dgp/ rdr.
0 4

sin p+-cos ¢

3

dgp/ww rdr. Tran-
0

arctg 2
Zadatak 10.2.2. Skicirajte i izra¢unajte povrSinu danu s /

™

IS

formirajte u Kartezijeve koordinate.

Rjesenje. Odredimo kojim pravcima odgovaraju kutevi 7 i arctg 2.
tgi=1=y=x
tgarctg2 =2 =y =2z

CO?;@ Sto daje r cos ¢ = 3 $to prepoznajemo kao x = 3.

Najveéir jer =
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S T S N R ]

Slika 10.16: Podrucje S

Integral u Kartezijevim koordinatama je

3 2z 3 3 9
P(S):/ dx/ 1dy:/ Y dx:/ xdx:§.
0 x 0 0

Primijetimo da je integral izrazen u novim koordinatama laksi za racunanje nego zadani

2z
T

integral.
Zadatak 10.2.3. Odredite povrsinu lika omedenog s y*> = 10z + 25 i y? = —6x + 9.

Rjesenje. Presjecne tocke zadanih parabola dobivamo

10z + 25 = —6x + 9
16z = —16

r=—1=9y"=10-(-1)+25=15 =y, = +V15.

To su tocke A(—1,v/15) i B(—1,—/15).

7 %6 5 4 -3|-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

|
S b Lol 4 v s

B
&b

Slika 10.17: Podrucje S

Zapisujemo dvostruki integral s podintegralnom funkcijom f(z,y) = 1 jer trazimo
povrsinu lika. Primijetimo da ako prvo opisujemo S po z, a zatim po y, da se mijenjaju
funkcije f1(z) i fo(x) (do —1 to su grane parabole y* = 10z + 25, a nakon —1 to su grane
parabole y*> = —6z + 9). Zato je bolje integral postaviti najprije po y zatim po .
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Y2 =100 425 =z = 35(y* — 25) = q1(y) = 75(y* — 25)
y'=—6r+9=x=g5(-y*+9) = n) =5(-y*+9)

& (—>+9) Vs [sCvH9) V15 4
/ dy/ 1dl’—/ x dy:/ (—Ey2—|—4> dy =
0(1/2*15) -V15 %(y2_25) -V15
V15

( 1 +4 > ‘ 16 15
= |-’ +4y =5
45 UE 3

Zadatak 10.2.4. Prelaskom na polarne koordinate izracunajte povrsinu lika omedenog

sx?+yP =2z, 2+ =4dx,y=xiy=0.

Rjesenje. Jednakost z2 + y? = 2z predstavlja kruznicu (x —1)> + 9% =1, a 22 + ¢y = 4x
kruznicu (x — 2)? +y? = 4.

35
3
25
2
15 /
; L S

0.5 ) A

I

35 -3 25 -2 15 -1 05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

0.5

-1
-15
-2

Slika 10.18: Podrucje S

Lik nam je lakSe opisati u polarnim koordinatama. Kut ¢ krece se od 0 do 7. Tocke

lika najblize ishodistu su one na manjoj kruznici

2?4y =2
r? cos? p + r?sin ¢ = 2r cos @
r? = 2rcosy

r = 2cosp.
Tocke lika najudaljenije od ishodista su one na ve¢oj kruznici

2?4y’ =4z
r? cos® o + r?sin? p = 4r cos ¢
r? = 4r cos @

r = 4cos p.
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4cosp

jus

I 4cosp i1 )
P(S):/ dgp/ 1-rdr:/ 5"
0 2cos ¢ 0 2cos

£1 9 . 1
:6/4Ho_swdgng/qwcos(zgo))dgp:g(W_Sm@@) L
0 2 0 5 0 0 >

1 E
dg0:—12/ cos” pdp =
2 Jo

al

10.3 Dvostruki integrali - volumen

Pomoc¢u dvostrukih integrala mozemo izracunati i volumene tijela koja su odozgo omedena

grafom funkcije f(z,y). Formula je sljedeca:

V://f(x,y)da:dy

pri ¢emu je S projekcija dijela grafa funkcije f na zy-ravninu. Lik S nalazi se u xy-ravnini
(z = 0) pa njega najces¢e dobivamo uvrstavanjem 0 na mjestu z u jednadzbama ploha

koje se javljaju u zadatku. Podintegralna funkcija je f(z,y) = z.

Zadatak 10.3.1. (Zadatak s ispita)

Izracunajte volumen tijela omedenog plohama r = 3, 2 = 3y?, 2 =01 z = 5.

Rjesenje. Jednadzbom z = 0 dana je xy-ravnina. Ploha koja odozgo omeduje tijelo dana
jesz=>5paje f(x,y) =5. Lik S odreduju x =3 iy? = %x

35
3
25
2
15
: _—
05 J—

| §
35 3 25 2 15 -1 05 ~05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5f
-1
-15
-2
-25
-3

Slika 10.19: Podrucje S

1 3 1 3 1
vz/ dy/ 5d:)3:/ 5 dy:/ (15 — 15y%) dx = (15y — 5y*) | =20
-1 3y? -1 -1

3y? -1

Zadatak mozemo postaviti jos na dva nacina:

V:/ dx/ 5dy
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ili koriste¢i simetriju lika S s obzirom na os x

V:2/ d:v/ 5dy.
0 0

Zadatak 10.3.2. Izra¢unajte volumen tijela omedenog s 2%+ 2% = 1 i y = x te uz uvjete

r>0,2>201iy >0.

Rjesenje. z=0=2>=1= 115 = +1
Biramo xz = 1 jer je uvjet da = > 0. Lik S odreden je pravcem z = 1, y = x i koordinatnim

osima. Podintegralnu funkciju dobivamo iz jednakosti u kojoj se javlja z.
2 +22=1=2=4V1—2a2
Biramo z = /1 — 22 jer je uvjet z > 0 pa je f(z,y) = V1 — 22.
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Slika 10.20: Podrucje S

1 x 1
V:/ d:v/ \/1—:B2dy:/ V1—2x%y
0 0 0

z 1
:/ V1 —x2dr =
0
0

t=1-—2? r1=0=1t =1 0
1 1
= |dt=2xdr x93=1=1=0 =——/ t2dt = -
2 Jy 3
xda::—%dt

Zadatak 10.3.3. Izracunajte volumen tijela omedenogs v =2,y =4, 2 =0,y =22 +4

iz=2x2

Rjesenje. Jednakost z = 0 predstavlja zy-ravninu.

Lik S odreden jes x =2, y =4, y = 2> + 4, a f(x,y) = 2%
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Slika 10.21: Podrucje S
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