Poglavlje 3

Odredeni integral

3.1 Uvodni dio

Odredeni integral je integral oblika

/a ’ f(z)dz

pri ¢emu je a donja granica, b gornja granica. Interval [a, b] nazivamo integral integracije.

Teorem 3.1.1. Newton-Leibnizova formula

Vrijedi da je
b

/ f(z)dx = F(z)| = F(b)— F(a)

a

gdje je F'(z) = f(x), za svaki x € [a, b].
Teorem 3.1.2. Svojstva odredenog integrala

) /aaf(x)dx:()
b) /abf(x)dx:—/baf(x)dx
) /abf(ac)d:c:/acf(a:)dx+/cbf(x)dx,zace(a, b)

b
d) / f(z)dz > 0 ako je f(x) > 0, za svaki = € [a, b]

e) aditivnost

22
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f) homogenost
Zadatak 3.1.3. Rijesite sljedec¢e odredene integrale.

5 s
a)/ (32% — 1) /—dx c/ sin x dx
-3

RjeSenje. a)

5 5 5 ZEB 5 5
/ (31:2—1) dx:?)/ xzdx—/ ldx:?)—‘ —x‘ =
_3 _3 -3 3 1-3 -3

= —cosm — (—cos0) =2

s
sinxdr = —cosz
0 0

3.2 QOdredeni integral pozitivne funkcije - geometrijska
interpretacija

b
Odredeni integral / f(x) dz jednak je povr8ini ispod grafa funkcije f, a iznad osi z na

intervalu [a, b].

- /// (l b —

c‘"“f"lf

Slika 3.1: Primjer povrsine ispod grafa pozitivne funkcije f

3
Zadatak 3.2.1. Izracunajte / 423 dx 1 geometrijski interpretirajte rezultat.
2
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3 3t 2
=4-\———] =65
2 (4 4)

Rjesenje. Rijesimo najprije zadani integral.

3 3 !
/4x3dx:4/ 2dr=4-"—
2 2 4

% 5 4 3 2 -t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
-10
f -20

Slika 3.2: Graf funkcije f(z) = 42°

Geometrijska interpretacija je P(D) = 65.
2
Zadatak 3.2.2. Izracunajte / (xg —2x + 3) dzx i geometrijski interpretirajte rezultat.
1
Rjesenje.

2 2 2 2 3
/ (:(:2—2x+3)dx:/x2d:c—2/ xd:z:—l—S/ ldr = —
1 1 1 1 3 h

23 13 22 12
:----2-(———)+3-(2—1):z

2 2

22 (2
_9.
2

+3-x
1

2

1

2 2 3
Za geometrijsku interpretaciju analiziramo f(x) = z* — 2z + 3. Kvadratna funkcija nema

realnih nultocaka, konveksna je i tjeme joj je u tocki (1,2).

0.5

35 -3 25 -2 -15 -1 05 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5

05

Slika 3.3: Graf funkcije f(z) = 2% — 2z + 3

Geometrijska interpretacija je P(D) = %.
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Napomena 3.2.3. Newton-Leibnizovu formulu u proslom zadatku mogli smo primijeniti

i tako da najprije zapiSemo primitivne funkcije svih podintegralnih funkcija, a potom

2
23 13 7
== —-2243-2) - (= —-1°4+3-1) =-.

1

primijenimo formulu:

x3 x?
R ) R
<3 2—1—335)

3
Zadatak 3.2.4. Izracunajte / |z — 2| dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
0

Rjesenje. Buduéi da ovdje trebamo odrediti primitivnu funkciju apsolutne vrijednosti,
potrebno je najprije promotriti funkciju f(x) = |z — 2| na intervalu [0, 3] te se sukladno

ponasanju funkcije "osloboditi" znaka apsolutne vrijednosti.

05 Dl

-15 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5

05

-1

Slika 3.4: Graf funkcije f(x) = |z — 2|

Promatramo funkciju na [0, 3]. Vidimo da za x € [0, 2] apsolutna vrijednost mijenja
predznak izraza x — 2 iz negativnog u pozitivni, dok za = € [2, 3] predznak izraza x — 2
ostaje nepromijenjen (pozitivan).

Integral rac¢unamo tako da ga rastavimo na dva integrala koristeéi svojstvo ulanc¢anosti

integrala. Posebno obratite pozornost na granice tako dobivenih integrala.

/03\:1:—2|dx:/02—(x—2)d:c—|—/:($—2)dx:/02(2—33)61:5_1_/23(;5_2)031.:
DG
b (9

Geometrijska interpretacija je P(D;) + P(Dsy) = g

3

Zadatak 3.2.5. Izracunajte / |z|® d i geometrijski interpretirajte rezultat.
—2
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RjeSenje. Najprije skiciramo graf funkcije ispod znaka integrala.

r\ 26

8
6
4 D2
2

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7£

-65 -6 -55 -5 45 -4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5
-2

Slika 3.5: Graf funkcije f(z) = |z|?

3 0 3 0 3 o
/ |x|3dm:/ (—x)?’dx—i—/ ZL‘3dZE:—/ x?’da:—l—/ dr = -
-2 —2 0 -2 0 4

Geometrijska interpretacija je P(D;) + P(Dy) = 2.

3.3 Integrali ostalih funkcija - geometrijska interpretacija

Odredeni integral funkcije koja nije pozitivna na cijelom intervalu [a, b] interpretiramo
nesto drugacije. Povrsine likova koje funkcija zatvara s osi x kad je pozitivna dolaze u

zbroj s pozitivnim predznakom, a povrsine koje funkcija zatvara s osi x kad je negativna

dolaze s negativnim predznakom.

| Ds

i \

Slika 3.6: Primjer neke funkcije i povrsina koje zatvara s osi x

b
Tada je geometrijska interpretacija: / f(z)dz = P(Dy) — P(Ds) + P(Ds).
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Primjer 3.3.1. Neka Je zadana funkcua f(z) = 2% — 62 + 8. Izracunajmo sljedeca 4

mtegrala/ f(z)dx, / f(z)dx, / f(z)dx te/ f(z)dx.

\

W

Slika 3.7: Graf funkcije f(z) = 2% — 6z + 8

2 2 3 2 A
/f(:)s)dxz/ (2* — 6z +8) do = 6T+ =-
1 1 3 2 ) 3
4
4 x3 x? 4

(apsolutna vrijednost ovog broja je iznos povrsine P(D,))

> x3 x? 5 4
; f(z)dx = (3—6'74—81‘) ‘4—

5
/1 f(z)dx = (%3—6'%2—1-81')

(po pravilu ulanc¢anosti ovaj se broj dobije kao zbroj prethodna tri integrala)

1

5
Geometrijska interpretacija je / f(z)dz = P(Dy) — P(Ds) + P(D3).
1

2

Zadatak 3.3.2. Izracunajte / 23 dx i geometrijski interpretirajte rezultata.
-2

RjeSenje. Najprije skiciramo graf podintegralne funkcije.
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Slika 3.8: Graf funkcije f(z) = z*

_ 2 (=2
Tk

2
2 4
/ $3dx:x—
_9 4

-2

2
Geometrijska interpretacija je / 23 dx = —P(Dy) + P(D,).

-2
Napomena 3.3.3. Primjec¢ujemo da je iznos povrSina podruc¢ja Dq i Dy isti. Funkcija
f(x) = 2? je neparna funkcija pa je njezin graf centralno simetrican s obzirom na ishodiste.
Opcenito, ako je podintegralna funkcija neparna te ju integriramo na simetri¢nom inter-

valu oblika [—a, a, onda je / f(z)dx = 0.

g(x)de =2 /Oag(x) dx.

a

Za parnu funkciju g(z) vrijedi da je /

—a

3

Zadatak 3.3.4. Izracunajte / (m2 — 1) dzx i geometrijski interpretirajte rezultat.
-2

RjesSenje.

/Z(:c2—1) dx=<%3—x)

Podintegralna funkcija f(r) = 2? — 1 ima dvije nultocke x; = —1 1 23 = 1 i tjeme u

(0, -1).

—2
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Slika 3.9: Graf funkcije f(z) = 2% — 1

3
Geometrijska interpretacija je / (2* — 1) do = P(D;) — P(Ds) + P(Ds).
—2
Zadatak 3.3.5. Izracunajte povrsinu lika omedenog grafom funkcije f(z) = 2% — 1, osi

x i pravcima x = —2 iz = 3.

RjeSenje. Skica je ista kao u proslom zadatku. Ono Sto se u ovom zadatku trazi koliko

je P(Dy) + P(D3) + P(Ds).

Slika 3.10: Graf funkcije f(x) = 2% — 1

1

Razlika u odnosu na ono sto smo dobili u prethodnom zadatku je u dijelu / (x2 — 1) dx
-1
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¢iji je iznos negativan broj, a ¢ija apsolutna vrijednost odgovara povrsini P(Ds).

(x2—1)da:+/3(:v2—1)d:c:

1

P(Dy) + P(Ds) + P(D3) :/: («* = 1) dx_/_l
() -] )]

(S0 () [(5-0) - ()
(953

Zadatak 3.3.6. Izracunajte povrsinu podruc¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = e —1,

_I_

osi x te pravcima r = —21x = 2.

RjeSenje. Najprije skiciramo graf funkcije f(z) = e* — 1.

= N W >~ O o N

D,

-7 6 -5 4 -3 42D1 1.2 3 4 5 6 7 8 9

-1
f

-2

-3

Slika 3.11: Graf funkcije f(z) =" —1

Trazimo P(D;) + P(D3). Bududi da je podrucje D; ispod osi z, integral koji njemu
odgovara dolazi u zbroj s negativnim predznakom. Zato imamo

0
+ (* — 1)
—2

=—[("=0)—(e?=(=2)]+(*=2) = ("= 0) =€+ > -2

P(D1)+P(D2):—/ (e —1) dx+/0 (*—1) do = —(e" — x)

-2

Zadatak 3.3.7. Izracunajte sljedece integrale i interpretirajte rezultat:
2 ks
a) / (2x — 1) dx, b) / cos x dz.
—92 —2m

Rjesenje.
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a) Najprije skiciramo graf funkcije f(z) = 2z — 1. Radi se o linearnoj funkciji koja je

rastuca i ¢ija je nultocka x = %

-7 6 -5 4 -3 2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

S

b) Graf funkcije f(z) = cosx dan je na sljedec¢em prikazu.

=TT 0 D, m 2m

-2

-3

Slika 3.13: Graf funkcije f(x) = cosx

/ cosx dr =sinx =sinm —sin (—27) = 0= P(Dy) — P(Dy) + P(D3) — P(Dy)

—2m

—2m

Zadatak 3.3.8. Izracunajte povrsinu podruc¢ja omedenog s osi x, pravcima x =01 x = 2

i grafom funkcije f(z) =2 — 4z.
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RjesSenje. Funkcija f je padajuca linearna funkcija s nultockom x = %

6

f

Slika 3.14: Graf funkcije f(z) =2 — 4x

P(D1)+P(D2):/2(2—4:13) dx—[2(2—43:) da =

1'2
= (20 —4-=—
(2e-4:3)

Zadatak 3.3.9. Izracunajte povrSinu podrucja omedenog s osi x i grafom funkcije

1

2 2 2
X
(24T} | =5

0

N|=

f(z) =22 — 1| — 5.

Rjesenje. Funkcija f ima nultocke 1 = —2 1 x5 = 3.

Slika 3.15: Graf funkcije f(x) = |22 — 1| =5
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3 3 3
Py == [ (2r=1]=5y o=~ [ jpo—lar+s [ vac-
—92 -2 2

=— /_é(—2x+1)dx+/3(2x_1>dx] +53‘3‘372:

2

D=

2
|5

Napomena 3.3.10. Povrsine podru¢ja u Zadatku [3.3.8)1[3.3.9 moZemo racunati i tako

’ 25
2% = =
* 2

da prepoznamo trokute kao sastavne dijelove tih podrucja. Taj nacin rjeSavanja mozemo

koristiti kao provjeru.

Zadatak 3.3.11. (Zadaci s kolokvija)

6
a) Geometrijski interpretirajte integral / x(x —5)dx.
2
~1
b) Izracunajte / (|l +2]—1) de.
—4
Rjesenje.
a) Podintegralna funkcija je kvadratna funkcija f(x) = 2 — 5z koja je konveksna i ¢ije su

nultocke 1 = 01 x5 = 5.

D,

Slika 3.16: Graf funkcije f(z) = 2% — bz

Primjetite da se ovdje u tekstu zadatka ne zahtijeva rac¢unanje integrala, nego samo

6
geometrijska interpretacija koja je / z(x —5)dx = —P(Dy) + P(Ds).
2

b) Najprije zadani integral razdvojimo na integral apsolutne vrijednosti i integral ostatka.

S obzirom na ponaSanje izraza ispod znaka apsolutne vrijednosti, po pravilu ulanc¢anosti
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integrala, razdvojimo prvi integral na dva integrala.

-1 -1 -1
/ (]x+2]—1)da::/ \x—l—Q\dw—/ ldx =
—4 —4 —4
-2 -1 -1
—/ (—w—2)da:—|—/ (:C—|—2)dx—/ ldx =
—4 -2 —4
) -2 ) -1 -1
= (—% —Qx) + (%+2x)

—4
Ovdje crtez grafa funkcije f(x) = |z + 2| nije potreban, no moze posluziti kao pomoé pri

— X

—2 —4

odredivanju vrijednosti z u kojoj dolazi do promjene predznaka izraza x + 2.
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