
Poglavlje 5

Primjena odre�enog integrala u

geometriji

Odre�eni integral koristi se u geometriji za ra£unanje povr²ina i volumena. Ve¢ smo u

Poglavlju 4 vidjeli neke primjere povr²ina prilikom geometrijske interpretacije odre�enih

integrala pozitivne i ostalih funkcija.

5.1 Povr²ina

Zanima nas kako izra£unati povr²inu podru£ja D na slici. Koriste¢i znanje iz Poglavlja 4

moºemo zaklju£iti da se povr²ina D moºe dobiti kao razlika dviju povr²ina, onog podru£ja

ispod ve¢e (gornje) pozitivne funkcije i ispod manje (donje) pozitivne funkcije. Isto vrijedi

i za povr²ine podru£ja koje se ne proteºu samo iznad osi x.

44
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P (D) = P (D1)− P (D2) =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

Po svojstvu aditivnosti odre�enog integrala slijedi: P (D) =

∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx.

Zadatak 5.1.1. Izra£unajte povr²inu podru£ja ome�enog s:

a) y = x2, y = 4x, b) y = 4− x2, y = x2 − 2x, c) y2 = x, y = x− 2,

d) x2 + y2 = 2x+ 2y, x ≥ 0, y ≥ 0, e) x2 + y2 + 8x = 0, x2 + y2 + 4x = 0.

Rje²enje.

a) Skiciranjem zadane kvadratne i linearne funkcije utvrdimo da je f(x) = 4x gornja

funkcija, a g(x) = x2 donja funkcija.

Slika 5.1: Podru£je D

Zatim traºimo presje£ne to£ke navedene linearne i kvadratne funkcije.

x2 = 4x

x(x− 4) = 0

x1 = 0, x2 = 4

Donja granica je manja od dvije presje£ne to£ke, a gornja je ve¢a (slijeva nadesno).

P (D) =

∫ 4

0

(4x− x2) dx =

(
4
x2

2
− x3

3

) ∣∣∣∣∣
4

0

=
32

3

b) Funkcija f(x) = 4− x2 je kvadratna konkavna funkcija s nulto£kama u -2 i 2 te tje-

menom (0, 4), a funkcija g(x) = x2 − 2x je kvadratna konveksna funkcija s nulto£kama u
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0 i 2 te tjemenom (1,−1).

Presje£ne to£ke dobijemo rje²avanjem sljede¢e jednadºbe.

4− x2 = x2 − 2x

2x2 − 2x− 4 = 0

x2 − x− 2 = 0

x1 = −1, x2 = 2

Slika 5.2: Podru£je D

P (D) =

∫ 2

−1

(
(4− x2)− (x2 − 2x)

)
dx =

∫ 2

−1
(−2x2 + 2x+ 4) dx =

=

(
−22

3
x3 + 2

x2

2
+ 4x

) ∣∣∣∣∣
2

−1

= 9

c) Zadatak ¢emo rije²iti na dva na£ina.

1. na£in: integracijom po x.

Izrazom y2 = x dana je parabola izduºena po osi x, a y = x− 2 je jednadºba pravca.

Slika 5.3: Podru£je D
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Presje£ne to£ke dobivamo na sljede¢i na£in.

y2 = y + 2

y2 − y − 2 = 0

y1 = −1, y2 = 2

x1 = y1 + 2 = 1 x2 = y2 + 2 = 4

Dobivene presje£ne to£ke nisu dovoljne za odrediti granice integracije. Na skici vidimo da

je najljevija to£ka podru£ja (0, 0), a najdesnija to£ka (4, 2) pa su granice integracije 0 i 4.

U odre�ivanju gornje i donje funkcije koje ome�uju promatrano podru£je vidimo da je

gornja funkcije gornja grana parabole, tj. f(x) =
√
x, a donja funkcija nije na cijelom

intervalu integracije ista. Do x = 1 donja funkcija je donja grana parabole h(x) = −
√
x,

a od x = 1 do x = 4 donja funkcija je linearna, tj. g(x) = x− 2. Zato povr²inu podru£ja

D ra£unamo kao zbroj dviju povr²ina P (D1) + P (D2).

Slika 5.4: Podru£ja D1 i D2

P (D) = P (D1) + P (D2) =

∫ 1

0

(
√
x− (−

√
x)) dx+

∫ 4

1

(
√
x− (x− 2)) dx =

= 2
2

3
x

3
2

∣∣∣∣∣
1

0

+

(
2

3
x

3
2 − x2

2
+ 2x

) ∣∣∣∣∣
4

1

=
9

2

2. na£in: integracijom po y.

Zarotiramo li prethodnu skicu na na£in da na mjestu osi y bude os x te ju zrcalimo,

dobijemo sljede¢u skicu.
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Slika 5.5: Podru£je D

Sada podru£jeD odozdo ome�uje g(y) = y2, a odozgo f(y) = y + 2. Funkcije izraºavamo

u varijabli y te tako�er i granice koje iznose −1 i 2.

P (D) =

∫ 2

−1

(
y + 2− y2

)
dy =

(
y2

2
+ 2y − y3

3

) ∣∣∣∣∣
2

−1

=
9

2

Zbog izduºenosti parabole y2 = x po osi x drugi na£in rje²avanja je lak²i, no pomalo

neprirodan. U zadacima u kojima se javlja pitanje povr²ine morat ¢emo sami odlu£iti

koji od dva na£ina odabrati.

d) Transformiramo li x2+y2 = 2x+2y, dobivamo jednadºbu kruºnice (x−1)2+(y−1)2 = 2

£ije je sredi²te to£ka S(1, 1), a radijus r =
√
2. Presje£ne to£ke kruºnice i osi su (0, 2) i

(2, 0).

Slika 5.6: Podru£je D

Podru£je D prostire se od osi y do to£ke A £ija x-koordinata odgovara x-koordinati

sredi²ta uve¢anoj za iznos radijusa (1 +
√
2). Na cijelom intervalu

[
0, 1 +

√
2
]
podru£je

D nije odozgo i odozdo ograni£eno istom funkcijom. Na intervalu [0, 2] gornja je funkcija
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gornja polukruºnica f(x) = 1 +
√

2− (x− 1)2, a donja je os x (g(x) = 0). Na in-

tervalu
[
2, 1 +

√
2
]
gornja funkcija ostaje ista, a donja je donja polukruºnica h(x) =

1−
√

2− (x− 1)2. Prema navedenom, povr²inu podru£ja D ra£unamo kao:

P (D) = P (D1) + P (D2) =

∫ 2

0

(
1 +

√
2− (x− 1)2 − 0

)
dx+

+

∫ 1+
√
2

2

((
1 +

√
2− (x− 1)2

)
−
(
1−

√
2− (x− 1)2

))
dx.

Ovaj je ra£un poprili£no te²ko izvesti do kraja, stoga odustajemo. Problem ra£unanja

povr²ina ovakvih podru£ja izvrsna je motivacija za uvo�enje novog pristupa. De�niramo

polarne koordinate.

Ozna£imo s r udaljenost to£ke T od ishodi²ta O(0, 0), a s ϕ kut koji duºina OT zatvara s

pozitivnim dijelom osi x. Koriste¢i trigonometriju pravokutnog trokuta, dobivamo da je

x = r cosϕ i y = r sinϕ,

£ime smo dobili poveznicu Kartezijevih i polarnih koordinata.

Slika 5.7: Poveznica Kartezijevih i polarnih koordinata

Dodatno, uz osnovni trigonometrijski identitet, vrijedi da je:

x2 + y2 = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2.

Nadalje, moºe se dobiti formula za povr²inu

podru£ja ome�enog krivuljama r1(ϕ) i r2(ϕ)

(radi jednostavnosti ovisnost o ϕ kasnije

ne¢emo pisati):

P (D) =
1

2

∫ ϕ2

ϕ1

(r22(ϕ)− r21(ϕ)) dϕ.
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Vratimo se sada na zadatak. Potrebno je kruºnicu x2 + y2 = 2x + 2y izraziti u "jeziku"

polarnih koordinata.

x2 + y2 = 2x+ 2y

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = 2r cosϕ+ 2r sinϕ

r2 = 2r(cosϕ+ sinϕ) / : r

r = 2 cosϕ+ 2 sinϕ

r2 = 2 cosϕ+ 2 sinϕ

Slika 5.8: Podru£je D

Po formuli je:

P (D) =
1

2

∫ π
2

0

(
(2 cosϕ+ 2 sinϕ)2 − 02

)
dϕ =

=
1

2

∫ π
2

0

(
4 cos2 ϕ+ 8 cosϕ sinϕ+ 4 sin2 ϕ

)
dϕ =

=
1

2

∫ π
2

0

(4 + 8 cosϕ sinϕ) dϕ = 2

(∫ π
2

0

1 dϕ+ 2

∫ π
2

0

cosϕ sinϕdϕ

)
=

= 2

ϕ ∣∣∣∣∣
π
2

0

+ 2

∫ π
2

0

cosϕ sinϕdϕ

 =

 t = sinϕ ϕ1 = 0⇒ t1 = sin 0 = 0

dt = cosϕdϕ ϕ2 =
π
2
⇒ t2 = sin π

2
= 1

 =

= 2

(
π

2
− 0 + 2

∫ 1

0

t dt

)
= 2

π
2
+ 2

t2

2

∣∣∣∣∣
1

0

 = π + 2.

e) Obje zadane krivulje su kruºnice. Radi se o kruºnici (x+4)2+y2 = 16 koja ima sredi²te u

(−4, 0) i radijusa je r = 4 te kruºnici (x+2)2+y2 = 4 sa sredi²tem u (−2, 0) radijusa r = 2.
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x2 + y2 + 8x = 0

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ 8r cosϕ = 0

r2 + 8r cosϕ = 0

r(r + 8 cosϕ) = 0 / : r

r = −8 cosϕ

r2 = −8 cosϕ

x2 + y2 + 4x = 0

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ 4r cosϕ = 0

r2 + 4r cosϕ = 0

r(r + 4 cosϕ) = 0 / : r

r = −4 cosϕ

r1 = −4 cosϕ

Slika 5.9: Podru£je D

P (D) =
1

2

∫ 3π
2

π
2

(
(−8 cosϕ)2 − (−4 cosϕ)2

)
dϕ =

1

2

∫ 3π
2

π
2

(64 cos2 ϕ− 16 cos2 ϕ) dϕ =

= 24

∫ 3π
2

π
2

cos2 ϕdϕ = 24

∫ 3π
2

π
2

1 + cos (2ϕ)

2
dϕ = 12

∫ 3π
2

π
2

(1 + cos (2ϕ)) dϕ =

= 12

(
ϕ+

1

2
sin (2ϕ)

) ∣∣∣∣∣
3π
2

π
2

= 12π

5.2 Volumen

Osim povr²ina pomo¢u integrala lagano ra£unamo i volumen rotacijskih tijela. Lik u

koordinatnom sustavu moºemo rotirati oko osi x, y ili nekog drugog zadanog pravca.

Rotacija oko osi x
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Slika 5.10: Primjer lika koji rotira oko osi x

Funkciju f moºemo iskazati u varijabli x ili varijabli y, ovisno kako smo u zadatku

procijenili da ¢e nam biti lak²e. Sukladno tome, imamo dvije formule:

Vx = π

∫ b

a

f(x)2 dx, Vx = 2π

∫ d

c

yg(y) dy.

Rotacija oko osi y

Slika 5.11: Primjer lika koji rotira oko osi y

Funkciju f ponovno moºemo iskazati u varijabli x ili y pa imamo dvije formule:

Vy = 2π

∫ b

a

xf(x) dx, Vy = π

∫ d

c

g(y)2 dy.

Zadatak 5.2.1. (Zadatak s kolokvija)

Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi y lika ome�enog krivuljom y =

x2 + 3 te pravcima y = 3 i x = 2.

Rje²enje. Zadatku moºemo pristupiti na dva na£ina.

1. na£in: funkcije izrazimo u varijabli x. Volumen tijela koje dobijemo rotacijom lika
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razlika je dvaju volumena, onog odre�enog s f1(x) = x2 + 3 i onog odre�enog s f2(x) = 3

za x ∈ [0, 2].

Vy = 2π

∫ 2

0

x(x2 + 3) dx− 2π

∫ 2

0

x · 3 dx = 2π

∫ 2

0

(x3 + 3x) dx− 2π

∫ 2

0

3x dx =

= 2π

(
x4

4
+ 3

x2

2

) ∣∣∣∣∣
2

0

− 2π · 3x
2

2

∣∣∣∣∣
2

0

= 8π

2. na£in: funkcije izrazimo u varijabli y. Volumen rotacijskog tijela je ponovno razlika

dvaju volumena, onog odre�enog s g1(y) = 2 i onog odre�enog s g2(y) =
√
y − 3 za y ∈

[3, 7].

Vy = π

∫ 7

3

22 dy − π
∫ 7

3

√
y − 32 dy = 4πy

∣∣∣∣∣
7

3

− π
(
y2

2
− 3y

) ∣∣∣∣∣
7

3

= 8π

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljede¢oj slici.
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Zadatak 5.2.2. Pravci y = −1
3
x + 14

3
, y = 1

3
x + 4

3
i x = 2 zatvaraju lik koji rotira oko

osi y. Izra£unajte volumen tako dobivenog tijela.

Rje²enje. 1. na£in: u varijabli x kao razlika volumena.

Dobivamo sljede¢u skicu pri £emu smo ozna£ili: f1(x) = −1
3
x+ 14

3
i f2(x) = 1

3
x+ 4

3
.

Vy = 2π

∫ 5

2

x

(
−1

3
x+

14

3

)
dx− 2π

∫ 5

2

x

(
1

3
x+

4

3

)
dx =

= 2π

(
−1

3

x3

3
+

14

3

x2

2

) ∣∣∣∣∣
5

2

− 2π

(
1

3

x3

3
+

4

3

x2

2

) ∣∣∣∣∣
5

2

= 18π

2. na£in: u varijabli y kao razliku volumena. Dobiveni lik je jednakokra£an trokut pa

moºemo volumen ra£unati kao dvostruki volumen samo jedne polovice rotacijskog tijela

pri £emu je g1(y) = 3y − 4, a g2(y) = 2.
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Vy = 2

(
π

∫ 3

2

(3y − 4)2 dy − π
∫ 3

2

22 dy

)
=

t = 3y − 4 y1 = 2⇒ t1 = 2

dt = 3 dy y2 = 3⇒ t2 = 5

 =

= 2π

(
1

3

∫ 5

2

t2 dt−
∫ 3

2

4 dy

)
= 2π

1

3

t3

3

∣∣∣∣∣
5

2

− 4y

∣∣∣∣∣
3

2

 = 18π

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljede¢oj slici.

Zadatak 5.2.3. Odredite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi y podru£ja ome�enog

s 1 + sin x ≤ y ≤ 1, za π ≤ x ≤ 2π.

Rje²enje. Traºeni volumen dobiva se kao razlika volumena tijela koje se dobije rotacijom

lika ispod funkcije f1(x) = 1 i volumena tijela koje se dobije rotacijom lika ispod funkcije

f2(x) = 1 + sinx i to za x ∈ [π, 2π].
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Vy = 2π

∫ 2π

π

x · 1 dx− 2π

∫ 2π

π

x(1 + sin x) dx =

= 2π
x2

2

∣∣∣∣∣
2π

π

− 2π

(∫ 2π

π

x dx+

∫ 2π

π

x sinx dx

)
=

 u = x dv = sinx dx

du = dx v = − cosx

 =

= 3π3 − 2π

x2
2

∣∣∣∣∣
2π

π

+ x(− cosx)

∣∣∣∣∣
2π

π

−
∫ 2π

π

(− cosx) dx

 =

= 3π3 − 2π

3π2

2
− 3π + sinx

∣∣∣∣∣
2π

π

 = 6π2

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljede¢oj slici.

Kad bismo htjeli rije²iti ovaj zadatak u varijabli y, javio bi se inverz funkcije f(x) =

sinx pa zbog kompleksnosti taj na£in ovdje ne¢emo razmatrati.

Zadatak 5.2.4. Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko osi x podru£ja ome�enog

s y2 = 4x i x = 1.

Rje²enje. Ovdje je dovoljno rotirati samo osje£ani dio jer ako rotiramo cijeli lik, imamo

nepotrebno poklapanje. Zadatak ¢emo rije²iti na dva na£ina.
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1. na£in: u varijabli x izrazimo gornju granu parabole f(x) =
√
4x.

Vx = π

∫ 1

0

f(x)2 dx = π

∫ 1

0

√
4x2 dx = 4π

∫ 1

0

x dx = 4π
x2

2

∣∣∣∣∣
1

0

= 2π

2. na£in: u varijabli y.

U tom se slu£aju radi o razlici dvaju volumena koji se dobiju rotacijom podru£ja

odre�enih krivuljama g1(y) = 1, odnosno g2(y) = y2

4
.

Vx = 2π

∫ 2

0

y · 1 dy − 2π

∫ 2

0

y · y
2

4
dy = 2π

y2

2

∣∣∣∣∣
2

0

− π

2

y4

4

∣∣∣∣∣
2

0

= 2π

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljede¢oj slici.
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Zadatak 5.2.5. Dodatni zadatak - rotacija oko zadanog pravca

Lik ome�en s y = 4 − x2 i osi x rotira oko pravca x = 3. Odredite volumen rotacijskog

tijela.

Rje²enje. Zbog rotacije oko pravca x = 3 potrebno je napraviti pomak koordinatnog

sustava udesno ²to ostvarujemo oduzimanjem broja 3 u podintegralnoj funkciji.

V = π

∫ 4

0

(−
√

4− y − 3)2 dy − π
∫ 4

0

(
√
4− y − 3)2 dy =

= π

[∫ 4

0

(4− y + 6
√

4− y + 9) dy −
∫ 4

0

(4− y − 6
√

4− y + 9) dy

]
=

= π

∫ 4

0

12
√

4− y dy =

t = 4− y y1 = 0⇒ t1 = 4

dt = −dy y2 = 4⇒ t2 = 0

 = π

∫ 0

4

12
√
t · (−dt) =

= −12π · 2
3
t
3
2

∣∣∣∣∣
0

4

= 64π

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljede¢oj slici.
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