Poglavlje 5

Primjena odredenog integrala u

geometrijl

Odredeni integral koristi se u geometriji za ra¢unanje povr§ina i volumena. Veé smo u
Poglavlju 4 vidjeli neke primjere povrsina prilikom geometrijske interpretacije odredenih

integrala pozitivne i ostalih funkcija.

5.1 Povrsina

Zanima nas kako izrac¢unati povrSinu podruc¢ja D na slici. Koristeéi znanje iz Poglavlja 4
mozemo zakljuditi da se povrSina D moze dobiti kao razlika dviju povrSina, onog podrudja
ispod vece (gornje) pozitivne funkcije i ispod manje (donje) pozitivne funkcije. Isto vrijedi

i za povrSine podrucja koje se ne protezu samo iznad osi x.

\/ D
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P(D) = P(Dy) — P(Dy) = / (@) do — / o(x) dz

Po svojstvu aditivnosti odredenog integrala slijedi: P(D) = /b (f(x) — g(z)) du.
Zadatak 5.1.1. Izracunajte povrsinu podrucja omedenog s:

a) y=a*y=4z, bly=4—-2 y=2>-22, c)yY=zr,y=1—2,

d) 22+ 9y =20+2y,2>0,y>0, e)2>+y’+8r =0, 22 +y>+ 4z =0,

Rjesenje.

a) Skiciranjem zadane kvadratne i linearne funkcije utvrdimo da je f(z) = 4x gornja

funkcija, a g(z) = 2 donja funkcija.
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Slika 5.1: Podrucje D

Zatim trazimo presjecne tocke navedene linearne i kvadratne funkcije.

2?2 = Az
z(r—4)=0

1’1:0, 132:4

Donja granica je manja od dvije presjecne tocke, a gornja je veca (slijeva nadesno).

P(D) = /04(4;,,. —a%)dr = (4%2 - g) '4 - %

b) Funkcija f(r) =4 — 2% je kvadratna konkavna funkcija s nultockama u -2 i 2 te tje-

menom (0,4), a funkeija g(z) = 22 — 22 je kvadratna konveksna funkcija s nultockama u
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012 te tjemenom (1,—1).
Presje¢ne tocke dobijemo rjesavanjem sljedece jednadzbe.
4—g?=22-2
20 =20 —4=0
P —r—2=0

1'1:—1, 272:2
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Slika 5.2: Podrucje D

P(D) = / ((4—2%) = (2° = 22)) do = / (—22° 4+ 27 +4) dr =

1
2
2 2
= (—259:3 - 2"% - 4:1:)

=9

-1

¢) Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.

1. nacin: integracijom po x.

Izrazom y? = x dana je parabola izduZena po osi z, a y = & — 2 je jednadzba pravca.

Slika 5.3: Podrucje D
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Presjecne tocke dobivamo na sljede¢i nacin.

Y=y +2
v —y—2=0
y1=—1, 52 =2
ri1=yp+2=1 xe=yp+2=4

Dobivene presjecne tocke nisu dovoljne za odrediti granice integracije. Na skici vidimo da
je najljevija toc¢ka podrudja (0,0), a najdesnija tocka (4,2) pa su granice integracije 0 i 4.
U odredivanju gornje i donje funkcije koje omeduju promatrano podrudje vidimo da je
gornja funkcije gornja grana parabole, tj. f(x) = \/x, a donja funkcija nije na cijelom
intervalu integracije ista. Do x = 1 donja funkcija je donja grana parabole h(z) = —\/x,
a od x = 1 do z = 4 donja funkcija je linearna, tj. g(z) = = — 2. Zato povrinu podrudja

D ra¢unamo kao zbroj dviju povrsina P(D;) + P(Ds).

2. nacin: integracijom po y.
Zarotiramo li prethodnu skicu na nacin da na mjestu osi y bude os x te ju zrcalimo,

dobijemo sljedecu skicu.
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Slika 5.5: Podrucje D

Sada podrucje D odozdo omeduje g(y) = y*, aodozgo f(y) = y + 2. Funkcije izrazavamo

u varijabli y te takoder i granice koje iznose —1 1 2.

2 2 3
Y Y 9
P(D):/ (y+2—y2)dy=<3+2y—§> 3

1

—1
Zbog izduZenosti parabole 4> = x po osi x drugi nacin rjesavanja je laksi, no pomalo
neprirodan. U zadacima u kojima se javlja pitanje povrSine morat ¢emo sami odluciti
koji od dva nacina odabrati.

d) Transformiramo li z2+y? = 22+ 2y, dobivamo jednadzbu kruznice (z—1)?+(y—1)* = 2
Gije je srediSte tocka S(1,1), a radijus r = v/2. Presje¢ne tocke kruznice i osi su (0,2) i

(2,0).

-1-0.5 05 1 1562 25 3 35 4 45
-0.5

Slika 5.6: Podrucje D

Podruéje D prostire se od osi y do tocke A ¢ija x-koordinata odgovara z-koordinati
sredidta uve¢anoj za iznos radijusa (1 4+ v/2). Na cijelom intervalu [0, 1+ \/ﬂ podrudje

D nije odozgo i odozdo ograni¢eno istom funkcijom. Na intervalu [0, 2] gornja je funkcija
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gornja polukruznica f(z) = 1 + /2 — (2 —1)?, a donja je os = (g(z) = 0). Na in-
tervalu [2, 1+ \/5] gornja funkcija ostaje ista, a donja je donja polukruznica h(z) =
1 — /2 — (z — 1)%. Prema navedenom, povrsinu podru¢ja D ra¢unamo kao:

P(D) = P(Dy) + P(D,) = /2 (1 V2o (r 12— 0) dr-+
01+x/§
s [ (V) - (1= Ve G 1)

Ovaj je racun poprilicno tesko izvesti do kraja, stoga odustajemo. Problem rac¢unanja
povrsina ovakvih podrucja izvrsna je motivacija za uvodenje novog pristupa. Definiramo
polarne koordinate.

Oznacimo s r udaljenost tocke T od ishodista O(0,0), a s ¢ kut koji duzina OT zatvara s

pozitivnim dijelom osi x. Koriste¢i trigonometriju pravokutnog trokuta, dobivamo da je
T=Trcospiy=rsinep,

¢ime smo dobili poveznicu Kartezijevih i polarnih koordinata.

B, T
T Y
oO_¢ A

Slika 5.7: Poveznica Kartezijevih i polarnih koordinata

Dodatno, uz osnovni trigonometrijski identitet, vrijedi da je:

2* +y? = r?cos® p +risin® p = r?

Nadalje, moze se dobiti formula za povrSinu

podrudja omedenog krivuljama () i r2(p)

9

D (radi jednostavnosti ovisnost o ¢ kasnije

™

ne¢emo pisati):
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Vratimo se sada na zadatak. Potrebno je kruznicu x? + y? = 2z + 2y izraziti u "jeziku"

polarnih koordinata.

vyt =22+ 2y
r? cos? o + r?sin® ¢ = 2r cos ¢ + 2rsin @
r? = 2r(cosp +sing) /:r
r=2cosp+2sinp

ro = 2c0s  + 2sin @

35
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Slika 5.8: Podrucje D

Po formuli je:

1 s
P(D) = 5/2 ((2008@+2sin¢)2 —02) dy =
0
I ) ,
:5/ (4cos® o + 8cos psinp + 4sin’ ) dp =
0
1 [z 5 3
:5/ (44 8cosypsiny) dp =2 / 1dgp—|—2/ cospsinpdp | =
0 0 0
: 2 t = sin =0=1t¢ =sin0=0
=21y +2/ cospsinpdp | = G ! —
0 0 dt =cospdp ps =7 =ty=sing =1

1

s 1 ™ 2
=2 =—0+2 tdt | =2 = +2— = 2.
(2 + /0 ) 2+ 5 T+

e) Obje zadane krivulje su kruznice. Radi se o kruznici (z+4)?+y* = 16 koja ima srediste u

0

(—4,0) i radijusa je r = 4 te kruznici (x+2)?+y? = 4 sa sredistem u (—2,0) radijusa r = 2.
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2+ +8r =0 Py +4r =0
r? cos? o + r2sin® ¢ + 8rcosp = 0 r? cos? o + r2sin® ¢ + 4rcosp = 0
r? 4+ 8rcosp =0 12 4 drcosp =0
r(r+8cosp)=0 /:r r(r+4cosp)=0 /:r
r = —8cos r = —4cosp
Ty = —8COoS ry = —4cos

-12 -1 -10 -9 8 -7 -6 -5 -3 -2 10 1.2 3 4 5
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Slika 5.9: Podrucje D

3T 3m
1 [= 1 [=
P(D) 25/2 ((—8cosp)? — (—4cosp)?) d¢:§/2 (64 cos® p — 16 cos® @) dp =
¥ S ey %
oS
:24/ C052<pdg0:24/ T“Ocm:lz/ (1 + cos (2¢)) dyp =

3r

2

= 127

=12 (gp + %sin (2@)

Jus

5.2 Volumen

Osim povrSina pomocu integrala lagano ra¢unamo i volumen rotacijskih tijela. Lik u
koordinatnom sustavu mozemo rotirati oko osi z, y ili nekog drugog zadanog pravca.

Rotacija oko osi x



POGLAVLJE 5. PRIMJENA ODREDENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI 52

TN

Slika 5.10: Primjer lika koji rotira oko osi x

Funkciju f mozemo iskazati u varijabli x ili varijabli y, ovisno kako smo u zadatku

procijenili da ¢e nam biti lakse. Sukladno tome, imamo dvije formule:
b d
Vor [ f@Pde. Vo=2r [ ygl)dy

Rotacija oko osi y

Slika 5.11: Primjer lika koji rotira oko osi y

Funkciju f ponovno mozemo iskazati u varijabli z ili y pa imamo dvije formule:

b d
Vy:27r/ xf(x)dz, Vyzﬂ/ g(y)* dy.

Zadatak 5.2.1. (Zadatak s kolokvija)
Izra¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi y lika omedenog krivuljom y =

2% + 3 te pravcimay =3 iz = 2.

Rjesenje. Zadatku mozemo pristupiti na dva nacina.

1. nacin: funkcije izrazimo u varijabli . Volumen tijela koje dobijemo rotacijom lika
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razlika je dvaju volumena, onog odredenog s fi(z) = 22 + 3 i onog odredenog s fo(z) = 3

za v € [0,2].

S

A
Y

~ OO O N

fo

5 4 -3 2 10| 1 2 3 4 5 6 7
1

2 2 2 2
Vy:27r/ :1:(:1;2+3)dx—27r/ x-3da::27r/ (a:3+3x)dx—27r/ 3rdr =
0 0 0 0

2
xt x?
=2 — +3—

=87
2. nacin: funkcije izrazimo u varijabli y. Volumen rotacijskog tijela je ponovno razlika

2
2

X
—9ox -3
TN

0 0

dvaju volumena, onog odredenog s ¢;(y) = 2 i onog odredenog s g2(y) =y —3 zay €
3, 7).

&> 0 0, N ® ©

@

7 %6 5 4 -3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

=87
3

7 7
V;/:W/ 22dy—7r/ Vy — 3% dy = 4y
3 3

7
(2
2
3

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.
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E——=

Wi

{1
T

Zadatak 5.2.2. Pravci y = —%x + 13—4, Yy = %x + % i x = 2 zatvaraju lik koji rotira oko

osi y. Izracunajte volumen tako dobivenog tijela.

RjesSenje. 1. nacin: u varijabli x kao razlika volumena.

Dobivamo sljedecu skicu pri ¢emu smo oznadili: fi(z) = —fz + 4 i fo(z) = sz + 3.
5
4 Ji
3
2 f2
—]
-2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5

5 1x3+14$2 5 1$3+4x2
=2 [ -5 4 = —or =24+ =
33 3 2 ) 33 32

2. nacin: u varijabli y kao razliku volumena. Dobiveni lik je jednakokracan trokut pa

mozemo volumen racunati kao dvostruki volumen samo jedne polovice rotacijskog tijela

pri ¢emu je g1 (y) = 3y — 4, a g2(y) = 2.
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eP

—5]
4
3
2

/1

-2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 3 t=3y—4 =2=1t =2
Vy=2<7r/(3y—4)2dy—7r/ 22dy): Y & ! _
2 2 dt:3dy y2:3:>t2:5

5
1 5 3 1t3
=2r |- [ dt— | 4dy)=27|>=
7T(?)/z /2 y) BEE

2

—dy| | =187

2

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.

Zadatak 5.2.3. Odredite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi y podrucja omedenog

sl+sinz<y<l,zanm<z<2T.

Rjesenje. Trazeni volumen dobiva se kao razlika volumena tijela koje se dobije rotacijom
lika ispod funkeije fi(x) = 11 volumena tijela koje se dobije rotacijom lika ispod funkcije

fo(x) =1+sinxitozax € [m, 27|
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fo

2T 2
Vy:27r/ a:~1dx—27r/ z(l+sinz)dr =

2 |*" 2 e u=2x dv=sinxdx
=2r— | —2m / xd:(:—l—/ rsinzdr | = =
~ m ™ du=dr v=—cosz
x2 2 2 o
= 3n° — 21 5 +x(—cosz)| — / (—cosz)dr | =

=31 — 27 %—37r+sinx

™

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.

Kad bismo htjeli rijesiti ovaj zadatak u varijabli y, javio bi se inverz funkcije f(x) =

sin z pa zbog kompleksnosti taj nacin ovdje ne¢emo razmatrati.

Zadatak 5.2.4. Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom oko osi z podrucja omedenog

sy’ =4riz=1.

Rjesenje. Ovdje je dovoljno rotirati samo osjecani dio jer ako rotiramo cijeli lik, imamo

nepotrebno poklapanje. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1. nadin: u varijabli z izrazimo gornju granu parabole f(z) = /4z.

1
1 1 1 2
VZ,;ZW/ f(x)de:W/ \/4:172dx:47r/ a:dx:47r% =27
0 0 0
0

2. nacin: u varijabli y.

1 g1

U tom se slucaju radi o razlici dvaju volumena koji se dobiju rotacijom podrucja

odredenih krivuljama ¢;(y) = 1, odnosno g(y) = %,

2 2 2 y?
%z?ﬂ/y-ldy—%r/y-—dy:%r—
0 0 4 2

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.
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Zadatak 5.2.5. Dodatni zadatak - rotacija oko zadanog pravca
Lik omeden s y = 4 — 22 i osi  rotira oko pravca z = 3. Odredite volumen rotacijskog

tijela.

Rjesenje. Zbog rotacije oko pravca x = 3 potrebno je napraviti pomak koordinatnog

sustava udesno $to ostvarujemo oduzimanjem broja 3 u podintegralnoj funkeiji.

<___.<}_.____.____

Vv

w/04(—\/H—3)2dy—7r/04( A=y —3)2dy =
7r{/04(4—y+6\/m+9)dy—/04(4—y—6\/H+9)dy] -

t:4—y y120:>t1:4

4
:7r/ 12¢/4 —ydy =
0

0
= 641
4

:w/4012\/¥~(—dt):

— 121 Z¢2

Wl

Tijelo koje dobivamo rotacijom prikazano je na sljedecoj slici.
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