Metoda najmanjih kvadrata

InZenjerski problem.

Predpostavimo da imamo dvije veli€ine: x 1y ( na primjer, masa i temperatura, tlak i obujam,
prva i druga koordinata tocke u ravnini itd.).

Tada postoje dvije mogucnosti. Prva je da su te veli¢ine (u odredenim uvjetima) nezavisne, a
druga je da su zavisne.

Nezavisnost znaci da uz svaku o€itanu vrijednost veli¢ine x teoretski mozemo ocitati bilo
koju vrijednost veli¢ine y (takve su, na primjer, masa zlata i temperatura zlata pri
uobicajenim masama i temperaturama; ocitana masa zlata ne daje nam nikakvu informaciju o
temperaturi).

Zavisnost pak znaci da o€itana vrijednost veliine x potpuno odreduje (ili ogranicuje)
vrijednost veli¢ine y.

Na primjer, ako se tocka giba po kruznici u koordinatnoj ravnini, onda ocitana vrijednost
varijable x opc¢enito uvjetuje dvije moguce vrijednosti varijable y.

Da bi bili jo§ konkretniji zamislimo da se tocka giba po jedini¢noj kruznici sa srediStem u
ishodistu. Predpostavimo da smo ocitali prvu koordinatu i da smo dobili x=0.8.

Tada postoje dvije moguénosti za vrijednost veli¢ine y: 0.6 1 -0.6.

Opcenito, u ovim okolnostima veli¢ina x moze poprimiti bilo koju vrijednost izmedu -11 1
(uklju€ujuéi injih). Isto je s veli¢inom y. Medutim, te su dvije veli¢ine povezane relacijom:

x> +y? =1 (jednadzba kruznice).

Zatoje y==*+v1—-x> pa svakoj vrijednosti veli¢ine x odgovaraju dvije vrijednosti veli¢ine y
(osim ako je x=1 ili x=-1; tada je y=0).
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U inZenjerstvu je vazan slucaj kad svaka vrijednost veli¢ine x, uvjetuje to¢no jednu
vrijednost veli¢ine y. To se krace zapisuje pomocu funkcija:

y=f(x),

gdje je f pravilo prema kojemu y ovisi o X.

Najjednostavnija pravila zavisnosti (funkcije)

1. linearna zavisnost y=ax +b (toje f(x):= ax+b, a graficki je prikaz te zavisnosti
pravac)

2. kvadratna zavisnost y = ax"2+bx+c (graficki prikaz je parabola) .
3. kubna zavisnost y = ax”"3+bx"2+cx+d

4. recipro€na zavisnost (obrnuta proporcionalnost) y =a/x (graficki prikaz je hiperbola)

.. . b
4. eksponencijalna zavisnost y = ae™™

5. potencijska zavisnost y=a-b*
itd.

Uocite da ima viSe linearnih zavisnosti (kvadratnih zavisnosti i sl.). Linearna je zavisnost
poznata (odredena) onda ako znamo realne brojeve a,b (koeficijente) itd. Da naglasimo kako
linearna funkcija zavisi o svojim koeficijentima piSemo:

f(x,a,b):=ax + b.

Sli¢no, za kvadratnu funkciju:
f(x,a,b,c):=ax"2+bx+c.

Brojeve a,b odnosno a,b,c zovemo i parametrima. To je 1 opéenito, a ne samo za linearne ili
kvadratne veze. Na primjer,

f(x,a,b)=a-e™
je familija funkcijskih veza (eksponencijalnog tipa) ovisna o parametrima a,b.

Zamislimo pokus u kojemu mijenjamo po volji ebujam plina, a pri svakoj konkretnoj
vrijednosti obujma ocitavamo tlak. Tu je uobicajeno da veli¢ina x bude obujam (nezavisna
velicina, veli¢ina koju po volji mijenjamo) a da veli¢ina y bude tlak (zavisna veliCina,
veli¢ina koju dobijemo mjerenjem).

Primjer 1. Predpostavimo da smo mijenjali veli¢inu x 1 pri tom mjerili odgovarajuce
vrijednosti veli¢ine y. Rezultate zapi§imo u obliku tablice.

x| 1 2 3 4 5 6

yl 2.1 5.1 8.2 11.0 14.5 17.4



Iz prvog pogleda na tablicu uocavamo da se povecavanjem veliCine x, povecava i veli¢ina
y. Nas zanima pravilo prema kojem se to dogada. Brzo uo¢avamo da smo veli¢inu x
povecavali za jednu mjernu jedinicu. Pri tom se veli¢inay povecavala redom za:

3.0 paza 3.1 pa za 2.8 paza 2.5 paza 2.09.
(vidimo da su te promjene, iako razliCite, ipak prilicno bliske).

Kad god pri jednakim promjenama jedne veli¢ine uocimo odprilike jednake promjene
druge veli¢ine, moramo posumljati u linearnu vezu medu njima. Dakle:

y=ax+b.

Drugi je na¢in uocavanja mozebitne linearne veze graficki. U tu svrhu podatke zapi§imo u
obliku uredenih parova i ucrtaymo ih u koordinatni sustav kojemu je x horizontalna os, a y
vertikalna:

(1;2.1) ,(2;5.1), (3;8.2), (4;11.0), (5; 14.5), (6;17.4)
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Uocavamo da su tocke odprilike na pravcu. Graficki uvid u oblik zavisnosti mozemo provesti
1 onda ako razmaci medu vrijednostima veli¢ine x nisu jednaki (nisu ekvidistantni), dok je
takav uvid raCunanjem promjene veli¢ine y oteZan (iako se i on moZe provesti).



Sjetite se da su za crtanje pravca potrebne samo dvije tocke, a mi ih imamo 5. Lako se vidi
da ne postoji pravac koji prolazi kroz sve te tocke. Zato od svih pravaca treba izabrati onaj
koji najbolje prolazi pokraj tih tocaka. Kriterij odabiranja tog pravca, tj. pripadajucih
koeficijenata a,b daje metoda najmanjih kvadrata. Tako je i opéenito, samo $to je onda kad
uodena zavisnost odudara od linearne, otezano biranje tipa zavisnosti. Cesto to i nije
problem. Naime tip veze je u mnogim primjerima predviden pripadajuéim teorijama. Na
primjer, veza izmedu obujma i tlaka plina pri fiksiranoj temperaturi predvidena je u obliku
Van-der- Wallsove jednadZbe, Peng-Robinsonove jednadzbe i sl. (a mi samo moramo odrediti
parametre koji se pojavljuju u tim jednadzbama).

Opcenito imamo n vrijednosti veli€ine x 1 n vrijednosti zavisne veli¢ine y. To zadajemo
tablicom:
x| X X, e X

Yooy Y, e Yn

Nacelo na kojemu se zasniva metoda najmanjih kvadrata.
Metoda najmanjih kvadrata zasniva se na nacelu da su najbolji oni pararametri a,b za koje je
suma kvadrata razlika izmedu mjerenih vrijednosti Yy;, i=1,2,...,n i izracunatih vrijednosti
f(x;,a,b) minimalna.
Ima vise matematickih razloga za prihvaéanje ovog nacela, a tu ih ne¢emo spominjati.
Napomenimo da nije dobro razmatrati zbroj razlika eksperimentalnih i teoretskih podataka jer
se pozitivne 1 negativne razlike (odstupanja) poniStavaju. Da bi uzeli u obzir i pozitivna i
negativna odstupanja, matematicari su na pocetku razmatrali apsolutne vrijednosti razlika i
trazili da njihova suma bude minimalna. To nije lo§ kriterij, ali su apsolutne vrijednosti
nepogodne jer se ne mogu opcenito derivirati. Taj, ali i neki drugi razlozi, prevagnuli su u
korist sume kvadrata.

Postupak odredjivanja parametara metodom najmanjih kvadrata.

Oznacimo i-to odstupanje kao D;:=y;- f(x;,a,b)

To je razlika izmedju mjerene (eksperimantalne) vrijednosti y; 1 teoretske vrijednosti
f(x;,a,b), tj. vrijednosti funkcije f(x,a,b) za x=x;.

Prema metodi najmanjih kvadrata, parametre odredjujemo tako da suma

D’ +D; +..+D;
bude minimalna.
Taj izraz ovisi 0 nepoznatim parametrima a, b. Zato piSemo:

F@ab)=[y, - f(x,ab) +[y, - f(s,ab)f +..+|y, - f(x,,ab)]
ili, krace

Fab)=> [y, - f(x.ab]f

=)
(F ovisi i o vrijednostima x;, y;i, za i=1,2,...n, medutim te su vrijednosti poznate). Funkcija F
Cesto se naziva funkcija cilja (opc¢enito, funkcija cilja moze biti i neka druga pogodna
funkcija, na primjer, odstupanja se mogu mnoziti nekim tezinama).

Treba odrediti parametre a,b u kojima funkcija cilja F postize minimum.



Uvjeti lokalnog ekstrema (pomocu parcijalnih derivacija) za funkciju F jesu:

F_oi Foo

oa ob
Dakle
o Ly - f(x.a b)) o Ly, - f(x.a b))

i=1 =0 i i=1 =0
oa ob
Koristec¢i svojstva derivacija (derivacija zbroja je zbroj derivacija) dobijemo:

n of (x.,a,b ) of (x,,a,b)
22[y| - f(xi,aab)]'(_(l—)) =01 Z 2I:y| — f (Xi ,a, b)] (_—) =0
— oa i oa

Nakon sredivanja dobijemo sustav dviju jednadzba s dvjema nepoznanicama a,b.

n of (x;,a,b)

—f(x,ab) —————=0
;[y. (-a,b)]- —=

n of (x;,a,b
Sl - foab) T2 g )
= b

Iz tog sustava odredjujemo nepoznate parametre a,b . Opcéenito sustav moze imati vise
rjeSenja. Takodjer moze se dogoditi da neka rjeSenja odgovaraju maksimumu ili sedlastoj
tocki, a ne minimumu. Moze se dogoditi i to da neka rjeSenja nemaju fizikalna znac¢enja. Na
sreu, u najvaznijem slucaju, slu¢aju linearnih veza i njima srodnih, rjeSenje tog sustava je
jedinstveno, tj. parametri se mogu odrediti jednoznacno.

Linearna regresija.
Odredivanje parametara a,b za linearnu vezu (odredivanje regresijskog pravca).

Tu je f(x,a,b):=ax+b, paje
f(xi,a,b) = ax;+b
af(xiaaab)_x 1 af(xiaaab)_
oa ‘ ob

Ako to uvrstimo u sustav (*), dobijemo

1

Zn:(yi —ax; _b)'xi =0

Z(yi —ax —-b)-1=0
i=1
nakon raspisivanja dobijemo sustav dviju linearnih jednadzba s dvjema nepoznanicama:

(ixf)'a+(ixa)'b=ixi Yi
(Zn:xi)-aJrn~b=Zn:yi



U tom su sustavu parametri a,b nepoznanice, a brojevi

n n n n
Z x’, z X, N, Z X Yis z X; koeficijenti sustava (oni su poznati, jer se dobiju iz mjernih
i=1 i=1 i=1 i=1

podataka).
RjeSavanjem tog linearnog sustava dobijemo konacne formule (indekse ispuStamo!):

aznzxiyi_zxizyi b:zxizz Yi_ZXiZXiYi (**)
(%) 0 ()

Dobiveni pravac s jednadzbom y = ax+b zove se regresijski pravac.

Primjer 2. Procijenimo oblik veze, odredimo parametre, jednadzbu regresijskog pravca,
odstupanja i vrijednost funkcije cilja ako je:

Xi| O 1 2 3 4

yi| 6 3 1 -2 -3

Tocke (0,6), (1,3), (2,1), (3,-2), (4,-3) predocimo u koordinatnom sustavu.
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Vidimo da su tocke priblizno na pravcu, pa trazimo linearnu vezu, tj. vezu oblika y=ax+b.
Unaprijed vidimo da je a<0 ida je bx6. Da bismo lakSe racunali a,b iz (**), izradimo
ovakvu tablicu (u posljednjem su stupci zbrojevi elemenata u odgovaraju¢em redku):

xi| 0 1 2 3 4 | 10
vi| 6 3 1 2 3| 5
X’ 0 1 4 9 16] 30
xiyi| 0 3 2 -6 -12| -13



Tu je jos n=5, pa iz (**) dobijemo:

Qo 5-(=13)-10-5 _-115
5-30-10° 50

b 30-5-10-(=13) _ 280 _
5-30-10° 50

=-23

5.6

Dakle, traZena je linearna veza: y=-2.3 x+ 5.6 (to je jednadzba regresijskog pravca).

Da bismo odredili odstupanja i vrijednost funkcije cilja, izraCunajmo najprije vrijednosti
funkcije f(x):=-2.3x+5.6, redom za x=0,1,2,3,4.

f(0)=5.6

f(1)=3.3

f(2)=1.0

f(3)=-1.3

f(4)=-3.6

Vidimo da su teoretski rezultati bliski eksperimentalnim podatcima, Sto pokazuje i tablica (u
posljednjem su redku odstupanja D;: = y; — f(x) ).

i | 0 1 2 3 4
vi | 6 3 1 -2 3
fx)| 56 33 10 -13 -3.6
D, | 04 -03 00 -07 06



Uocite da je zbroj odstupanja jednak nuli (to vrijedi opéenito: z D, =0).
Minimalna vrijednost funkcije cilja jednaka je zbroju kvadrata odstupanja:
Z D’ = 0.4"2 +(-0.3)"2 + 0.0"2 + (-0.7)"2+0.6"2 = 1.10 .

Napomena. Za veliki broj podataka provodenje metode najmanjih kvadrata moze biti
mukotrpno. Zato je dobro nauciti primjenu grafickog kalkulatora ili nekog dostupnog
kompjutorskog programa. Na primjer, naredba LinReg na grafickom kalkulatoru, za podatke
iz Primjera 1. daje nam (zaokruzeno na tri decimale) a=3.071 i b=-1.033.

Dobivena linearna veza moZe nam posluziti za procjenu (priblizno odredivanje) vrijednosti
veli¢ine y za vrijednosti x unutar podruc¢ja mjerenja (interpolacija) ili izvan njega
(ekstrapolacija)

Primjer 3. Procijenimo vrijednost veli€ine x iz predhodnog primjera za x=2.51 x=5.

Iz f(x):=-2.3x+5.6, dobijemo f(2.5)=-2.3-2.5+5.6 =-0.15.

Dakle interpolacijom smo dobili da vrijednosti x=2.5 priblizno odgovara vrijednost y=-0.15
(koju, inace, nismo mjerili). Uocite da se ta vrijednost razlikuje od srednje vrijednosti u x=2 i

x=3 (koja je jednaka # —.0.5).

Takodjer se dobije f(5)=-2.3-5+5.6=-5.9, pa je y=-5.9 priblizna vrijednost veli¢ine y za x=5
(kazemo da smo je dobili ekstrapolacijom).

Uocimo da u Primjeru 2. dobiveni regresijski pravac prolazi podatkom (2,1). Opcenito, on
ne mora prolaziti ni kroz jednu tocku. Jedan od razloga zasto se tu tako dogodilo jest taj Sto je
2 aritmeticka sredina vrijednosti x veli¢ine, a 1 aritmeticka sredina vrijednosti y veliine
(provjerite; to je slucaj, sredina skupa podataka opcenito nije podatak). Naime, regresijski
pravac uvijek prolazi tockom (X,Y), gdje je
g Xt X He kX, y Y, + Y, Fet Y,

3

n ' n

. Dakle y=ax+Db.

Odredjivanje primjerene krivulje.

U prijasnjim primjerima sve se vrtjelo oko regresijskog pravca za zadani skup podataka.
Inace, ako teoretski ili neki drugi razlozi upucuju na linearnu vezu medu veli¢inama, provodit
¢emu linearnu regresiju ¢ak ako podatci znatnije odudaraju od pravca. Sasvim su druk¢ije
okolnosti ako unaprijed nemamo nikakvih zahtijeva na vrstu veze, ve¢ nas zanima krivulja s
relativno jednostavnom jednadzbom, koja ¢e dobro odgovarati podatcima. Na primjer,
letimiCan pogled na podatke iz Primjera 2 upu¢uju na malu zakrivljenost (na to upucuju i
izraCunata odstupanja D; ).



To nam namece ideju da pokuSamo traziti najbolju kvadratnu vezu medju podatcima,
tj. vezu oblika y = ax”2+bx+c.

Primjer 4. Metodom najmanjih kvadrata odredimo najbolju kvadratnu vezu medju
podatcima iz Primjera 2.

Koeficijente a,b,c mogli bismo izracunati koriste¢i se formulama (*), medjutim mi ¢emo se
posluziti gotovim programom. Na primjer, naredba QuadReg na grafickom kalkulatoru daje
nam (uz zaokruzivanje na tri decimale)

a= 0.214
b=-3.157
c= 6.029

pa dobijemo, najbolju kvadratnu aproksimaciju

y= 0.214x* -3.157x + 6.029

Takodjer, za vrijednost funkcije cilja dobijemo

> D’ =0.457

Sto je za viSe od 50% manje nego kod linearne regresije. Da dobivena parabola bolje prolazi
zadanim toCkama od regresijskog pravca vidi se i iz crteza.



Veze koje se svode na linearne.

U primjeni se ¢esto pojavljuju nelinearne veze medju dvjema veli¢inama koje se, promjenom
mjerne skale, svode na linearne, na primjer:

l.y=ax",

je nelinearna veza, a svodi se na linearnu logaritmiranjem:
log y= b -log x+loga

(tu su log x 1 log y linearno povezane),

2.y=ab",

svodi se na linearnu

log y=1logb - x+loga

(tu su x ilogy linearno povezane),

a
3.y=—mo,
y b+ x
: . . 1 b+x 1 1 b
svodi se na linearni preko —=——,tj. —=—-X+—
y a y a a

. . o
(tusu — 1 x linearno povezani), itd.

Primjer 5. Odredimo vezu oblika y = a-b® ako je:

xi| -1 0 1 2 4
yil 1.6 2.9 5.9 11.8 48.0

Logaritmiranjem dobijemo log y=log b - x+ log a.

Nakon zamjena Y:=logy, A:=log b, B:=log a, dobijemo linearnu vezu
Y=A-x+B.

Sad imamo ovakvu tablicu (vrijednosti zaokruzujemo na 4 decimale).

xi | -1 0 1 2 4 | 6
Y: | 0.2041 0.4624 0.7729 1.0719 1.6812 || 4.1905
x> |1 0 1 4 16 | 22
x;Yi| -0.2041 0.0000 0.7709 2.1438 6.7250 || 9.4355

Tu je jo§ n=5, pa iz formula (**) dobijemo
Ao 5-9.4355—6-;1.1095 02978
5:22-6

B 22-4.1095-6-9.4355
5.22-6°

To znaci da je Y=0.2978-x+04808

najbolja linearna veza, prema metodi najmanjih kvadrata, izmedju Y i x. Medutim, mi

trebamo vezu izmedu vy i X, tj. trebaju nam parametri a,b. Njih odredujemo

pomocu parametara A,B. Naime (uz zaokruzivanje na 3 decimale),
iz A=log b, dobijemo b=10"=1.985,

=0.4808



a iz B=log a, dobijemo a=10"=3.025.

Dakle,

y=3.025-1.985%,

je traZzena veza izmedu x 1 y. Vidimo da tu vezu mozemo pisati i kao
y=3-2"

IzraGunajmo, radi provjere, vrijednosti funkcije f(x):= 3-2%, redom za x =-1,0,1,2.4.
f(-1)=1.5

f(0)=3.0

f(1)=6.0

f(2)=12.0

f(4)=48.0

Vidimo da se teoretski rezultati jako dobro slazu s eksperimentalnim podatcima.

Za vrijednost funkcije cilja, za f(x):= 3-2%, dobijemo

> D} =0.07

Napomena. Zadatak smo mogli rijeSiti pomocu grafickog kalkulatora naredbom EXxpReg.



