Statistika — saZetak 1 popis formula

1. Deskriptivna statistika

Aritmeticka sredina brojeva X; Xa,....Xy :
X, + X, +.ot X,

n

X =

Na primjer, aritmeticka sredina brojeva 1,2,3,4,5 je broj [+2+ i+ 4+5 = 1?5 =3.

Frekvencija nekog podatka je broj pojavljivanja tog podatka. Na primjer, za podatke
1,1,2,2,2,3,4 broj 1 ima frekvencioju 2, broj 2 frekvenciju 3, a brojevi 3 i 4 po frekvenciju 1.

Ako podatke grupiramo u razrede, onda sli¢no definiramo frekvencije razreda.
Relativna frekvencija (podatka ili razreda), po definiciji je kvocijent obicne frekvencije 1

ukupnog broja podataka. Zato je zbroj relativnih frekvencija jednak 1.

Medijan skupa podataka je srednji podatak ako je broj podataka neparan, a aritmeticka
sredina dvaju srednjih ako je broj podataka paran.

Na primjer, za podake 1,2,4, 11, 13 medijan je 4 (srednji podatak),

a za podatke 1,2,4,7,11,13 medijan je 4+7 = 5.5 (aritmeticka sredina 3. i 4. podatka)

Raspon podataka x; x»,...,x, poredanih prema veliCini je razlika x,-X; najveceg i najmanjeg
podatka.

Na primjer, raspon podataka 1,1,2,2,3,11,64 je 64-1=63

Kvartili dijele podatke u Cetiri jednakobrojne skupine.

Prvi ili donji kvartil je broj od kojega je 25% podataka manje ili je njemu jednako.
Drugi je kvartil medijan.

Treéi ili gornji kvartil je broj od kojega je 75% podataka manje ili je njemu jednako.
Mjere rasipanja (disperzije) podataka.

1. Suma apsulutnih vrijednosti odstupanja podataka od aritmetic¢ke sredine:
SAO:= |x;- X [+[x2- X [+...+xn- X |

2. Prosjecno apsolutno odstupanje od aritmetic¢ke sredine:

| X, =X |+ | X, =X |+.. 4] X, —X|
n

PAO:=




3. Varijanca uzorka (s')° definira se kao prosje¢no kvadratno odstupanje od prosjeka:

(%, = X) + (X, —=X)* +...+ (X, —X)
n

(s) =

4. Standardna devijacija uzorka s' je drugi korijen iz varijance uzorka:

G \/(xl —%X)2 + (X, = X) .ot (X, — %)

n

5. Korigirana varijanca (nepristrana procjena varijance populacije)

s (X =X)7+(X, = X)* +..+ (X, — %)
n-1

(razlikuje se po tome $to u nazivniku, umjesto n ima n-1, a u oznaci §to nema crtice).

6. korigirana standardna devijacija uzorka S, kojom se procjenjuje standardna devijacija
populacije:

= \/ (X = %)* + (K ~X)" +occt (Ky ~X)’

n-1
Dosadas$nje pojmove ilustriramo Primjerom 9. iz lekcije: Deskriptivna statistika.
Primjer 9. Mjerenjem vremena izmedu dviju uzastopnih poruka pristiglih na neku adresu
dobiveni su sljedeci podatci (u sekundama):
12,8,1,7,24,4,4,6, 20, 10, 3, 2, 22, 23, 8, 6, 5, 25, 16, 3, 1, 14, 15, 18, 2, 6, 27, 19, 12, 4,
20, 14, 3, 13, 8, 15, 30, 5, 7, 16.
(I) Prebrojimo podatke. Vidimo da ih ima 40, dakle n = 40.
(IT) Poredajmo podatke prema veli¢ini (od manjeg prema vecem):
1,1,2, 2, 3,3, 3, 44,4,5,56,6,6,7,7, 8,8,8,10, 12,12, 13, 14, 14, 15, 15, 16, 16, 18,
19, 20, 20, 22, 23, 25, 27, 30.
(IIT) Napravimo tablicu frekvencija:
12345 6 7 8 10 12 13 141516 18 19 20 22 23 24 25 27 30
22332323 1 2 1 2 22 11 21 1 11 11

Vidimo da frekvencije variraju iako imaju i op¢i trend prema opadanju. To bi jo§ izrazitije
bilo da smo stavili frekvencije 0 za brojeve od 1 do 30 koji se ne pojavljuju.

(IV) Grupirajmo podatke u razrede duljine 5:

0.5-55 55-105 105-155 15.5-205 20.5-255 25.5-305



11 9 7 6 4 2

Vidimo da, nakon ovakvog grupiranja, frekvencije razreda opadaju, Sto se dobro vidi i iz
histograma. To je jedan od najvaznijih razloga grupiranja.

(V) Odredimo, najmanji podatak, najveci podatak i raspon:
min = 1

max = 30

raspon = max — min = 30-1 = 29.

(VI) Odredimo medijan i aritmeti¢ku sredinu i unaprijed procijenimo njihov odnos.
Odredimo kvartile.

S obzirom da su podatci vise grupirani na pocetak, medijan je manji od aritmeti¢ke sredine.
Kako je n = 40, medijan je aritmeticka sredina 20-og i 21-og podatka. Dakle:

Medijan= >S9 _g

Aritmeticka sredina, X :% =11.45 (zaista je medijan manji).

Prvi kvartil: q;=4.5

Drugi kvartil (medijan): q; =9
Treéi kvartil: g3 =17

(VII) Odredimo varijancu i standardnu devijaciju te korigiranu varijancu i korigiranu
standardnu devijaciju uzorka.
Varijanca: (s)* = 63.1975
Standardna devijacija: s' = 7.9497 (na 4 decimale)
Korigirana varijanca: s’ = 64.8179 (na 4 decimale)
Korigirana standardna devijacija: s=8.0510 (na 4 decimale).

Empirijsko pravilo za zvonolike distribucije frekvencija.

KaZemo da podatci imaju zvonoliku distribuciju ako za histogram frekvencija (ili relativnih
frekvencija, svejedno) vrijedi:

(N1) Povrsina je koncentrirana oko aritmeticke sredine.
(N2) Povrsina je priblizno simetri¢no rasporedena lijevo i desno od aritmeticke sredine
(N3) Povrsine rastu odprilike do aritmetic¢ke sredine, potom padaju.

Uz ove uvjete histogram (odnosno pripadna krivulja) ima zvonolik oblik. Praksa pokazuje da
takav oblik imaju histogrami distribucija kod velikih uzoraka, pri mjerenju mnogih
statistickih fenomena (statistickih obiljeZzja), poput mase, visine, postotka elementa koji se
moze nekom tehnoloskom metodom izdvojiti iz neke rudace, grjeSaka pri mjerenju,
kvocijenta inteligencije itd. Za takva statisticka obiljezja uoceno je sljede¢e empirijsko
pravilo:



Uintervalu < X-s', X +s'> ima oko 68% podataka, tj. oko 2/3 podataka (povrSine
histograma)

Uintervalu < X-2:", X +2:s'> imaoko 95% podataka (povrsine histograma)

U intervalu < X -3:s', X + 3:s' > su gotovo svi podatci (gotovo ¢itava povrsina).

2. Procjenjivanje.

Neka je X slucajna varijabla.
Ocekivanje E(X) procjenjujemo aritmeti¢kom sredinom podataka

X, + X+t X,
n

X =

Varijancu V(X) procjenjujemo izrazom

—\2 o\ 2
X —X)2 +...+(X, —X T
2 =( 1 —X) 1( ) , (u nazivniku je n-1, ane n)
n_

(X, —=X)* +...+ (X, —X)*
n-1 '

Standardnu devijaciju s(X) procjenjujemo izrazom S = \/

2. Interval pouzdanosti za ocekivanje — prava vrijednost mjerene
velicine.

Oznag¢imo E(X)= 1 i V(X)=0", bez obzira je li X normalno distribuirana.

Ocekivanje procjenjujemo aritmetickom sredinom podataka, ali aritmeti¢ka sredina ne mora
biti (i u pravilu nije) jednaka (nepoznatom) ofekivanju. Zato nas zanima interval oko X
unutar kojega ¢e, uz odredenu sigurnost, biti ocekivanje . To je interval pouzdanosti.

Postupak odredivanja intervala pouzdanosti.
1. Ako je X normalno distribuirana i ako je poznata standardna devijacija o .

Tada je, uz 95% vjerojatnost, interval pouzdanosti (odprilike)

- o _ o
<X-2—,X+2—>
Jn Jn
Smisao intervala pouzdanosti nije da se ocekivanje x4 u njemu nalazi s vjerojatnoscéu 0.95
(naime u nije slucajna veli¢ina i nalazi se ili ne nalazi u tom intervalu). Taj se smisao moze

interpretirati na primjer tako da bi se odprilike u 95 od 100 ponavljanja ovih n mjerenja,
aritmeticka sredina X naSla u intervalu



o o

Jn Jn

a to je isto kao da kazemo da bi se odprilike u 95 od 100 ponavljanja, ocekivanje u naslo u

<U—2—,u+2 > (Sto bismo mogli provjeriti da znamo u 1 o),

intervalu <X -2-2,x+2-Z
Jno o Wn

Umjesto broja 2, za vjerojatnost 0.95, mogli bismo u tablici jedini¢ne normalne razdiobe T (ili

odgovarajucoj proceduri u Excelu ili Mathematici) naci precizniji podatak: 1.96. Naime,

P(|T|<1.96) = 0.95

Sli¢no bismo mogli odrediti simetri¢ne intervale oko aritmeticke sredine za druge

vjerojatnosti, a ne samo za 0.95 .

Opéenito je interval pouzdanosti za vjerojatnost 1-2p, jednak

<X-7, - X+z, >

P P /i
gdje je zp takav realni broj, za kojega vrijedi P(T>z,) = p, zj. broj iza kojega je povrSina
ispod grafa funkcije gustoce jedini¢ne normalne razdiobe jednaka p.

> (Sto bismo opet mogli provjeriti da znamo u 1 o).

W

mjerenja (duljina uzorka).

Veli¢ina o = koja se tu pojavljuje zove se standardna grjeska, gdje je n broj

2. AKko je n velik (obi¢no se uzima ako je n>30), i ako je poznata standardna
devijacija o, a X ne mora biti normalno distribuirana.
Tada mozemo postupiti kaou 1.

Treba napomenuti da je predpostavka da znamo o (a da x4 procijenjujemo iz N mjerenja)
nerealna, iako nije nemoguca. U praksi smo gotovo uvijek prisiljeni procijeniti o pomocu S.
Tada se situacija usloznjava, medjutim za parametre normalne razdiobe, tj. ako
predpostavimo da je X normalno distribuirana, problem se moze rijesiti.

3. n<30, X je normalno distribuirana, a o nepoznat — procjenjujemo ga pomocu S
(postupak korektan za sve n)

Tada je interval pouzdanosti, uz vjerojatnost 1-2p:

_ S _ S
<X—tp(k)—n,x+tp(k)—n>.

B o

gdje je t(n-1) Studentovarazdiobas k=n-1 stupnjeva slobode,
a znacCenje broja ty(k) je sljedece:
P([t(k)| > to(k) ) = 2p, tj.  P(t(k) > t,(k) ) =p

Ako je n dovoljno velik, recimo oko 30, onda je t(n-1) prakti¢no jednaka jedini¢noj
normalnoj razdiobi, pa mozemo umjesto Studentove razdiobe koristiti jedini¢nu normalnu.
Naravno, ako se sluzimo odredenim statisti¢kim paketom, to je nepotrebno. Takodjer, tada
interval pouzdanosti dobijemo izravno.

Testiranje hipoteze .-, (t-test)



Predpostavimo da je X normalno distribuirana slu¢ajna veli¢ina s o¢ekivanjem
4 1 varijancom o .
Neka smo na osnovi N mjerenja dobili procjene:
X zanjeno ocekivanje u,

s zanjenu varijancu o”.

Testiramo hipotezu:

Ho: p =,
gdje je u, neka deklarirana vrijednost.

Napominjemo da bismo prije toga trebali provjeriti hipotezu o bliskosti varijanca (koju treba
formulirati), a nakon $to testiranje varijanaca pozitivno prode, mozemo pristupiti testiranju
oc¢ekivanja.

. . . e e e . . A— U “ . .. .
Testiranje se zasniva na ¢injenici da broj TO mozemo interpretirati kao slucajnu

Jn
vrijednost slucajne varijable t(n-1) (ta se razdioba zove test-statistika).
Postupak opisujemo uz kontrahipotezu u # u,, dakle imamo:

@
Ho: p = p,
Hat p# p,

— K
s

Jn

2. Biramo nivo signifikantnosti (razinu znacajnosti) « S$to je obi¢no 0.05 Znacenje nivoa
signifikantnosti je o : = P(Hy odbacujemo| Hy je istinita).
Taj se broj zove 1 pogrjeska prve vrste.

1. Racunamo t_, =

3. U tablici t-razdiobe odredujemo kriticnu vrijednost ty (ovisno o broju stupnjeva slobode
k=n-1, 1 kontrahipotezi koja je, ako drukc¢ije ne specificiramo u # ).

Znacenje kriti¢ne vrijednosti: to =t (k), tj. P(t(k)[>t0)) = o .

2

4. Ako je je [texp| < to hipotezu prihvacamo, inace je odbacujemo. Podrucje izmedu kriti¢ne
vrijednosti 1 njoj suprotne <-ty, ty> zovemo podruéjem prihvacanja (kriticno podrucdje),
ostatak je podrucje odbacivanja. Smisao je u tome, Sto hipotezu prihva¢amo ako tex, upadne
u podrucje prihvacanja, inace je odbacujemo.
Ovaj test zovemo dvostrukim, naziv mozemo tumaciti tako Sto se podrucje odbacivanja od
dvaju simetri¢nih dijelova. Naime, tu podrucje odbacivanja ima dva simetricna dijela, svaki

povrsine %, gdje je a nivo signifikntnosti . To je zato Sto je kontrahipoteza oblika u # ),

pa se dopustaju otkloni na obje strane. Dakle, u slu¢aju a =0.05, broj ty, oznacava broj iza
kojega je ispod grafa t-razdiobe povrSina jednaka 0.025.



Kontrahipotezu u # u, koristimo u pravilu onda ako su neki podatci iz uzorka manji, a neki
veci od deklarirane vrijednosti g .

(ID).
Ho:  p=p,
Hat > p

Tu hipotezu koristimo u pravilu onda ako ako su svi podatci iz uzorka (ili ve¢ina od njih) veci
od .
1. korak je kaoiu (I).

2. Tuje to=t,(k), P(tk)>to)= a (ane %kaou(l))z

3. Ako je texp <to, hipotezu prihvacamo, inace je odbacujemo.
Dakle, podrucje prihvacanja je <—oo,t,>, a odbacivanja <t ,+ o0 >.

Ovo je primjer jednostrukog testa (podrucje odbacivanja je od jednoga dijela).

(I1D).
Ho: p=p,
Hat <,

Tu hipotezu koristimo u pravilu onda ako ako su svi podatci iz uzorka (ili ve¢ina od njih)
manji od g, .

Postupak je slican onome iz (II), samo Sto je podru¢je prihvacanja <-t;,+o0>.

Testiranje hipoteze u =, (t-test).
Tom testu u pravilu predhodi F-test. Nakon §to taj prode nastavlja se s t-testom (testiranju
oc¢ekivanja), tj. s testiranjem hipoteze:

Ho:  u, = 1, (nulta hipoteza)

Hipoteza se, primjenom t-testa, provodi se sli¢no kao kod x = u, (razlika je samo u prvom
koraku).

1. IzraCuna se:
_ X — X,

texp ) )
\/(n1 _1) S +(nz _1) Sy [hy+N,
n+n,-2 \/ nn,
o ) n,—1) s/ +(n,—1) s; [n +n
gdje obi¢no oznatavamo: S, = (M =D s +M =D s; |n+n,
n+n,-2 nn,

2. Odredi se broj stupnjeva slobode k=n;+n,-2.




3. Prihvati se neki nivo signifikantnosti & (obicno « =0.05, ali mozei « =0.01 ili & =0.1)
Smisao nivoa signifikantnosti u testiranju je, kao 1 inace, sljedeci:

P(Postavljena se hipoteza odbacuje| postavljena je hipoteza istinita) = « .

4. Iz tablica t-razdiobe izracuna se kriti¢na vrijednost pomocu koje odredjujemo upada li
izraCunata vrijednost te u kriti€no podrucje. Kriticna vrijednost ovisi o nivou
signifikantnosti « , o broju stupnjeva slobode (dakle o broju mjerenja), ali 1 0 nasoj
kontrahipotezi koja moze biti:

a) u, # U, (kad testiramo jesu li te dvije veliCine jednake ili razli¢ite). Tada kriticna
vrijednost t; ima znacenje: P(|t}>t)) = @ , gdje t oznacava Studentovu (t-razdiobu).
Hipotezu prihvacamo ako je [texp|<to (inace je odbacujemo).

Ako izricito druk¢ije ne kazemo uvijek smatramo da je kontrahipoteza takva.

b) u, > u, (kojaima smisla samo ako je X, > X, , iako se moZe provoditi 1 inace) .
Tada kriti¢na vrijednost ty ima znacenje: P(t>ty) = & (to je drukciji od onog iz a)).
Hipotezu prihva¢amo ako je te,<to, inace je odbacujemo.

c) u, <u, (kojaima smisla samo ako je X, <X,, iako se moze provoditi i inace) .
Tada kriti¢na vrijednost t, takodjer ima znacenje: P(t>t)) = « .

Hipotezu prihva¢amo ako je tex,> - to, inace je odbacujemo.

7’ -test.

Rezultate mjerenja slucajne varijable zapiSemo u tablicu tako da u gornji redak stavljamo
postignute rezultate podijeljene u L razreda: nulti, prvi,...,(L-1)-ti , a u donji frekvencije f; tih
razreda.

Iz predpostavke o teoretskoj distribuciji izracunaju se pripadne teoretske frekvencije (u lekciji
je to pokazano za Poissonovu distribuciju).

Hipoteza je da se podatci ravnaju prema teoretskoj distribuciji.

Postupak se provodi ovako:

1. Racunanje broja hikvadrat eksperimentalno koji je mjera udaljenosti
eksperimentalnih 1 teoretskih frekvencija.

2 (f, - fto)2 n (f, - fu)2 - (fi - ft,L—1)2

exp *
ftO ftl ft,L—l

2. Odredivanje broja stupnjeva slobode: k=L-1-I
gdje je | broj parametara teoretske razdiobe (za Poissonovu i eksponencijalnu =1, za
normalnu i binomnu 1=2), i nivoa signifikantnosti & (u pravilu « =0.05).

3. Odredivanje kriti¢ne vrijednosti y_(K) koja ima znacenje
POy (K)> z. (k) =a,
gdje je y*(k) hikvadrat razdioba s k stupnjeva slobode (to je test-statistika).

4. Hipotezu prihvacamo ako je ;(jxp < y2(k)



(tada smatramo da udaljenost izmedu eksperimentalnih i teoretskih podataka nije
prevelika), inace je odbacujemo.

Dakle podru¢je prihvacanja (kriti¢no podrugje) je <0, . (k)>, a podrugje odbacivanja
<y2(k), +oo>,

Opéenito kod testiranja imamo ove nazive.

Pogrjeska prve vrste: o : = P(Hipotezu odbacujemo| Hipoteza je istinita).
Pogrjeske druge vrste: [ := P(Hipotezu prihva¢amo| Hipoteza je lazna).
Jakost testa: 1- 5.

Metoda najmanjih kvadrata i koeficijent regresije

Ako smo mjerenjem dviju zavisnih veli¢ina, za prvu od njih — veli¢inu x, dobili podatke
Xn,

aaaaa

Y1, Y2, ¥n,

onda te podatke mozemo shvatiti kao n uredenih parova:
(bel): (X29y2): (Xn,Yn)

koje geometrijski moZzemo predociti kao n to¢aka ravnine.
Tada medu svim pravcima s jednadzbom y = ax+b,
najbolje ovim podatcima odgovara onaj s parametrima

a_nZXiyi—ZXiZyi b:ZX?Z Yi = % 2%, .

n_zxiz_(zxi)z ’ n_zxiz_(zxi)z

Dobiveni pravac s jednadzbom y = ax+b zove se regresijski pravac.

Geometrijski to znaci da regresijski pravac hajmanje odstupa od pocetnih toc¢aka. Ti su se
parametri dobili metodom najmanjih kvadrata koja se zasniva na nacelu da

suma kvadrata razlika eksperimentalnih i teoretskih podataka bude minimalna.

Vise o tome ima u lekciji.

Ako sutocke (x1,y1), (X2,y2), ... (Xn,¥n) grupirane oko regresijskog pravca, onda govorimo da
su podatci korelirani (linearno korelirani). Na osnovi toga govori se da su pripadne
veli¢ine x,y korelirane. Razina koreliranosti mjeri se koeficijentom korelacije

. XY= 2 %2V
Y =% 02y -y

Taj je broj izmedu -1 1 1. Ako je r blizu 1, to je visoka pozitivna, a ako je blizu -1 to je
visoka negativna koreliranost. Ako je, pak, r blizu nule koreliranost je vrlo niska.




