Sazetak — vjerojatnost

Skup ishoda

U teoriji vjerojatnosti razmatraju se dogadaji koji se mogu, ali ne moraju dogoditi. Takvi se
dogadaji zovu slu¢ajnim dogadajima.

Jednostavne dogadaje u nekom pokusu zvat ¢emo ishodima (elementarnim dogadajima).
Uocite sljedece: svaki se dogadaj sastoji od ishoda.

Ako ima n ishoda onda ima 2" dogadaja.

Algebra dogadaja

Veznici i, ili.

Povezivanjem recenica A, B veznikom i nastaje reCenica A4 i B.

Povezivanjem recenica A, B veznikom i/i nastaje recenica 4 ili B.

Treba uociti da recenica A4 ili B tvrdi da vrijedi jedno ili drugo, ali dopusta da vrijedi jedno i
drugo.

Treba znati da se veznik i/i u matematici uvijek shvaca na taj nacin (ukljuéivi ili).

U svakidaSnjem govoru to uvijek nije tako. Na primjer, u recenici:

Marko je poloZio ispit ocjenom 2 ili 3,

veznik ili ne dopusta jedno 1 drugo (iskljuéivi ili). Da bi se to naglasilo ta bi se reCenica
mogla napisati i kao:

Marko je polozio ispit ili ocjenom 2 ili ocjenom 3.

Zbroj i umnozak dogadaja.

Pretpostavimo da su recenice A, B formulacije dvaju dogadaja u nekom pokusu. Tada su
recenice A i B, A ili B takoder formulacije dogadaja u tom pokusu.

Treba uociti da, u skupovnoj interpretaciji, dogadaju A4 i B odgovara presjek skupova A,
B; takoder da dogadaju A4 ili B odgovara unija skupova A,B. To ocito vrijedi opcenito, a
ne samo u ovom primjeru.

Uobicajeno je da se dogadaj 4 i B u teoriji vjerojatnosti zove umno$kom (produktom)
dogadaja A, B i da se piSe kao 4-B;

takoder da se dogadaj 4 ili B zove zbrojem (sumom) dogadaja A,B i da se piSe kao A+B.
Dakle,

A-B =umnozak dogadaja A,B (dogodio se i dogadaj A i dogadaj B; dogodila su se oba od
dogadaja A,B),

A+B = zbroj dogadaja A,B (dogodio se dogadaj A ili dogadaj B; dogodio se barem jedan od
dogadaja A, B).

Kako smo rekli, u skupovnoj interpretaciji, dogadaju A-B odgovara presjek skupova A,B, tj.
skup A N B, a dogadaju A+B skup A U B. Zato se, katkad, ti dogadaji tako i oznacuju.

Suprotni dogadaj.

Nijekom (negacijom) neke recenice protuslovi se tvrdnji koju ta recenica izrice. Na primjer,
A: Marko je poloZio ispit iz matematike,

nije A: Nije Marko polozZio ispit iz matematike.

Recenicom nije A protuslovi se reCenici 4, tj. njom se nijece (negira) tvrdnja izrecena
recenicom A.



Predpostavimo da je recenica 4 formulacija nekog dogadaja. Tada je reCenica nije A takoder
formulacija nekog dogadaja kojega zovemo suprotnim dogadajem dogadaja 4 .

Na primjer, ako je u pokusu bacanja kocke jedan put:

A: ispao je paran broj,

onda je suprotni dogadaj:

nije A: nije ispao paran broj.

U skupovnoj je interpretaciji:

A= {2,46}

nije 4= {1,3,5}.

Treba uociti da se dogadaj nije A sastoji upravo od onih ishoda koji ne pripadaju dogadaju 4.
To znaci da je nije A komplement skupa 4 u skupu svih ishoda S. Uobicajeno je da se
suprotni dogadaj nije A dogadaja A oznaava kao 4 i ¢ita kao ne a. Dakle,

A : suprotni dogadaj dogadaja 4 (nije se dogodio 4).

U skupovnoj interpretaciji 4 je komplement skupa 4 u skupu S.

Skup dogadaja u nekom pokusu skupa s operacijama zbrajanja, mnoZenja i nijekanja
zovemo algebra dogadaja.

Dva medusobno suprotna dogadaja ne mogu istovremeno dogoditi. To znaci: ako se dogodio
A, onda se nije dogodio A i obratno, ako se dogodio A, onda se nije dogodio 4. Opcenito:

ako se dva dogadaja ne mogu istovremeno dogoditi, onda kaZzemo da se dogadaji
iskljucuju (u skupovnoj interpretaciji to znaci da su pripadni podskupovi disjunktni).
Moze se reci i ovako:

Dva se dogadaja iskljucuju ako je njihov umnoZak nemoguéi dogadaj.

Ako su dva dogadaja medusobno suprotni, onda se oni isklju¢uju, medutim dogadaji se mogu
iskljucivati, a da ne budu suprotni.

Vjerojatnosni prostor

Neka u nekom pokusu ima # ishoda i neka su svi ishodi medusobno ravnopravni (imaju
medusobno jednake izglede da se dogode). Pretpostavimo da se dogadaj A sastoji od m

ishoda. Tada je vjerojatnost dogadanja dogadaja A jednaka ™ To krace pisSemo kao:
n

p=2
n

(p je pocetno slovo latinske rijeci probabilis).

Svojstva vjerojatnosti dogadaja.

Iz definicije vjerojatnosti kao omjera svih povoljnih moguénost i svih moguénosti proizlaze
sljedeca svojstva vjerojatnosti p dogadaja.

1. P(S)=1 (ukupna vjerojatnost jednaka je 1)
2. p(A+B)=p(A) + p(B), ako se A, B iskljucuju

Ako u 2. umjesto B stavimo A , dobijemo
p(A+4)=p(A)+tp(A4), a kako je A+ 4=S i1 p(S)=1, dobijemo



p(A)+p( A )=1, Sto pisemo i kao

3. p(4)=1-p(A)

Ta se formula zove formulom vjerojatnosti suprotnog dogadaja

Ako se u tu formulu stavi A=S, onda je, 4 =0, pa je

4. P(Q)=0.

Ta se formula moze izravno dobiti i iz definicije vjerojatnosti jer se nemoguci dogadaj sastoji
od 0 ishoda.

5. p(A+B)=p(A)+p(B)-p(AB).

Ta se formula zove formulom zbroja dvaju dogadaja. Ona povezuje vjerojatnosti dvaju
dogadaja, te vjerojatnosti njihova zbroja i umnoska. Ako znamo 3 od tih vjerojatnosti, onda
pomocu te formule mozemo izracunati i Cetvrtu.

Vjerojatnosnim prostorom zovemo algebru dogadaja A skupa s funkcijom vjerojatnosti
p: A ....[0,1] koja ima svojstva 1,-5.

StatistiCka definicija vjerojatnosti

Statisti¢ka vjerojatnost dogadaja A jest grani¢na vrijednost reletivnih frekvencija tog
dogadaja kad broj izvodenja pokusa teZi k beskiona¢nosti.
p(A) = lim m/n.

Evo rezultata broja pisama u nekoliko pokusa bacanja nov¢i¢a po 200 puta. Zapisali smo i
medurezultate nakon 20, 50, 100 bacanja.

20 bacanja 50 bacanja 100 bacanja 200 bacanja
1.pokus 8 22 54 103
2.pokus 12 26 56 109
3.pokus 8 21 45 94
4.pokus 11 24 51 106
5.pokus 8 21 44 89
6.pokus 9 27 47 93
7.pokus 12 29 54 110
8. pokus 10 27 54 103

IzraCunajmo omjer broja pojavljivanja pisma i ukupnog broja bacanja u tim pokusima.
1.pokus 103/200 =0.515

2.pokus 109/200 = 0.545



3.pokus 94/200 = 0.47
4.pokus 106/200 = 0.53
5.pokus 89/200 = 0.445
6.pokus 93/200 = 0.465
7.pokus 110/200 = 0.55
8.pokus 103/200 =0.515

Treba uociti da se omjeri grupiraju oko broja 0.5, tj. da je pri svakom od 200 bacanja nov¢ica,
omjer priblizno jednak 0.5.

Ukupno, tj. u 1 600 bacanja, dogadaj P dogodio se 807 puta. Pripadni je omjer:

807/1 600 = 0.504375.

Taj je rezultat na dvije decimale jednak broju 0.5.

Uoc¢imo u nekom pokusu dogadaj 4. Da bismo statisticki odredili vjerojatnost tog dogadaja
ponavljajmo izvodenje tog pokusa. Ako se pri n izvodenja tog pokusa dogadaj 4 dogodio m
puta, onda se m zove frekvencija, a kvocijent m/n relativna frekvencija dogadaja 4 (za n
izvodenja pokusa).

Uvjetna vjerojatnost. Nezavisni dogadaji

Ako saznamo neku informaciju o pokusu, moze se dogoditi da se vjerojatnosti dogadaja
promijene.

p(A|B) = card (AB)/card B
= (card(AB)/cardS)/(cardB/card S)
= p(AB)/p(B).
Dakle,
p(A[B) = p(AB)/p(B)
To je formula uvjetne vjerojatnosti.
Ta se formula moze napisati i u obliku:
P(AB) = p(A[B)p(B)
Ta se formula zove formulom umnoska (produktnom formulom).

Nezavisnost.

Ako je p(A|B) # p(B), onda kaZemo da je dogadaj A zavisan o dogadaju B.

Ako je p(A|B) = p(B), onda kaZemo da je dogadaj A nezavisan o dogadaju B.
Nezavisnost dogadaja jest simetri¢na relacija.

Zato se govori da su 4, B medusobno nezavisni, odnosno da su medusobno zavisni.
Formula 2. zove se produktnom formulom za nezavisne dogadaje.

Ta se formula moZe shvatiti kao:

Dva su dogadaja nezavisna ako i samo ako je vjerojatnost njihova umnoska jednak
umnoS$ku njihovih vjerojatnosti.



II. SLUCAJNE VARIJABLE

Pojam slucajne varijable i razdiobe vjerojatnosti

Slu¢ajna varijabla je funkcija koja svakom ishodu pridruZuje neki realni broj.
tj.

Slu¢ajna varijabla je funkcija X: S — R, gdje je S skup ishoda u nekom pokusu
(slucajne varijable obicno ozna¢avamo velikim slovima X,Y,Z,U,V,W,...).

Skup vrijednosti slu¢ajne varijable X oznacavamo oznakom R(X).

Primjer 3. Bacamo nov¢i¢ 3 puta. Slucajna varijabla X registrira koliko se puta pojavio P.
Zapisimo X.

Ocito je da je R(X) = {0,1,2,3}. Da bismo zapisali slucajnu varijablu X moramo joj odrediti
vrijednosti u svakom ishodu u tom pokusu. Ima ukupno 8 ishoda:

S = {PPP,PPG,PGP,PGG,GPP,GPG,GGP,GGG}. Vrijedi:

X(PPP) = 3 X(GPP) =2
X(PPG) =2 X(GPG) =1
X(PGP) =2 X(GGP) = 1
X(PGG) = 1 X(GGG) = 0.

Mozemo govoriti o vjerojatnosti da slu¢ajna varijabla X poprimi neku vrijednost, primjerice:
vjerojatnost da X poprimi rezultat 2 jednaka je 3/8,

vjerojatnost da X poprimi rezultat 1 jednaka je 3/8,

vjerojatnost da X poprimi rezultat 3 jednaka je 1/8,

vjerojatnost da X poprimi rezultat 0 jednaka je 1/8

vjerojatnost da X poprimi rezultat 4 jednaka je 0.

To se moze obrazloziti ovako:

rec¢i da X poprimi rezultat 2 isto je Sto i re¢i da se dogodio dogadaj {PPG,PGP,GPP}, a
vjerojatnost tog dogadaja je 3/8,

rec¢i da X poprimi rezultat 3 isto je Sto i1 re¢i da se dogodio dogadaj {PPP}, a vjerojatnost tog
dogadaja je 1/8, itd.

Oznaka [X=a] oznacava da slu¢ajna varijabla postize rezultat a (gdje je a neki realni broj), ;.
[X=a] = { weS: X(w)=a }

Umjesto p([X=a]) pisat ¢emo krace p(X=a), dakle,

p(X=a)=p({ we S: X(w)=a })

Za slucajnu varijablu X iz prethodnog primjera vrijedi:

p(X=0) = 1/8
p(X=1)=3/8
p(X=2) = 3/8
p(X =3)=1/8

To se kraée zapisuje kao:



o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

U gornjem su redu tablice vrijednosti koje slucajna varijabla postiZe, a u donjem dijelu
vjerojatnosti s kojima se te vrijednosti postizu. Treba uociti da je zbroj brojeva u drugom redu
jednak 1.

Kazemo da je tom tablicom zadana slu¢ajna varijabla X.

To¢nije, tom je tablicom zadana razdioba vjerojatnosti slucajne varijable X.

Primjer 5. Bacamo kocku dok se ne pojavi broj 6. Slucajna varijabla X registrira broj
bacanja. Odredimo razdiobu vjerojatnosti od X.

Sluc¢ajna varijabla X primjer je sluc¢ajne varijable koja poprima beskona¢no mnogo (ali
prebrojivo) vrijednosti:

RX)=N={1,234, ...}.

Izra¢unajmo nekoliko pocetnih vjerojatnosti:

p(X=1) = p(prvi put 6) = 1/6

p(X=2) = p(prvi put nije 6, drugi put 6) = 5/61/6

p(X=3) = p(prva dva puta nije 6, tre¢i put 6) = (5/6)*1/6
p(X=4) = p(prva tri puta nije 6, Setvrti put 6) = (5/6)’1/6.

Zato je razdioba vjerojatnosti slucajne varijable X:

1 2 3 4 .. N..........
1/6 5/61/6 (5/6)°1/6  (5/6)°1/6......(5/6)"'1/6.....

Koriste¢i se formulom za sumu beskona¢nog reda mozemo provjeriti da je zbroj vjerojatnosti
zaista jednak 1.

1/6 +5/61/6 +(5/6)*1/6 +(5/6)*1/6+...= 1/6(1+5/6+(5/6)*+(5/6)’ +...)
1-=
6

Diskretna slucajna varijabla

Definicija diskretne slu€ajne varijable

Diskretna slu¢ajna varijabla jest slu¢ajna varijabla kojoj je skup vrijednosti konacan ili
beskonacan prebrojiv.

Drugim rije¢ima slucajna varijabla X je diskretna ako je

R(X) = {x1,X2,X3,....Xn} 1li R(X) = {X1,X2,X3,...}

Vrijedi

2p(X=xi) = 1.

Ako oznac¢imo:

pi = p(X=xi),



onda se razdioba vjerojatnosti slu¢ajne diskretne varijable X moze zapisati kao:

x1 x2 x3 Xn
pl p2 p3 pn

ako je skup vrijednosti konacan, odnosno kao:

x1 x2 x3.....

pl p2 p3....
ako je skup vrijednosti beskonacan prebrojiv.

Ocekivanje i varijanca diskretne slucajne varijable

Analogno teZiStu sustava Cestica definira se o€ekivanje E(X) diskretne slucajne varijable X
kojoj je razdioba vjerojatnosti zadana tablicom

X1 X2 X3 Xn

b1 p2 ps3 Pn

E(X) == xip1txopat. .. FXpPn

Ako diskretna slucajna varijabla postize beskonacno mnogo, ali prebrojivo vrijednosti,
oc¢ekivanje se definira analogno:
E(X) := xipitxopatxspst...

Primjer 10. Bacamo kocku dok se ne pojavi 6. Slu¢ajna varijabla X registrira broj bacanja.
Izra¢unajmo E(X).

Vidjeli smo da X ima sljede¢u razdiobu:

1 2 3 4 . N.o.........
1/6 5/61/6 (5/6)*1/6  (5/6)°1/6......(5/6)""'1/6...

Vrijedi formula:

1+2x+3x2+H4x>+.. .= 1/(1-x)*, -1<x<l.

Ta se formula dobije deriviranjem formule za zbroj geometrijskog reda:
I+xtx+xC+x . =1 I-x, -1<x<l.

E(X) = 1-1/6+ 2:5/61/6+3-(5/6)*1/6+ 4 (5/6)°1/6+...+n- (5/6)"'1/6+...
=1/6(1+2-5/6+3-(5/6)* +4-(5/6)°+...+n:(5/6)"'+...)

=1/6-1/(1-5/6)*
=6 (kako smo i predvidjeli).

Varijanca slu¢ajne varijable.

Prema uzoru na moment inercije, definiramo disperziju iliti varijancu V(X) diskretne
slucajne varijable X (odnosno razdiobe vjerojatnosti slucajne vjerojatnosti):

V(X) = (x1-E(X))’pr+(x2-E(X)) pot...+(xa-E(X)) pn.



Treba uociti da je varijanca V(X) pozitivna 1 da moZe biti 0 ako i samo ako postiZze samo
jednu vrijednost (s vjerojatnoscéu 1).
Za racunanje varijance katkad je jednostavnija formula:

V(X) = (x¢°pr+x2"pa+...+Xn Pn) — E*(X)

(sli¢no je ako je R(X) beskonacan, prebrojiv skup). Tu je E*(X) kraca oznaka za ((E(X))>.
Vrijedi:

E(aX+b) = aE(X)+b,

V(aX+b) = a’V(X).

Jednolika diskretna razdioba
To je najjednostavnija diskretna razdioba. Skup vrijednosti joj je neki konacan skup:

R(X) = {X17X27X3:~ . -,Xn} )
a sve su pripadajuce vjerojatnosti jednake:
p(X=xj)=1/n, za svaki i=1,2,...,n

(odatle i naziv jednolika razdioba). Uocite da diskretna slucajna varijabla s jednolikom
razdiobom nuZno ima konac¢an skup vrijednosti (ne moze imati beskona¢no mnogo prebrojivo
vrijednosti).

Tipi¢ni primjer takve razdiobe X koja registrira rezultat kod bacanja kocke. Kod nje je
R(X)={1,2,3,4,5,6},

a sve su odgovarajuce vjerojatnosti 1/6.

Uocite da su rezultati koje postize ova slucajna varijabla ekvidistantno rasporedeni (medu
njima su jednaki razmaci; ovaj put razmak je 1), medutim to nije opcéenito, tj. podatci
X1,X2,X3,...,Xn Kod jednolike razdiobe nisu nuzno ekvidistantni.

Primjer 12. Izracunajmo ocekivanje i varijancu diskretne jednolike razdiobe.

Ako zadrzimo oznake kao do sada, dobit ¢emo:
E(X)= (x1tXz...tXy)/n,
VX)=( x74%0° +.. A% 0)/n-((X1+%s. .. +X,)/n)

Binomna razdioba.

Definicija 1. Slucajna varijabla X distribuirana je po binomnom zakonu s parametrima z i p,
ako je
ny . .
R(X)={0,1,...n} i p(X=i)= { .jpl(l-p)m, i€ R(X).
i
Ako je tako pisSemo X~B(n,p).

Uocite da X ovisi o dvama parametrima: diskretnom parametru n i kontinuiranom parametru
p. Vrijedi:
Ako je X~ B(n,p), onda je E(X) = np, V(X) = npq, gdje je q =1- p.



Evo primjera kako nastaje binomana razdioba.
Razmotrimo pokus bacanja kocke 3 puta. Odredimo razdiobu slu¢ajne varijable X koja
registrira broj koliko se puta pojavio broj 6.
Jasno je da je
R(X)={0,1,2,3}.
Nadalje:
p(X=0) = p(nijednom 6)

= p(prvi put nije 6, drugi put nije 6, tre¢i put nije 6)
(zbog nezavisnosti)

= p(prvi put nije 6)-p(drugi put nije 6) -p(treéi put nije 6)

= (5/6)°

p(X=1) = p(jednom 6, dvaput ne)

= p(prvi put 6, drugi i tre¢i put ne ili prvi put nije 6, drugi put jest, tre¢i put nije ili
prva dva puta nije 6, treci put jest)
(zbog disjunktnosti)

= p(prvi put 6, drugi i tre¢i put put ne)+p(prvi put nije 6, drugi put jest, tre¢i put nije)
+ p(prva dva puta nije 6, tre¢i put jest)
(zbog nezavisnosti)

=1/6-5/6-5/6 + 5/6:1/6-5/6 + 5/6-5/6

=3-1/6+(5/6)
Broj 3 koji se tu pojavljuje kao faktor, mozemo tumaciti kao broj na koliko nac¢ina od 3 mjesta

3
mozemo izabrati jedno mjesto za Sesticu, dakle 3=( j .
1

p(X=2) = p(dvaput 6, jednom ne)
p(prva dva puta 6, tre¢i put ne ili prvi i tre¢i put 6, drugi put ne ili prvi put nije 6, drugi i treéi
put jest)
(zbog nezavisnosti)
= p(prva dva puta 6, tre¢i put ne)+p(prvi i tre¢i put 6, drugi put ne) + p(prvi put nije 6,
drugi treci put jest)
(zbog nezavisnosti)
=1/61/6-5/6 + 1/6-5/6-1/6 + 5/6-1/6-1/6
=3:(1/6)*5/6.
Broj 3 koji se tu pojavljuje kao faktor mozemo tumaciti kao broj na koliko nac¢ina mozemo od

3
3 mjesta izabrati dva mjesta za Sestice, dakle 3 :( j
2

p(X=3) = p(sva tri puta 6)

=p(prvi put 6, drugi put 6, tre¢i put 6)
(zbog nezavisnosti)

=1/6-1/6-1/6

= (1/6)’
ZapiSimo tu razdiobu.

0 1 2 3
(5/6)° 31/6(5/6)* 3(1/6)*5/6  (1/6)°

To je primjer binomne razdiobe, to¢nije X~ B(3,1/6).
Treba uociti da se pokus bacanje kocke 3 puta sastoji od tri uzastopna nezavisna izvodenja
pokusa bacanje kocke 1 put.



Takoder, u pokusu bacanje kocke 1 put treba uociti dogadaj pojavio se broj 6 kojemu je
vjerojatnost p=1/6 i njemu suprotni dogadaj nije se pojavio broj 6, kojemu je vjerojatnost
q=5/6.

Op¢enito, mozemo zamisliti neki pokus i1 neki dogadaj 4 u tom pokusu kojemu je
vjerojatnost p(A) = p (tada suprotni dogadaj dogadaja 4 ima vjerojatnost g=1-p). Zamislimo
da taj pokus nezavisno izvodimo n puta i da slu¢ajna varijabla X registrira koliko se puta
pojavio dogadaj 4. Tada je:

R(X) = {0,1,2,....n}

(dogadaj 4 moze se dogoditi ili nikako ili jednom ili dvaput itd. a najvise n puta). Takoder:
p(X=1) = p(i puta se dogodio dogadaj 4, a n-i puta se nije dogodio A)

= (nj p(prvih i puta dogodio se A4, a ostalih n-i puta nije se dogodio A)
i

ny n-i
= (i]p(l-p) :

n
Broj ( J koji se tu pojavljuje kao faktor moze se shvatiti kao broj nacina na koliko mozemo
i

od n mjesta izabrati i mjesta za dogadaj 4. Treba uociti da se taj faktor pojavljuje i za i=0,
odnosno za i=n (kada je jednak 1).

To je bio tipi€ni primjer binomne razdiobe. Treba uociti da se ta razdioba opisuje pomocu
prirodnog broja n (broj nezavisnih izvodenja pokusa) i realnog broja p izmedu 0 il
(vjerojatnost pojavljivanja dogadaja 4 u jednom izvodenju pokusa). Ti brojevi nazivaju se
parametrima razdiobe (treba uociti da je n diskretan, a p kontinuiran parametar).

Poissonova razdioba.

Binomna razdioba primjer je diskretne razdiobe s kona¢no mnogo vrijednosti. Poissonova
razdioba takoder je diskretna, medutim prima beskona¢no mnogo (prebrojivo) vrijednosti.

Definicija 2. Kazemo da je diskretna slucajna varijabla X distribuirana prema Poissonovu
zakonu s parametrom a>0, ako je:

. RX)=1{0,1,2,...}

2. p(X=i)=¢™a'i!, i=0,1,2,3,...

Ako je tako pisSemo X~P(a).

Uocite da ta razdioba ovisi samo o jednom parametru (za razliku od binomne razdiobe koja
ovisi o dvama parametrima).

Primjer 23. Pokazimo: ako je X~P(a), onda je E(X)=a 1 V(X)=a.
Uvrstavajuéi u formulu:
E(X) = Xopo+ Xip1t... TXipit...
xi=1, pi = e a’il, dobit ¢emo: .
E(X) = ¢™(0-a%0! + 1-a'/1! +2-a%/21+.. +i-a'il+...)
=e™ a(l+a'/11+a’/2!+...)



=¢ae”
=a.
Sli¢no se izracuna V(X).

Dakle:
Ako je X~P(a), onda je E(X)=a, V(X)=a

Poissonova se razdioba pojavljuje na primjer kod slu¢ajnih varijabla koje broje broj poziva u
jedinici vremena na nekoj telefonskoj centrali, broj ulaza na neku adresu, broj kvarova na
nekom sloZzenom uredaju i sl. Primjenu Poissonove razdiobe pokazujemo na nekoliko
primjera.

Primjer 24. ProsjeCan broj poziva u minuti na nekoj telefonskoj centrali je 8. Odredite
vjerojatnost da na toj centrali u nekoj minuti bude:

a) najvise 8 poziva,

b) izmedu 51 10 poziva,

c) barem 5 poziva

Prije rjeSavanja pokusajte procijeniti ove vjerojatnosti odoka.

Da bismo rijesili zadatak, moramo prihvatiti jedan dogovor, a to je da se broj poziva
ponasa prema Poissonovu zakonu. Ako je tako, onda je slu€ajna varijabla X koja registrira
broj poziva u minuti na toj centrali, Poissonova s parametrom a=8 (naime, parametar a je
oc¢ekivanje, a ocekivanje odgovara prosje¢nom broju poziva, odnosno prosjecnoj vrijednosti
Sto je postiZe ta slucajna varijabla). Sad se pitanja mogu formulirati ovako:

a) p(X<8)=po+pi+...+ps=e (1+8/1! +8%/2! +...+8/81) =0.5925 (na 4 decimalna mjesta)

a) p(5<X<10) = petpr+pstpo= e (8%/6! +...+8°/91)=0.4168

b) p(X>4)=1-p(X £4)=1-po-pi-p2-p3-ps+=0.9004.

Zadatak 9. Predpostavimo da netko dobije prosjecno 3 poruke na sat (na mobitelu).

(a) Koliko je puta vjerojatnije da tijekom sata dode jedna poruka od toga da ne dode ni jedna?
(b) Koji je najvjerojatnij broj poruka u jednom satu i koja mu je vjerojatnost.

(c) Kontroliranjem u 1000 sati dobiveni su rezultati o broju poruka. U koliko odprilike od
tih 1000 sati nece biti ni jednog poziva, u koloko ¢e biti to¢no jedan poziv itd.

Primjer 25. Uredaj se sastoji od dva dijela koji se nezavisno kvare jedan od drugoga. Jedan
ima prosjecno 3 kvara godis$nje, a drugi 2. Uredaj radi ako mu oba dijela rade. Kolika je
vjerojatnost da ¢e uredaj raditi bez kvara

a) mjesec dana

a) cijelu godinu?

Prije rjeSavanja pokusajte provjeriti svoju intuiciju i procijeniti vremena odoka.

Neka X oznacava slu¢ajnu varijablu koja mjeri broj kvarova u mjesecu prvog uredaja, a Y
slu¢ajnu varijablu koja oznacava broj kvarova u mjesecu na drugom uredaju (mjesec smo
uzeli da bismo mogli rijesiti a) zadatak, a za b) zadatak uzet ¢emo da slucajne varijable
registriraju broj kvarova godisnje). Da bismo mogli rijesiti zadatak moramo pretpostaviti da je
prosjecni broj kvarova mjesecno 12 puta manji od prosjecnog broja kvarova godisnje.

Zato je X~P(1/4), Y~P(1/6).

Buduc¢i da uredaj radi ako oba dijela rade i budu¢i da je njihov rad, odnosno kvarenje
nezavisno, imamo:

a) p(X=01iY=0)=p(X=0)p(Y=0)=¢"*¢"°=0.6592.



b) Sadje X~P(3), Y~P(2) pa je
p(X=0 i Y=0)=p(X=0)p(Y=0)= ¢~¢=0.0067.

Primjer 26. Rijesimo prethodni primjer uz pretpostavku da uredaj radi ako mu bar jedan dio
radi.

Sada je, uz iste oznake u oba slucaja:
a) p(uredaj bez prekida radi mjesec dana) = p(bar jedan od dijelova se nece kvariti mjesec
dana) = p(X=0 ili Y=0)=p(X=0)+p(Y=0)-p(X=0)p(Y=0) zbog nezavisnosti

= 0.9660
b) p(X=0)+p(Y=0)-p(X=0)p(Y=0)=0.1919.

Kontinuirane slucajne varijable.

KaZemo da je slu¢ajna varijabla X neprekinuta (kontinuirana) ako prima svaku
vrijednost na nekom intervalu (i svaku s vjerojatnoscu 0).

Ta definicija nije matematic¢ki potpuno zadovoljavajuca, ali ¢e za nas biti dovoljna.
Razdioba vjerojatnosti od X zadana je nekom funkcijom f (koja je izvan tog intervala

jednaka nuli) za koju vrijedi:
(1) f(x) =0, za sve realne brojeve x.

(i) T f(x)dx =1

Pri tom je vjerojatnost da ta slucajna varijabla poprimi vrijednost u intervalu [a,b] :

p(a<X<b):_lif(x)dx.

Funkciju /s ovim dvama svojstvima zovemo funkcijom gustoce vjerojatnosti.

Definicija 1. Funkcija distribucije vjerojatnosti slucajne varijable X jest, prema definiciji,
funkcija F: R — R, zadana uvjetom:

F(x)=p(X<x)

(vrijednost te funkcije u realnom broju x jest vjerojatnost da ta slu¢ajna varijabla poprimi
rezultat manji od tog x).

1. ocito je F rastuca (jer se povecanjem broja x ne moze ukupna vjerojatnost do tog mjesta
smanjiti),

2. ocito je da F prima vrijednosti izmedu 0 i 1 (jer su njene vrijednosti neke vjerojatnosti)

3. razumno je pretpostaviti da joj je limes kad x ide u beskonacnost upravo 1 (jer je ukupna
vjerojatnost 1), a da joj je limes kad x ide u —beskonacnost jednaka 0.



4. razumno je pretpostaviti i da je ta funkcija neprekinuta (jer malim promjenama vrijednosti
X, malo se mijenja i vjerojatnost).

Sva ta svojstva izravno se dokazuju iz sljedece veze:
F(x)=p(X <x)=p(-0< X <x)= j f()dt .

Tu smo ispod integrala stavili varijablu ¢, jer je x gornja granica integrala (pa da ne dode do
zabune).

Tako smo funkciju F opisali pomocu funkcije - Obratno, iz definicije primitivne funkcije,
sada slijedi da je:

F’(x)=f(x)

za sve x osim onih u kojima funkcija fima prekid (a takvih je mjesta kona¢no mnogo;
dopusta se i opéenitija situacija, ali mi se ograni¢avamo na ovu).

Dakle F je primitivna funkcija funkcije f'(odnosno to je barem po dijelovima).

Sada je.

pla< X <b)= jf(x)dx.

=F(b)-F(a).

Primjer 4. Pokazimo da je funkcija fzadana s f(x)=0, za x<-1
=x+1, za-1<x<0
=1/2, za 0<x<1
=0, za x>1

funkcija gustoce neke kontinuirane slucajne varijable X. Odredimo funkciju distribucije od X i
nacrtajmo slike.

Prije rjeSavanja komentirajmo kako mozemo zamisljati ovu funkciju. Netko je jedini¢énu masu
razmazao po intervalu [-1,1] tako da je prvim potezom kista razmazao polovicu mase

po intervalu [-1,0] jednoliko pojacavajuci gusto¢u namaza, potom je zastao i ostatak jednoliko
razmazao po ostalom dijelu, tj. po intervalu <0,1].

Da bismo rijesili problem, prvo treba pokazati da je f(x) >0 za sve x, za $to jedino treba
provjeriti da izraz x+1 nije negativan niti za jedan x u intervalu [-1,0].

Kako je f(-1)=0, f(0)=1 ikako f raste na tom intervalu (tu je f linearna funkcija), f ne moze
biti negativna na tom intervalu.

Drugi je uvjet J- f(x)dx =1, §to u ovom slucaju postaje

0 1 1700
j(x+1)dx+j—dx=1,
-1 02

Sto se lako pokaze, pa je f funkcija gustoce.

Napomenimo da se ovaj uvjet nije morao raditi pomocu integrala, ve¢ se mogla elementarno
izraCunati povrS$ina ispod grafa funkcije £: to je zbroj povrsina (pravokutnog) trokuta Sto ga s
koordinatnim osima €ini pravac s jednadzbom y=x+1 (a to je jednako 1/2) i pravokutnika $to
ga pravac s jednadzbom y=1/2 ¢ini s x-osi od x=0 do x=1 (i to je 1/2, ukupno 1).



Funkciju distribucije odredujemo pomocu formule f(x) = j f(t)dt , a kako je fzadana po

—0
dijelovima, razli¢itim nacinima treba i integrirati po dijelovima (u ovom zadatku se ¢ak ne
treba ni integrirati ve¢ povrSine racunati elementarno). Dakle:

F(x)=0, za x<-1 (jer je tu i fnula pa nema povrsine)

=j(z+1)dt, za -1<x<0
-1

=povrsina do 0 +J.%dt, za 0<x<1
0
=1 , zax>l, (jer je do x=1 ukupna povrsina ve¢ 1)

Nakon ra¢unanja dobijemo:

F(x)=0, za x<-1
= x*/2+x+1/2 za -1<x<0
=1/2+(1/2)x za 0<x<1
=1 za x>1.
Napomene:

1. Na grafu funkcije F uocite da je neprekinuta, rastuca (ali ne strogo) i da su joj vrijednosti
izmedu 01 1.

2. Fje derivabilna funkcija osim za konacno vrijednosti. To treba provjeriti samo za x=-1,
x=0, x=1 tako da se gledaju derivacije s lijeva 1 s desna (koje uvijek postoje) i provjerava
jesu li jednake.

U x= -1, obje su derivacije 0 pa je F derivabilnaiu —1.
U x=0, derivacija s lijeva je 1, a s desna 1/2 pa F nije derivabilna u 0.
U x=1, derivacija s lijeva je 1/2, a s desna 0 pa F'nije derivabilnaniu 1.

Dakle za sve x osim za x=0 i x=1, F'je derivabilna i vrijedi F’(x)=f(x).

3. PokuSajte sami obrazloziti zasto je kao u 2., pa poslije pogledajte objaSnjenje.

Vrijednost funkcije F' za neki x, dobije se tako da se izracuna povrs$ina ispod grafa funkcije f
do toga x. Dokle je f neprekinuta, povrsina ispod nje se takeder neprekinuto mijenja, Stovise
mijenja se glatko (tj. £ ima prvu derivaciju, tj. brzinu promjene, ali ne nuzno svuda i drugu
derivaciju), medutim tamo gdje fima prekid (skok), povrSina ¢e se neprekinuto nastaviti
povecavati (sa slike je jasno da povrsina nema skok), ali neée biti derivabilna u toj tocki.

Ocekivanje i varijanca kontinuirane slucajne varijable.



00

E(X)= j xf(x)dx

—00

(u usporedbi s diskretnim slu¢ajem, suma se zamjenjuje integralom, x; s x, a p; s f(x)dx).
V(X)= [(x=EX)) f(x)dx

U ovim formulama, a i inace kad je rije¢ o slu¢ajnim varijablama, treba luciti oznaku X (za
slu¢ajnu varijablu) od oznake x (za realnu varijablu tj. bilo koji realni broj).

Napomene:
1. Kao i prije, ocekivanje ima znacenje tocke u kojoj je ravnoteza. Taj broj moze biti i
pozitivan i negativan.

2. Varijanca, kao 1 prije, mjeri stupanj rasipanja oko ocekivanja. Iz formule se vidi da je
uvijek pozitivna (jer integriramo funkciju koja je umnozak jedne funkcije koja je kvadrat i
druge koja je pozitivna, prema definiciji, tj. raCunamo povrsinu ispod grafa funkcije koji
je iznad osi x). Zato, kao i prije, mozemo definirati standardnu devijaciju slucajne
varijable X:

s(X) = V7 (X).

3. Zaracunanje u konkretnim slucajevima pogodnija je druga formula za varijancu (a dobije
se lako iz ove, kao i prije):

0

V(X)= sz f(x)dx — E*(X).

Tu, kao i obi¢no, E*(X) znaéi (E(X)).
Eksponencijalna razdioba.

Vrijeme izmedju dvaju kvarova na nekom uredaju ili stroju, nije egzaktno odredeno (odnosno
mi, sa sadasnjim znanjem, nismo sposobni to odrediti), ve¢ je slucajno. Sli¢no je s viemenom
izmedju dvaju posjeta neke adrese, poziva na nekom telefonu, izmedju dvaju radioaktivnih
raspada, vremenom rada do kvara neke zarulje i sl. Zato ima smisla govoriti o slucajnoj
varijabli koja registrira vrijeme izmedju dvaju kvarova, trajanja neke Zarulje 1 sl.

Definicija 2. KaZzemo da slucajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom
A1>0, ako joj je funkcija gustoce vjerojatnosti
f(x)=2de™™, zax>0

= 0, inace.
Ako je tako, piSemo X ~E(A4).
Vrijedi:
EX)=1/4.
1

Funkciju distribucije F' eksponencijalne razdiobe je:



F(x) =0, za nepozitivne x

Dakle, za pozitivne x je
Fx)=1-e™.

Primjer 7. Prosjecno vrijeme rada Zarulje je 800 sati. Odredimo vjerojatnost:
a) da zarulja radi bar 800 sati

b) da zarulja radi manje od 600 sati.

c¢) da zarulja radi izmedu 5001 1 000 sati.

Da bismo rijesili ovaj problem prihvatit ¢emo pretpostavku da je vrijeme trajanja Zarulje
eksponencijalno distribuirano. Dakle, ako slucajna varijabla X registrira vrijeme trajanja
zarulje, onda je:

X~E(1/800).

Tu smo izabrali 4=1/800 jer prosjec¢no vrijeme trajanja 800 (sati), a taj broj odgovara
oc¢ekivanju slucajne varijable X, a ono je 1/1.

Sad se problemi mogu shvatiti ovako:

a) p(X=>800)=p(800<X< o0)=1-F(800) = 1-(1-e*****)=0.3679 (na 4 decimalna mjesta)
b) p(X<600) = p(- 0 <X<600) = F(600)-0 = 1-¢ "= 0.5276

¢) p(500<X<1 000) = F(1 000)-F(500) = (1-¢'00800)_(1.¢-300800) — ) 2488.

Normalna (Gaussova) razdioba.

Definicija 3. KaZemo da kontinuirana slu¢ajna varijabla X ima normalnu razdiobu s
parametrima x i o ?, ako joj je funkcija gustoce:

(x-p)’
202

1
f(X)—Jﬂe

. . . - . 2 .. v . ..
Pri tom je parametar x ocekivanje, a parametar o ° varijanca te slu¢ajne varijable.

To je najvaznija razdioba u teoriji, ali 1 u primjeni vjerojatnosti. Tu razdiobu (priblizno) imaju
mnoge slucajne varijable koje nastaju u praksi, primjerice slucajna varijabla koja

a) registrira grjesku pri mjerenju

b) registrira rezultat mjerenja (na pr. mase, visine, postotka, inteligencije, ...)

c) registrira rezultate pri dobro odmjerenom pismenom ispitu itd.

S druge strane, do ove razdiobe moZze se do¢i statisticki (o Cemu ¢e viSe biti rijec poslije).
Naime kad se izvodi ve¢i broj nezavisnih mjerenja neke velicine, pa se gleda prosjecan
rezultat, dolazi se do normalne razdiobe (priblizno, a u limesu to¢no; to se moze to¢no
matematicki opisati).

Heuristicki razlozi koji nam daju naslutiti da ¢e se grjeske pri mjerenju ponasati prema
normalnom zakonu.

Neka slucajna varijabla X registrira grjeSku pri mjerenju (koju ne mozemo egzaktno opisati jer
nastaje slucajno, cak i kod najpreciznijih instrumenata) i neka je f* funkcija gustoce od X.



Tada je prirodno, uz Cinjenicu da je povrSina ispod grafa od f jednaka 1, predpostaviti

sljedece:
1. grjeske teoretski mogu biti po volji velike, pa je f definirana i pozitivna za sve realne
brojeve x.

2. grjeske su simetri¢no rasporedene oko 0, pa je f parna funkcija.

3. najvjerojatnije su grjeske oko nule, a kako idemo dalje vjerojatnost da greska bude u
nekom malom intervalu stalne duljine, smanjuje se. Zato je f padajuca funkcija za x>0.

4. Trebala bi postojati familija takvih f, ovisnih o nekom parametru, koje bi opisivale
grjeske (jer jedna je funkcija za instrument koji radi male, a druga za neki koji radi velike
grjeske; ipak te funkcije trebaju biti slicne).

Ako bismo tome dodali neke druge razumne uvjete ili da smo (zbog zdravog razuma, ali i
statistickih razloga) pretpostavili da f za x>0 eksponencijalno opada, ostale bi nam, kao
najjednostavnije, mogucnosti tipa:
f(x)= ae™™ , gdje su a,b neki pozitivni realni brojevi (x*> smo stavili radi parnosti, a
predznak minus da bi funkcija bila padajuca).
Koriste¢i poznatu ¢injenicu da je:

1o
— e *dx=1 (%)
N2 _J;,
lako bismo dosli do veze izmedu parametara a i b, 1 do toga da se f moze zapisati kao:

f)=—

X
> e 20° , o>0 (*%)
oN2irm

Graf te funkcije zove se gaussova Kkrivulja; ona je

1. zvonolika oblika s tjemenom u x=0.

2. simetri¢na s obzirom na y-os,

3. ima tocke infleksijeu x=to.

4. odoka vidimo da je povrsina izmedu tih dviju vrijednosti ve¢a od 1/2, poslije ¢emo to
izraCunati preciznije.

To ¢emo pribliZiti na primjeru.

Pretpostavimo da je grjeska pri oCitavanju rezultata na nekom mjernom istrumentu
normalno distribuirana uz ¢ =0.001. Tu ¢injenicu mozemo tumaciti kao: vjerojatnost da
grjeska bude izmedu —0.001 1 0.001 je ve¢a od 1/2 (poslije ¢emo vidjeti da je ona oko
2/3). To znaci da je vjerojatnost da grjeska bude veca od 0.001 ili manja od —0.001, manja
od 1/2 (poslije ¢emo vidjeti da je ona oko 1/3).

5. Stoje o veéi, krivulja je spljostenija (povrsina je rasturenija); to govori o tome da su
grjeSke rasprSenije, dakle ve¢e. Obratno, $to je o manje, krivulja je uza i visa; znaci
grjeske su manje, koncentrirane su oko 0.

6. Za slu¢ajnu varijablu X koja ima ovakvu funkciju gusto¢e kazemo da je normalna i
pisemo: X~N(0, o ?).

Specijalno, ako je o =1, kazemo da je razdioba jedini¢na normalna (ili standardna) i
tada pigemo X~N(0,1?).
Cesto jedini¢nu razdiobu ozna¢avamo s 7, a njenu funkciju gustoée s ¢ . Dakle:

XZ

2

p(x) = L.
N2

Ako je X~N(0, ¢ ?), onda je
EX)=0, VX)=o2



Napomena.

1. Ako graf funkcije /' pomaknemo za x onda se tjeme pomakne za taj isti x4 (pomak ¢e
biti udesno ako je x>0, u suprotnom bit ¢e ulijevo). Pomicanjem za x funkcija
postaje:

f)=—1

e 2

o2z ’

2. Ovako pomaknuta funkcija takoder je funkcija gustoce (pomakom se povrsina ne
mijenja). Slucajnu varijablu X koja ima takvu funkciju gustoce piSemo kao:
X~N(u,0°).

Pritom se ocekivanje takoder pomakne za u pa je.

EX)= u.

Varijanca se ne mijenja (krivulja po izgledu ostaje potpuno ista) pa je:
V(X)= o>

Sve se to moZe potvrditi 1 raCunom.

3. Pomaknuta krivulja ima sli¢na svojstva kao i ona pocetna, samo $to je os simetrije pravac
s jednadzbom x= 1 (a ne vise x-0s).

Primjer 9. Tezina neke populacije normalno je distribuirana s prosjecnom tezinom 66 kg 1
standardnom devijacijom 5kg. Odredimo vjerojatnost da slucajno odabrani predstavnik te
populacije ima:

a) tezinu izmedu 65 i1 70 kilograma.

b) tezinu vecu od 72 kg.

Neka slucajna varijabla X registrira tezinu slucajno odabranog predstavnika te populacije.
Iako je ovo situacija iz zivota na nju ¢emo primjeniti normalnu razdiobu (koja odgovara
idealnim uvjetima). Zato je

X~N(65,5%),

jer ocekivanje treba biti prosjecna vrijednost, a standardna je devijacija propisana u zadatku
(poslije ¢emo, u statistici, vidjeti kako se u takvim prakti¢nim slucajevima odreduje
standardna devijacija).

Zadatke mozemo shvatiti ovako:

p(65<X<70) = 0.3674

p(X>72) =0.1151.

Pravilo “tri sigme”.

Najvaznije svojstvo normalne razdiobe u primjenama, jest to da interval unutar kojega se
nalazi gotovo 100% svih vrijednosti slucajne varijable, ovisi samo o ocekivanju i
standardnoj devijaciji (to je za po 3 standardne devijacije lijevo 1 desno od o¢ekivanja).

Preciznije, neka je X~N( &,c°). Tada je
p(u—-3c< X <u+30)=0.9973

Takoder je.
p(u—-20<X<u+20)=0.9544

pu—oc<X<u+o)=0.6826



Znaci s 95% sigurnos¢u mozemo tvrditi da se neka veli¢ina normalno distribuirana nalazi za
najvise 2 standardne devijacije lijevo ili desno od ocekivanja (to znaci da je u tom intervalu
vise od 95% povrsine ispod pripadne krivulje.

Sli¢no, vidimo da za 1 standardnu devijaciju lijevo i desno od o¢ekivanja ima oko 2/3
povrsine ispod te krivulje (to je ono Sto smo ranije odoka procjenjivali da je vise od jedne
polovine).

Primjer 10. Odredimo interval unutar kojeg se nalazi tezina slu¢ajno odabrane osobe iz
Primjera 9:

(1) s vjerojatnoS¢u oko 0.68

(i1) s vjerojatnosc¢u oko 0.95

(ii1))  gotovo 100%

U Primjeru 9 je rije¢ o normalnoj razdiobis =66 1 o =5, paje, prema pravilima
“jedan sigma”, “dva sigma” i “tri sigma’”:
(1) [66-5,66+5]=[61,71], tj.
p(tezina slucajno izabrane osobe je izmedu 611 71) = 0.68
(i) [66—2-5, 66+2-5]=[56, 76], ;.
p(tezina slucajno izabrane osobe je izmedu 56 i176) = 0.95
(i1) [66-3-5,66+3-5]=[51, 81], .

gotovo sve osobe imaju tezinu izmedju 51 1 81.



