3. Testiranje varijance i oCekivanja

Skicirat ¢emo postupak testiranja ocekivanja i varijance normalno distribuiranih slucajnih
varijabla. U mnogim slu¢ajevima u praksi vazno je da varijanca ne bude prevelika (jer to
znaci preveliko rasipanje). Zato bi testiranje varijance u pravilu trebalo prethoditi testiranju
ocekivanja. Testiranje o¢ekivanja moZe se provesti i onda ako su varijance bitno razlicite, mi
¢emo opisati samo ono kad se varijance bitno ne razlikuju.

3.1. Testiranje varijance.

A. Predpostavimo da je X normalno distribuirana slucajna veli¢ina s nepoznatom
varijancom o .

Nepoznatu varijancu procijenili smo sa s> na osnovi n mijerenja.

Testiramo hipotezu:

Hy: 0 =0,

za neku deklariranu vrijednost o .

s 2

0_2

Testiranje se zasniva na Cinjenici iz teorije vjerojatnosti da k mozemo interpretirati kao

sludajnu vrijednost slucajne veli¢ine y*(k) (y°-razdiobe s k:=n-1 stupnjeva slobode).

To znati, ako je Hy istinita hipoteza (slutnja), onda je k — slucajna vrijednost slucajne
o

0
veli¢ine y* (k) (dodali smo indeks O u nazivniku), pa se lijeva strana, kao pozitivan broj
ponasa prema njoj.

Postoje dvije moguénosti.
@ s*> o . Tada je, u pravilu, kontrahipoteza (protuslutnja, alternativna hipoteza)

o’ > o, , dakle imamo:

. 2 2
Ho: 0° =0,



2 2
H.. o” >05,

Tada rac¢unamo:
2

W, =k—5 . gdje je k=n-1.

s
o
Ako je Weyp < ){505 (k) hipoteza Hy se prihvaca, inace se odbacuje.
Znadenje broja g (k)

Jest da je vjerojatnost da ta razdioba poprimi rezultat ve¢i od tog broje jednaka 0.05
(tako bi bilo 1 za neki drugi nivo signifikantnosti).

Nivo signifikantnosti (razina znacajnosti). Broj « =0.05 zove se nivo signifikantnosti. To
je opc¢eprihvacena vrijednost, medjutim, ona moze biti, ovisno o problematici, 0.1, 0.01,

0.025 itd. Podrugje ispod grafa funkcije gustode test-statistike (u ovom slu¢aju y>
razdiobe), dijeli se na dva dijela, jedan manji povrSine & (to je podrucje odbacivanja), jedan
vec€i povrSine 1-a (to je podrucje prihvacanja).
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Smisao je, za a =0.05 sljedeci:

Ako je nula hipoteza istinita onda ¢e se, odprilike, u 95 od 100 ponavljanja po n mjerenja,
eksperimentalni podatak Wey, naci u podrucju prihvacanja, a oko 5 puta u podrucju
odbacivanja (krticnom podrucju).

Opéenito, o je pogrjeska prve vrste, tj.

a = vjerojatnost da hipotezu Hy odbacimo pod uvjetom da je istinita.

Analogno:

1- & := vjerojatnost da hipotezu Hy prihvatimo pod uvjetom da je istinita.

Dakle, pogrjesno je shvac¢anje, inaCe Siroko rasprostranjeno, da je to vjerojatnost da je nulta
hipoteza istinita. Naprotiv, ako je @ manje, tj. 1-a vece, onda ¢emo biti tolerantniji prema
razlici. Konkretno, na razini znacajnost & =0.01, moZda ne¢emo odbaciti nula hipotezu, koju
smo odbacili za & =0.05.
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Tada je, u pravilu, kontrahipoteza o> < &, dakle imamo:
Hy: 0’ =0,

H. o’<o,

Tada hipotezu prihvaéamo ako je Wexp> Zoos (k)

(znak nejednakosti se mijenja i umjesto 0.05 stavljamo 0.95).
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(B) Testiranje hipoteze o = o, ( F-test)
Predpostavimo da imamo dvije normalno distribuirane slu¢ajne veli¢ine:

X s ocekivanjem g, i varijancomo;

Y socekivanjem 4, i varijancom o; .

Ocekivanja i varijance tih slucajnih varijabla su nam nepoznate i procjenjujemo ih redom:
Za X iz n; mjerenja s X, , odnosno s sf,

Za Y iz n; mjerenja s X,, odnosno s szz.

Testiramo hipotezu o jednakosti tih varijanca. Pri tom predpostavimo da su indeksi odabrani

tako da bude s7 >s; i da smo za kontrahipotezu odabrali o > o . Dakle imamo:

Hy: o] =0,

H.: o >0;.

Testiranje se zasniva na ¢injenici, da je, uz pretpostavku da je nulta hipoteza istinita, broj
2

s . . . )

—12 slucajna vrijednost Fisherove razdiobe F(k,k),

Sy

uz (ki,kp)= (n;-1,n2-1) stupnjeva slobode.

L A EGD




Hipotezu, primjenom F-testa (u pojednostavljenom obliku), provjeravamo ovako:

2
. s

1. RaCunamo F, =—
s

2

2. Ocitavamo broj F,(k,,k,), gdje je
klzl’ll—l, k22n2—1 .

3. Akoje F,, < F,(k, ,k,) hipotezu o jednakosti prihvac¢amo, a u suprotnome odbacujemo

(tj. smatramo da je razlika medu njima bitna).
Napominjemo opet da je postupak testiranja varijance sofisticiraniji od ovog
pojednostavljenog pristupa.

3.2. Testiranje ocekivanja
(A) Testiranje hipoteze u =y, (t-test)

Predpostavimo da je X normalno distribuirana slu¢ajna veli¢ina s o¢ekivanjem
[ i varijancom 0.
Neka smo na osnovi n mjerenja dobili procjene:
x za njeno o¢ekivanje i,

s za njenu varijancu o,

Testiramo hipotezu:

Ho: p=u,,
gdje je 4, neka deklarirana vrijednost.

Napominjemo da bismo prije toga trebali provjeriti hipotezu o bliskosti varijanca (koju treba
formulirati), a nakon Sto testiranje varijanaca pozitivno prode, moZemo pristupiti testiranju
ocekivanja (iako se 1 tada moZe nastaviti, ali s druk¢ijim postupkom)
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Testiranje nulte hipoteze zasniva na ¢injenici iz teorije vjerojatnosti da broj )
s
Jn
mozZemo interpretirati kao slucajnu vrijednost Studentove slucajne varijable t(n-1).
Postupak opisujemo uz alternativnu hipotezu u # i, , dakle imamo:

Ho: w0 = u,
Hoo p# u,

y xX—
1. Racunamo 7, = Fo
P s

Jn
2. Koristeci se prikladnim kompjutorskim statistickim paketom odredujemo kriticnu
vrijednost #,(k) (analogno kao 1 prije, ovisno o broju stupnjeva slobode k=n-1, nivou
signifikantnosti & =2p, Sto je obi¢no 0.05 i kontrahipotezi koja je, ako drukcije ne
specificiramo (1 # (L))

3. Akoje -tp(k)<texp< tp(k) hipotezu Hy prihva¢amo, inace je odbacujemo.
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Napomena o razini znac¢ajnosti i podrucju odbacivanja.
Za razliku od testiranja varijance gdje se podrucje odbacivanja sastoji od jednog dijela, ovdje

.- . .. . .y .. . .- a .. .
podrucje odbacivanja ima dva simetri¢na dijela, svaki povrSine > gdje je a nivo

signifikntnosti. To je zato Sto je kontrahipoteza oblika u # 1, pa se dopusStaju otkloni na

obje strane. Dakle, u slu¢aju & =0.05, kritina je vrijednost broj t g5 (k), a oznacava broj
iza kojega je ispod grafa t(k)-razdiobe povrSina jednaka 0.025.
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Primjer 1. Proizvodac¢ kemikalija je deklarirao na svojim proizvodima da sadrze 1 litru
kemikalije uz maksimalnu pogrjesku =+ 0.09 litara (prema pravilu tri sigme). Kupac je
mjerenjem uzorka od 12 posuda ustanovio prosjecni rezultat 0.97 uz standardno odstupanje
0.04. Jesu li rezultati u skladu s deklaracijom?

Tuje,, 0,=0.03,jerje 3:0.03 =0.09. Zato je:
U, =100, o;=0.03*, n=12, ¥x=097, s>=0.04".

Prvo treba testirati hipotezu o jednakosti varijanca:
Hy: 0’ =0}.
Dobivamo:
k=n-1=11
2

S
Weo =k—
Oy

=19.5556
Takoder je x”¢05(11) = 19.6751.

Kako je 19.5556 < 19.6751
hipotezu o jednakosti varajanca prihvacamo (ali jedva). Drugim rije¢ima, na razini znacajnosti
a =0.05 nema razloga za odbacivanje nula hipoteze.

Sad prelazimo na testiranje oc¢ekivanja.

Ho: u=u,
Ho: w#p,
_ XMy
exp s
Vn
= -2.598

Pripadna kriti¢na vrijednost u t-razdiobi (za kontrahipotezu # # i, uz k=111 nivo

signifikantnosti & = 0.05)
to.2s5(11) =2.201.
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Kako je -2.598 <-2.201,
hipotezu o jednakosti o¢ekivanja odbacujemo (tj. smatramo da se one bitno razlikuju).



Tako smo odbacili deklaraciju.

Napomene.

1. Da smo umjesto kontrahipoteze u # i, , uzeli kontrahipotezu u < ,

(Sto bismo napravili da su, na primjer, svi rezultati mjerenja ili gotovo svi, bili manji od
deklarirane, Sto ovdje vjerojatno nije slucaj), hipotezu o jednakosti bismo jos uvjerljivije
odbacili jer bi nam kriti¢na vrijednost ispala 1.796, jer je P(t(11)>1.796)=0.05

Naime, tada bismo imali:

Ho:  p=u,

He  p<uy,

pa bismo gledali

foxpe 0 = 22,598, §to je u kritiénom podru&ju, . manje je od -1.796.
S

Jn

2. Uz pretpostavku normalne distribucije sadrZaja posuda (Sto je prirodna predpostavka i ve¢

smo je prihvatili), prema pravilu “tri sigme”:

prema deklaraciji je sadrzaj izmedu 0.91 i 1.09 (izmedu 0.941 1.06 uz vjer. 0.95)

prema mjerenjima je sadrzaj (priblizno jer nije rije¢ o normalnoj razdiobi) izmedu 0.85 i

1.09 (izmedu 0.891 1.05 uz vjer. 0.95)

odakle mozemo dobiti intuitivhu predodzbu o tome zaSto smo odbacili hipotezu, ali i o tome

da smo je umalo prihvatili. Vidimo da je nismo prihvatili jer je vrijednost ,=1

ispala izvan intervala pouzdanosti uz vjerojatnost 0.95 koji je 0.97%0.0254. To Ce biti

opc¢enito, naime slutnju Hy : x4 = &4, ¢emo prihvatiti (uz protuslutnju H,: ¢ # 4, 1 uz razinu

znaajnosti & upravo za one K, kojisu uintervalu pouzdanosti za 4 uz vjerojatnost
l-o.

Testiranje hipoteze 1, = 1, (t-test).

Tom testu u pravilu predhodi F-test. Nakon §to taj prode nastavlja se s t-testom (testiranju
ocekivanja), tj. s testiranjem hipoteze:

Ho: 4, = i, (nulta hipoteza)

Hipoteza se, primjenom t-testa, provodi ovako:

1. Izracuna se:

X, —X
t — 1 2

exp 2 2
(n,=1) s; +(n, =1) s; |n, +n,
n,+n,—2 nn,
N } (=1 57 +(ny=1) s; |n +n,
gdje obi¢no oznacavamo: s, =
n,+n,—2 nn,




2. Odredi se broj stupnjeva slobode k=n;+n;-2.

3. Prihvati se neki nivo signifikantnosti & (obi¢no & =0.05, ali moze i « =0.01 ili & =0.1)
Ponovimo, smisao nivoa signifikantnosti u testiranju je sljedeci:

P(Postavljena se hipoteza odbacujel ukoliko je postavljena hipoteza istinita) = & .

4. Iz tablica t-razdiobe izracuna se kriti¢na vrijednost pomocu koje odredjujemo upada li
izraCunata vrijednost f., u kritiéno podrucje. Kriti¢na vrijednost ovisi o nivou
signifikantnosti & , o broju stupnjeva slobode (dakle o broju mjerenja), ali i o nasoj
kontrahipotezi koja moze biti:

a) U, # M, (kad testiramo jesu li te dvije veliCine jednake ili razliCite). Tada kriticna
vrijednost ty= 7, (k) ima znaCenje: P(lt(k)[>tp) = @ , gdje #(k) oznaCava Studentovu (t-

2

razdiobu) uz k stupnjeva slobode. To je isto kao i da smo rekli da je P(t(k)>ty) = % .

Hipotezu prihva¢amo ako je ltexpl<ty tj. ako je -to<texp< to (inace je odbacujemo).
Ako izri¢ito druk¢ije ne kazemo uvijek smatramo da je kontrahipoteza takva.
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b) u, > u, (kojaima smisla samo akoje X, >X,).
Tada kriti¢na vrijednost ty ima znaCenje: P(t>ty)) = & (tp je drukciji od onog iz a)).
Hipotezu prihvacamo ako je texp<to, inaCe je odbacujemo.
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c) MU, <pu, (kojaima smisla samo akoje X, <x,).

Tada kriti¢na vrijednost ty takodjer ima znaCenje: P(t>ty)) = o .
Hipotezu prihva¢amo ako je teq > - to, inace je odbacujemo.
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Da se bolje uvidi razlika izmedu a) , b) i c), nekaje o =0.05;k=38.
Tadajeua) tp=2.306, a u b)ic) ty=1.860.

Primjer 2. Neka je iz 8 mjerenja neke normalne slucajne veli¢ine dobiven prosjek 12.56 uz
standardno odstupanje 1.36; a iz 11 mjerenja druge normalne slucajne veli¢ine prosjek 13.56
uz standardno odstupanje 0.84. Razlikuju li se bitno te veli¢ine?

Podatci se mogu zapisati ovako:

m=8, ¥ =1256 s =136
n, =11, X, =13.56, s5,=0.84
ki=7, k=10, k=17,

F-test.

F, . (k, k,)=3.14.

Kako je 2.6213 < 3.14 hipotezu prihvac¢amo, tj. smatramo da varijance tih slu¢ajnih veli¢ina
nisu bitno razlicite.

2.

t-test. Testiramo:

Ho: p, =,

Ha p, # 4,

Dobijemo:

sa = 0.504035

texp=- 1.984, ltexpl= 1.984

Kfriti¢na vrijednost (za nivo signifikantnosti 0.05 1 za k=17) je to = top2s5(17) =2.110.
Kako je 1.984 < 2.110 (odnosno jer je -2.110<-1.984< 2.110), hipoteza se prihvaca pa se
smatra da se dvije mjerene veliine bitno ne razlikuju.

Sljedece napomene upozoravaju na relativnost zakljucka pri testiranju u odnosu na male
promjene podataka ili na odabir kontrahipoteze i razine znacajnosti.



Napomene. Da smo u podatcima imali X, =13.66, a da su ostali podatci ostali isti, sve
bi bilo isto osim zavrSnog rezultata t..,. Naime, bilo bi:

texp= - 2.1824, ltexpl= 2.1824

a kako je 2.1824 > 2.110, hipotezu o jednakosti o¢ekivanja bismo odbacili.

2. Da smo u izvornom zadatku odabrali kontrahipotezu H,: #, < i,

(Sto nacelno ima smisla jer je X, <X,), hipotezu o jednakosti oCekivanja takodjer bismo

odbacili. Naime, tada bi kriti¢na vrijednost bila ty = ty05(17)= 1.740. Kako je 1.984>1.740

nula hipotezu bismo odbacili.

3. Da smo imali sve kao u izvornom zadatku i izvornom rjesenju, samo da smo odabrali
razinu znacajnosti & = 0.1, tada bismo hipotezu takodjer odbacili, jer bi tada kriti¢na
vrijednost bila kaoiu 2., tj. bilo bi ty=1.740.

4. Testiranje teoretskih razdioba ( ;52- test)

-----

teoretskom zakonu (razdiobi) ili se bitno od njega razlikuju.

Primjer 3. Registriranjem broja poruka na nekoj adresi u fiksiranom vremenskom intervalu,
dobiveni su sljedeci podatci:

0 1 2 3 4 5 ili vise

16 16 36 15 10 7
Dakle, u 16 mjerenja nije bila ni jedna poruka, u 16 mjerenja to€no jedna, u 36 mjerenja
to¢no 2 itd. Formulacija u zadnjem stubcu je takva jer je, mozda bilo i 6 ili 7 poziva koji put,
pa smo to skupili u jedan podatak. Ukupno je bilo n=100 mjerenja, koje smo svrstali u L=6
grupa.
Postavlja se pitanje ponaSaju li se ti podatci prema Poissonovu zakonu ili, moZda, bitno
odudaraju od njega. O tome je zaista teSko odgovoriti samo uvidom u podatke.

Odgovor na pitanje pomo¢u g *-testa (predlozenog Karlom Pearsonom 1900) zasniva se na
sljede¢em razmisljanju.

Brojevi u drugom redku tablice zovu se eksperimentalne frekvencije f;, dakle:

fo=16, f;=16, ,=36, f3=15, f4=10, fs=7.
Prosjecan broj poruka, dobije se kao:
a_0-16+1-16+2-36+3-15+4-10+5-7

100
Jasno je da je a procjena za ocekivanje slu€ajne varijable X koja registrira broj poruka u
fiksiranom vremenskom intervalu, a ako se podatci zaista ponasaju prema Poissonovu zakonu
onda je, priblizno, X ~ P(a), tj. X ~ P(2.08).
U nastavku ¢emo izracunati pripadne teoretske vjerojatnosti p;, i=0,1,2,... te razdiobe,

prema formuli A
a' 2.08'

aa—

pir=e” ., 4. pi=e’

=2.08

i pripadne teoretske frekvencije prema formuli
fo:= npi , 4. f;:= 100-p;. Imamo, dakle:



po=e>®= 0.124930 fo = 12.4930

2.08

pi=e”® T =0.259855 fy =25.9855
p>= 0.270249 fo = 27.0249
ps = 0.187373 f = 18.7373

ps= 0.097434 fu =9.7434

1- (po+ p1+ p2 +p3+ p4)
= 0.060159 fis = 6.0159

ps:

Tu smo, umjesto pravog ps stavili zbroj svih vjerojatnosti od pete na dalje, tako da ukupan
zbroj vjerojatnosti bude 1; slicno tako smo dobili da je ukupan zbroj teoretskih frekvencija
jednak 100.

Sljedeci je korak uvodjenje mjere udaljenosti eksperimentalnih i teoretskih frekvencija:

Zezx ::(fO_ftO)z+(f1_ft1)2+(f2_ft2)2+(f3_ft3)2 +(f4_ft4)2+(f5_ft5)2
' fio fu feo fis Jis Jis

L (16-12.4930)°  (16-25.9855)"  (36-27.0249)°  (15-18.7373)°
12.4930 25.9855 27.0249 18.7373

L (10— 9.7434)* L= 6.0159)
9.7434 6.0159
=8.715
Zavrsni je korak prihvacanje ili odbacivanje hipoteze o Poissonovoj razdiobi. Taj se kriterij
zasniva na ¢injenici, da je, ako je ispunjena nulta hipoteza:
Hy: podatci se ponasaju prema Poissonovoj razdiobi
onda broj ;(ezxp moZemo interpretirati kao slu€ajnu vrijednost slu¢ajne varijable koja

priblizno ima hi-kvadrat razdiobu s k:=L-2 =6-2 =4 stupnjeva slobode.

Kako je ;.5 (4)=9.488, §to je veée od broja ;(ezxp, pa, uz razinu znacajnosti

a =0.05, hipotezu o Poissonovoj razdiobi prihvacamo (iako ne sasvim uvjerljivo).
Takodjer vidimo da je y;,(4)=7.779, pa na razini znacajnosti @ =0.1 tu hipotezu
odbacujemo, tj. smatramo da postoji bitno odstupanje od Poissonove razdiobe.
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U sljede¢em ¢emo primjeru dodatno ilustrirati zasto je spomenuta razdioba rubno Poissonova,
tako Sto ¢emo samo malo promijeniti podatke.

Primjer 4. Registriranjem broja poruka na nekoj adresi u fiksiranom vremenskom intervalu,
dobiveni su sljedeci podatci:

0 1 2 3 4 5 ili vise

16 16 37 14 9 8
Treba testirati predpostavku o Poissonovoj razdiobi.

Lako se vidi da je tu, kao i u Primjeru 3. ispunjeno:
n=100, L=6, k=4, a=2.08 pa suiodgovarajuce teoretske frekvencije jednake. Medjutim, tu

je }(fxp =10.412, pa hipotezu o Poissonovoj razdiobi odbacujemo na razini zna¢ajnosti

a =0.05.
Treba napomenuti da bismo predpostavku prihvatili na razini znacajnosti « =0.025, jer je

Xons(4)=11.143.

Opcenito, a ne samo za Poissonovu razdiobu, imamo:

fi = f)’

}(:Xp = zf—’ k := L-I-1, gdje je [ broj parametara o kojima ovisi teoretska
ti

razdioba, tj. /=2 za normalnui binomnu

[=1 za Poissonovu i eksponencijalnu

[=0 za jednoliku.
Hipotezu o suglasnosti s teoretskom razdiobom prihva¢amo na razini znacajnosti & (u
pravilu je a=0.05)
ako je ;(fxp < x> (k) , inade je odbacujemo. Postupak provodimo koristeéi se odgovarajuéim

statistickim paketom.
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