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Uvod

Pri rjiegavanegnerski bz Ipirloibtl ielmai rkd rd fankoje. se p e
Pojav !l j uj u s e pod t e rfunkcireo mm u poeur skopdohu |spadaju
trigonometrijske f unkci j e, sinus i kosi nus, koja& | maj
vode nas do Fourierovih redova.

Ime su dobilipofrancuskom fi zidudkeuyl768-688pPphu & wagne
proul avanju signalaprtitjegpaearizenp halizejpdii
parcijalne diferencijalne jednadgbe.



1. Per i oedunkcije. Trigonometrijski nizovi

U tehnici i fizici | est o se susrimpopwamaiprocesena.i odi | n
Znamo da je funkcijaf: R ¥e Ri oadunkcijaakopostojiTI 0 takav da vr
1) f(x +T) = 1(x)

za svaki x koji je element skupa R realnih brojeva.

Broj T se tada zove period * funkcije f(x).
! Najmanii pozitivni period T funkcije f(x), koja nije konstanta, | ¢l ese naziva
primitivni period od f(x). Npr. primitivni periodi funkcije sinx i funkcije sin 2x su 2p

odnosno p

Grafovi takve funkcije dobiva j u s e pngonavgadjem grafa unutar bilo kojeg

intervala duljine perioda T.
f(x)
/\\//\//\//

1 T >

Slikal.Per i o tumktija a

Iz toga proizlazi da za bilo koji cijeli broj n:
f(x + nT) = f(x)

dakl e svaki vigekratnik
NT (n=0) od Tt a keoj& period te funkcije.

Ako funkcije f(x) i g(x) imajuperiod Tt ada e i funkcij a
h(x) = af(x) + bg(x) (a, b konstante)

imati period T.



Standardnipr i mj er i periodi | ni hnu$nefurikaje inapomj@mos i nu s r
da su funkcije f = ¢ = const. t ak o L @ e ré fankadijd wn smislu definicije, jer

zadovoljavaju uvjet (1) za svaki pozitivan period T.

Nag problem bit e prikazpkaazl|lgtlotsh funkci|j

1. COS X, Sin X, COS 2X, Sin 2X,...., COS nX, SiX nX,....

Redovi koji se pojavljuju unutar ovog poglavlja mogu se zapisati u obliku

trigonometrijskog izraza:

(2) a,+ & CoSX+  sinx+ a cos2« h sin¢

gdje su a,,4,a,...3,,0,1,..h... realne konstante.

Ovakvi redovi se nazivaju trigopnometrijski redovi, a | b am sevnazivaju
koeficijenti trigonometrijskog reda. Vidljivo | e redaimasperi@akZp. | | an
Ako trigonometrijskiredk onver gi ra, suma I e piti funkcija

A AN W AW AN/
AN

N A\ RO YO
VAV AV ARvVAVAY

sin x sin 2x sin 3x

N
=
Oy

g

Slika 2. Sinusne i kosinusne funkcije sa periodom 2p

Perimediflunkci je koje se pojavljuju u ing
kompliciraneip o g e | p n e d jakve funkcije kaojednos t av ne pméunkcije.di | n



Vidlivo e dasebi | o k o]jna fupkeja fiixpsdperiodom 2p moge apr oksi mi
trigonometrijskim redom, koeficijenti u (2) mogu se izvesti u terminima funkcije f(x)

(primjeri vezani uz vibracije i oscilacije).

2. Fourierovi redovi. Eulerove formule

Pretpostavimo da je f(x) p e r i a finkdijans periodom2p, koj u mo §ge mo

prikazati trigopnometrijskim redom.
@ f()=a+> (gcosnx+ b sinnx
n=1

Gelimo odrediti koeficijente a,ib,u  0d g o v a reduj(l).i e m Prvo

i zral unavamogirkeogerfiircaijjuelnit iazr a zip@olp)dosivasebj e st 1
]]'f(x)dx:ij{aﬁi(qcos N P sin n>9} d
—z —z n=1
Parcijalna integracija dajenamslj edei u j:ednakost
”j f(x)dx:q,”j a3 qﬂjcos nxdx rpﬂj sin nxd.
- -z n=1 _ z

Prvi dio izraza na desnoj strani jednak je 2pag dok su ostali integralni izrazi jednaki

nuli, te provedbom integracije dobivamo:

1 T
@ & :Z_£ f(X) dx

po d r uigppderivulje funkcije f(x) od i p do p podijeljeno s 2p.



Sada [ emo redom Iz ragal,.uslait |ippskipkenf.i ci j ent e

Mno¢i t doemxogdjeje m bilo koji fiksni pozitivan broj. Slijedi:

(3) jf(x) cosmxdx= j[ @+2 (acosnx b sin n} COSMX(

- -

| nt egrir aj u bproizlazi Hagendespaostrand jedmaka:

a07] cosmxdx+ i{ q]' COSNXCOSMXdx nl;] sin nxcos mx}j

-z n=1 -7 -7

Prvi integral i zadniji integral jednaki su nuli zato jer je podintegralni izraz neparna

funkcija.

Primjenjuy ul i svojstva parnost. [ neparnosti funk

Icosnx cosmxdx:% j Cos(r m)d*—; _[ cosf@ mX

U ovoj formuli prvi integral s desne strane jednak je nuli za svaki m i n koji se uzimaju
uobziripos!| j ednj i erfefjeéngkrnalilkadd ja kzonkili iznosi p za svaki

n=m . Proizlazi da je desna strana (3) jednaka amp i dobiva se :

(4) a, = 1 jf (X) cosmxdx
T
d m=1,2...

Konal no mogemo i zr ahbp.atl)prkioelfdmu jeemdarei mo s a
gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj.
Integracijom dobivenog izraza od 1 p do p dobivamo:

T

(5) _[f(x)sin mxdx= I[ g+i (acosnx bsin n} Sin mxc
n=1

-7 7T

Integriraju | i | I an po Jeldesnma stranaiizihda jednakd: a

a, Isin mxdx+ Z{ qjcos NXsin mxox nbf sin nxsin mx}j
.y n=1 -7 -z
Prviinte gr al j ednak | e n poputonih&dji pusatradtraniraniei egr al |

takolLer je jednak nul i za svaki n = 1, 2,



Posl jednji I ntegr al moge se transformirat.i u

J.sinnxsinmxdx=% _[ cos(n- m) xdxéj' cos(A M) x

Posl jedoayoglianmnaza jednak | e n uddnmakje mul zai | | ai

svaki n= m ili iznosi p za svaki n=m.

Kao i u izrazu (5) 1 oV ayjDegnastrdndizraza (p)pastaj® g e n f
bmp, dakle:
17 .
bmz—jf(x)smmxm m=1. 2. 6
72.*72'
Upi s wnjumjdstom u ovu formulu i u Huklvefoznaujeedno | e

1 v
a =— | f(x)dx
@ & 27,_£ ()
177'
6) (b) an:;J'f(x)cosnxd> n=1,2 6 é

17 :
== | f d
© b 7;_;[ (X) sin nxdx

P o mo p & r ine flinkdije f(x) s danim periodom 2p , mo g e mo ikaeficieghtau n a t i

ani by, prema (6) i formirati trigonometrijski niz:
(7)  a,+acosx+hsinxt g cos2+ hh sin + p cosx b sim+ ¢

Ovaj red se naziva Fourierov red i odgovara f(x) i njene koeficijente nazivamo

Fourierovi koeficijenti funkcije f(x).

Zbog p er i o ddintegralrshtfunkcij, interval integracije u ( 6 ) nzangjeniti s e

s bilo kojim intervalom duljine 2p, npr. intervalom 0< x< 2r.



Iz definici e odrelLenogdii nlitiemgjrahiac & | d>g neprékmutajilie f un |
samo po dijelovima neprekinutai nt egr al te funkcije u (6) pc
Fourierove koeficijente za danu funkciju prema (6).

TEOREM 1

AKko i mamo upunkcijud(x)isd periodom 2p kojajedj el omi | no nepr e
unutar intervala —z < x< i ukoliko postoji njena derivacija i s lijeve i sa desne strane

u svakoj tol ki u naijet tada zaio 1l g @ v \a &Fdagenov rad keaggream o

da je konvergentan.

PRIMJEDBA: Ukoliko Fourierovredodgov ar aj u f08 kdnwemitackiajoe gt o | e
objagnj eno ,uedtsemaziva Fourierdvim redom funkcije f(x) pa mo g e mo
pisati:

f(X)=8,+ 8Co0SX+ h sinx+ g cos2¢ bh sin2 + @ cosx p sim+..
ik a g e md(x) predstavlja Fourierovredd ot i | ne funkcij e.
Kako je ovaj niz konvergentan, i novodobiveni red imat | e sumu jednaku sumi

originalnogredapa mogemo pi sat.

f(x)=a, +i g,cosnx+ i sinny
n=1



3. Parne i neparne funkcije

Funkcija y = g(x) je parna ako g(-x) =g(x) za sve x. Graf ovakvih funkcijas i met r i | an
s obzirom na ordinatu .

Za funkciju h(x) k a ¢ e aage neparna ako vrijedi h(-x) = -h(x).

aN
Y

wY

O

NS *

Slika 3. Parna funkcija Slika 4. Neparna funkcija

Funkcija cos nx je parna funkcija dok je sin nx neparna funkcija. Ako je funkcija g(x)

parna funkcija tada vrijedi:

(1) 7]‘g(x) dx= 27] g R d

Ako je funkcija h(x) neparna tada vrijedi :

@  [h(ydx=0

Formule (1) i (2) proizlaze iz grafova tih funkcijagt o se vidi s grafova f
Produkt funkcijag=gh,p r i | @ pawna furkcija, a h neparna funkcija je neparna
funkcija jer:

a=9=9-9M=3=d x- b x=- Q¥

Stoga ako je funkcija f(x) parna tada je f (x)sinnx neparna i Fourierov koeficijent

b= 0. S|l i funkaja #ixknepajnaetada je i funkcija f(X)cosnx



(mzn takolLer neparngaz=0a koeficijent a
Iz ovog i relacije (1) proizlazi:

TEOREM 1.
Fourierovred bilok o j e p ar n e funkaje siperiddorh 2p je kosinusni Fourierov

red koji zapisujemo:
@ f(x)=a+> (g cosnx)
n=1
s koeficijentima....
17 27
@) aO:;'ff(x)dx %:;J.f(x)cosnxdx n=1, 2. é
0 0

Fourierovred bilokojen e par n e p fenkdijeopdrioda2p je tzv. sinusni Fourierov

red koji zapisujemo:

& f(9=3b,sinnx
n=1

s koeficijentima
27 .
b, =— Jf(x)sm nxdx
7 0

Daljnja pojednostavljenja proizlazeizslj edel eg :t eor e ma

TEOREM 2.
Fourierovi koeficijentisumefi+f,su suma odgovarajulih Fourier
f1ifo.

10



4. Funkcije koje imaju proizvoljan period

Prijelaz iz funkcije perioda 2p na funkcije kojeimajuper i od T pr il i | no |
jednostavan zbogtogagt o se moge provest.i i zfhjmana skal e
period T, tada mogemo uvxetakodanovafunkcijav(g, kao furskdija u

od x, ima period 2p. Ako stavimo:

T
(1) (@) t=—xX onda je
27
(b) X= 2—ﬂt
T

i x =Pl odgovara t=NI/2¢gt o z nfakhoifunktim od x ima period 2pi  mo g e mo

pisati Fourierovredu sl j edel em obl i ku

@ fO= f(le)=ao+i(qcosnx+ h sinnx
T n=1

| ije koeficijente (6pbpivemjeema y edwnamblel i ku

prema sl jedelim formul ama

1 7 T
=— | f(—Xd
@ = (an) X

17 T
=— | f(—X) cosnxdx
(6) (b) &, ﬂ£ (27r)

17 T .
b == | f(—X)sin nxdx
© b ”_i (2” )

Mogemo pr i mj eni trektnoiali poomnjenorh periodauT|p@edrbstavljujemo
jednadgbu

27
x=2t  sljedi dx="Zdt
T T

11



Interval integracije se mijenja i postaje:

Lol

2 2
Posljedilno, dobivamo Eul erove formul e

T/I2
1

@ A== [ f@at

-T/2

an—ng f(t)cos@dt =
3) (b T T n=1,2...
2 ¢ 2
b =— f(t)sin—dt
@ =7 | 10snT

za Fourierove koeficijente funkcije f(t).

Fourierov red (2) u kojem je varijabla x zamjenjena varijablomti ma sl j edel i obl

(4) f(t)=a0+§:(q1cosz_l_ﬂt+QSin2?mt]
n=1

Inter v a | i ntegracije uzamjeniirs hildkpjpm intefv@om,duljimoTg e s e
primjerice intervalom 0<t<T.

Iz teorema (1) u poglavlju 3. slijedi :

TEOREM 1.
Fourierov red parne funkcije f(t) perioda T je kosinusni Fourierov red :

(5) f(t):ao+iancosz_r|1—”t
n=1

s koeficijentima:

12



2T/2 4T/2 nNr
® == [ f(at a,=— | f () cos™ ta n=1,2..

0 0

Fourierov red neparne funkcije f(t) perioda T je sinusni Fourierov red za koji vrijedi:
2n7r
7 f(t)= Zb sin— =

s koeficijentima:

8 b = f(t sm—tdt
(8) = [ f(Osin—

n
0

5.Pol uperpbogdrbgredaenj e

Neka funkcija f(t) ima period T =2I. Ako je ta funkcija parna iz teorema (1) slijedi da je

Fourierov red kosinusni:
= Nz

1 ft)y=a,+) 3, COSI— t (f parna funkcija )
n=1

s koeficijentima:

2
|

|
2 a - I} [f(Hat - j (1) COS—tdt h=12..
0 (0]

Ako je ta funkcija f(x) neparna funkcija dobiva se Fourierov sinusni red:
(3) f(t)= ibn Sinnl—ﬂt ( f neparna funkcija )
s koeficijentima:
4 b = IE 1] £(1) sinr:—”tdt
0

f(t)

13



@ periodil|l ko ponavljanjl parne funkcije

fa(t)

(b)) periodi| ko ponavljanjelneparne funkcij

14



6. Fourierov integral

Fourierovi redovi su o0sndyproblemavezarthuzn pr oul ava
per i efnkdijem
Kako mnogiprpobalkeemilwmpne pkd jfodinHami je pogel jno |

generaliziratimetodu Four i er ovog r edaefunkcip.a neperiodi | n
Ak o i ma mo upuekciju (0 salperiodomTiakoTneogr ani | eno raste
TY D, onda rezul timaj el ai Gankheirj adi | n

Imamo per i o d funkaiju fr(x) sa periodom T i mogemo ju pisati pomo
reda :

f(x)=a, +Z(an cosz_rll—ﬂ X+b sinz_rll—ﬂ xj

n=1

Ako uzmemo da vrijedi:

2Nz
=
T
iuvrstimoay,ib, prema Eul erovim formulama, oenal i mo

dobiva se :

-T/2 n=1 -T/2 -T/2

1 T/2 2 0 T/2 T/2
(== jft(u)dm?z{cosmnx [ fr @) coswpdo +sinw,x [ () sinw,odo

ako je:
2(n+Yz 2nzt 27
Whia =W, = - =
T T T
27
AW=W, | —W = T

onda 2/T= weep

15



