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Uvod 

 

Pri rjeġavanju razliļitih inģenjerskih problema koriste se periodiļne funkcije. 

Pojavljuju se pod terminom periodiļne funkcije, a u ovu skupinu spadaju 

trigonometrijske funkcije, sinus i kosinus, koje imaju vaģnost u praktiļnoj primjeni, a 

vode nas do Fourierovih redova. 

Ime su dobili po francuskom fiziļaru Josephu Fourieru (1768-1830), a vaģne su u 

prouļavanju signala, titranja, rezonancije i pri rjeġavanju problema vezanih uz obiļne i 

parcijalne diferencijalne jednadģbe. 
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1.    Periodiļne funkcije. Trigonometrijski nizovi 

 

U tehnici i fizici ļesto se susreĺemo s periodiļnim pojavama i procesima.  

Znamo da je funkcija f : R Ÿ R periodiļna funkcija ako postoji T Í 0 takav da vrijedi 

(1)  f(x + T) = f(x) 

za svaki x koji je element skupa R realnih brojeva.  

Broj T se tada zove period 1 funkcije f(x). 

 

1 Najmanji pozitivni period T funkcije f(x), koja nije konstanta, ļeġĺe se naziva 

primitivni period od f(x). Npr. primitivni periodi funkcije sinx i funkcije sin 2x su 2p 

odnosno p 

 

Grafovi takve funkcije dobivaju se periodiļnim ponavljanjem grafa unutar bilo kojeg 

intervala duljine perioda T. 

 

 

 

                                       Slika 1. Periodiļna funkcija 

 

 

 Iz toga proizlazi da za bilo koji cijeli broj n: 

f(x + nT) = f(x) 

dakle svaki viġekratnik 

nT ( 0n )  od T takoĽer je period te funkcije.                                                 

 Ako funkcije f(x) i g(x) imaju period T tada ĺe i funkcija 

          h(x) = af(x) + bg(x)    (a, b konstante) 

imati period T. 
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Standardni primjeri periodiļnih funkcija su sinusne i kosinusne funkcije i napominjemo 

da su funkcije f = c = const.  takoĽer periodiļne funkcije u smislu definicije, jer 

zadovoljavaju uvjet (1) za svaki pozitivan period T. 

 

Naġ problem bit ĺe prikaz razliļitih funkcija s periodom 2p kao ġto su: 

1.         cos x, sin x,   cos 2x, sin 2x,...., cos nx, six nx,.... 

 

Redovi koji se pojavljuju unutar ovog poglavlja mogu se zapisati u obliku 

trigonometrijskog izraza: 

(2)       0 1 1 2 2cos sin cos2 sin 2 ...a a x b x a x b x  

gdje su 0 1 2 1 2, , ,... , , ,...n na a a a b b b... realne konstante. 

 

Ovakvi redovi se nazivaju trigonometrijski redovi, a ļlanovi na i nb  se nazivaju 

koeficijenti trigonometrijskog reda.  Vidljivo je da svaki ļlan ovog reda ima period 2p. 

Ako trigonometrijski red konvergira, suma ĺe biti funkcija s periodom 2p. 

 

 

                      

                            Slika 2. Sinusne i kosinusne funkcije sa periodom 2p 

 

 

 

Periodiļne funkcije koje se pojavljuju u inģenjerskim problemima su ļesto 

komplicirane i poģeljno je predoļiti takve funkcije kao jednostavne periodiļne funkcije.  
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Vidljivo je da se bilo koja periodiļna funkcija f(x) s periodom 2p moģe aproksimirati 

trigonometrijskim redom, koeficijenti u (2) mogu se izvesti u terminima funkcije f(x) 

(primjeri vezani uz vibracije i oscilacije). 

 

 

 

 

 

2.  Fourierovi redovi. Eulerove formule 

 

Pretpostavimo da je  f(x) periodiļna funkcija s periodom 2p, koju moģemo 

prikazati trigonometrijskim redom. 

(1) 0

1

( ) ( cos sin )n n

n

f x a a nx b nx 

Ģelimo odrediti koeficijente an i bn u odgovarajuĺem redu (1).                                 Prvo 

izraļunavamo koeficijent a0 integrirajuĺi izraz (1) s obje strane od ïp do p i dobiva se: 

0

1

( ) ( cos sin )n n

n

f x dx a a nx b nx dx 

Parcijalna integracija daje nam sljedeĺu jednakost: 

0

1

( ) ( cos sin )n n

n

f x dx a dx a nxdx b nxdx 

Prvi dio izraza na desnoj strani jednak je 2pa0 dok su ostali integralni izrazi jednaki 

nuli, te provedbom integracije dobivamo: 

(2)   0

1
( )

2
a f x dx 

podruļje ispod krivulje funkcije f(x) od ïp do p podijeljeno s 2p. 
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Sada ĺemo redom izraļunati koeficijente 1, 2,...a a  sliļnim  postupkom .  

Mnoģit ĺemo s cos mx, gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj. Slijedi: 

(3) 0

1

( )cos ( cos sin cosn n

n

f x mxdx a a nx b nx mxdx 

Integrirajuĺi ļlan po ļlan proizlazi da je desna strana jednaka: 

       0

1

cos cos cos sin cosn n

n

a mxdx a nx mxdx b nx mxdx 

Prvi integral i zadnji integral jednaki su nuli zato jer je podintegralni izraz neparna 

funkcija. 

 

Primjenjujuĺi svojstva parnosti i neparnosti funkcije na drugi integral dobivamo izraz: 

1 1
cos cos cos( ) cos( )

2 2
nx mxdx n m dx n m dx 

U ovoj formuli prvi integral s desne strane jednak je nuli za svaki m i n koji se uzimaju 

u obzir i posljednji integral takoĽer je jednak nuli kada je n m ili iznosi p za svaki 

n m . Proizlazi da je desna strana (3) jednaka amp i dobiva se : 

 

(4)

               

mxdxxfam cos)(
1

             m=1,2... 

 

 Konaļno moģemo izraļunati koeficijente b1, b2,... u (1) pri ļemu mnoģimo sa sin mx, 

gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj. 

Integracijom dobivenog izraza  od ïp do p dobivamo: 

(5) 0

1

( )sin ( cos sin sinn n

n

f x mxdx a a nx b nx mxdx 

Integrirajuĺi ļlan po ļlan, vidimo da je desna strana izraza jednaka: 

      0

1

sin cos sin sin sinn n

n

a mxdx a nx mxdx b nx mxdx 

Prvi integral jednak je nuli. Sljedeĺi integral je poput onih koji su razmatrani ranije i 

takoĽer je jednak nuli za svaki n = 1, 2,...  
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Posljednji integral moģe se transformirati u izraz (1) i dobivamo: 

1 1
sin sin cos( ) cos( )

2 2
nx mxdx n m xdx n m xdx 

Posljednji ļlan ovog izraza jednak je nuli. Prvi ļlan s desne strane jednak je nuli za 

svaki n m ili iznosi p za svaki n m.  

Kao i u izrazu (5) i ovaj je ļlan pomnoģen faktorom bm. Desna strana izraza (5) postaje 

bmp, dakle: 

           
1

( )sinmb f x mxdx                       m=1, 2,é 

 

 

Upisujuĺi n umjesto m u ovu formulu i u (4), zajedno ĺemo dobiti Eulerove formule: 

 

(a) 0

1
( )

2
a f x dx 

(6) (b) 
1

( )cosna f x nxdx                           n=1, 2,é 

(c) 
1

( )sinnb f x nxdx 

 

Pomoĺu periodiļne funkcije f(x) s danim periodom 2p , moģemo izraļunati koeficijente 

an i bn, prema (6) i formirati trigonometrijski niz: 

 

(7) 0 1 1 2 2cos sin cos2 sin 2 ... cos sinn na a x b x a x b x a nx b nx+é 

 

Ovaj red se naziva Fourierov red i odgovara f(x) i njene koeficijente nazivamo 

Fourierovi koeficijenti funkcije f(x). 

 

Zbog periodiļnosti podintegralnih funkcija, interval integracije  u (6) moģe se zamijeniti 

s bilo kojim intervalom duljine 2p, npr. intervalom 0 2x . 
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Iz definicije odreĽenog integrala slijedi ļinjenica da ako je funkcija f(x) neprekinuta ili 

samo po dijelovima neprekinuta integral te funkcije u (6) postoji i moģemo izraļunati 

Fourierove koeficijente za danu funkciju prema (6). 

 

TEOREM 1 

Ako imamo periodiļnu funkciju f(x) sa periodom 2p koja je djelomiļno neprekidna 

unutar intervala x  i ukoliko postoji njena derivacija i s lijeve i sa desne strane 

u svakoj toļki unutar intervala integracije tada za odgovarajuĺi Fourierov red kaģemo 

da je konvergentan. 

 

PRIMJEDBA: Ukoliko Fourierov red odgovarajuĺe funkcije f(x)  konvergira, kao ġto je 

objaġnjeno u teoremu 1, red se naziva Fourierovim redom funkcije f(x) pa moģemo 

pisati: 

0 1 1 2 2( ) cos sin cos2 sin 2 ... cos sinn nf x a a x b x a x b x a nx b nx+... 

i kaģemo da f(x) predstavlja Fourierov red dotiļne funkcije.  

Kako je ovaj niz konvergentan, i novodobiveni red imat ĺe sumu jednaku sumi 

originalnog reda pa moģemo pisati: 

0

1

( ) cos sinn n

n

f x a a nx b nx 
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3. Parne i neparne funkcije 

 

Funkcija y = g(x) je parna ako g(-x) =g(x) za sve x.  Graf ovakvih funkcija simetriļan je 

s obzirom na ordinatu .  

Za funkciju h(x) kaģemo da je neparna ako vrijedi h(-x) = -h(x).   

 

        
Slika 3. Parna funkcija                                            Slika 4. Neparna funkcija 
 

Funkcija cos nx je parna funkcija dok je sin nx neparna funkcija. Ako je funkcija g(x) 

parna funkcija tada vrijedi: 

(1) 
0

( ) 2 ( )g x dx g x dx 

 

Ako je funkcija h(x) neparna tada vrijedi : 

(2) ( ) 0h x dx  

Formule (1) i (2) proizlaze iz grafova tih funkcija ġto se vidi s grafova funkcija g i h. 

Produkt funkcija q = gh, pri ļemu je g parna funkcija, a h neparna funkcija je neparna 

funkcija jer: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q x g x h x g x h x q x 

 

 

Stoga ako je funkcija f(x) parna tada je ( )sinf x nx neparna i Fourierov koeficijent  

bn = 0. Sliļno ako je funkcija  f(x) neparna tada je i funkcija ( )cosf x nx 
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( )m n    takoĽer neparna,a koeficijent an = 0. 

 

 Iz ovog i relacije (1) proizlazi: 

 

TEOREM 1.  

Fourierov red bilo koje parne periodiļne funkcije s periodom 2p je kosinusni Fourierov 

red koji zapisujemo: 

(3) 0

1

( ) ( cos )
n

n

n

f x a a nx  

s koeficijentima.... 

(4) 0

0

1
( )a f x dx           

0

2
( )cosna f x nxdx                 n=1,2,é 

Fourierov red bilo koje neparne periodiļne funkcije perioda 2p je tzv. sinusni Fourierov 

red koji zapisujemo: 

(5)

     

nxbxf
n

n sin)(
1  

 

s koeficijentima 

0

2
( )sinnb f x nxdx 

Daljnja pojednostavljenja proizlaze iz slijedeĺeg teorema: 

 

TEOREM 2.   

Fourierovi koeficijenti sume f1+ f2 su suma odgovarajuĺih Fourierovih koeficijenata od 

f1 i f2. 
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4.  Funkcije koje imaju proizvoljan period 

 

Prijelaz iz funkcije perioda 2p na funkcije koje imaju period T priliļno je 

jednostavan zbog toga ġto se moģe provesti izmjena skale. Naime, ako je f(t) ima 

period T, tada moģemo uvesti novu varijablu x tako da nova funkcija f(t), kao funkcija 

od x, ima period 2p. Ako stavimo: 

 

(1)    (a)  
2

T
t x   onda je  

 (b)  
2

x t
T

 

i   x=Ñ p  odgovara   t=Ñ T/2 ġto znaļi da f, kao funkcija od x ima period 2p i moģemo 

pisati Fourierov red u sljedeĺem obliku 

(2) 0

1

( ) ( ) ( cos sin )
2

n n

n

T
f t f x a a nx b nx  

 

ļije koeficijente dobivene iz jednadģbe (6) zapisujemo u ovom obliku i raļunamo 

prema sljedeĺim formulama 

  (a)    0

1
( )

2 2

T
a f x dx 

    ( 6 )   (b)    
1

( )cos
2

n

T
a f x nxdx 

   (c)    
1

( )sin
2

n

T
b f x nxdx 

 

Moģemo primjeniti i ove formule direktno ali promjenom perioda T pojednostavljujemo 

jednadģbu: 

2
x t

T
 slijedi       

2
dx dt

T
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Interval integracije se mijenja i postaje: 

2 2

T T
t  

 

Posljediļno, dobivamo Eulerove formule: 

  

(a) 

/ 2

0

/ 2

1
( )

T

T

a f t dt
T

 

(3) (b) 

/ 2

/ 2

2 2
( )cos

T

n

T

n
a f t dt

T T
        n=1,2... 

(c)  

/ 2

/ 2

2 2
( )sin

T

n

T

n
b f t dt

T T
 

 

za Fourierove koeficijente funkcije f(t).  

 

Fourierov red (2) u kojem je varijabla x zamjenjena varijablom t ima sljedeĺi oblik: 

(4) 0

1

2 2
( ) ( cos sin )n n

n

n n
f t a a t b t

T T
 

Interval integracije u jednadģbi (3), moģe se zamjeniti s bilo kojim intervalom duljine T, 

primjerice intervalom 0 t T . 

 

 Iz teorema (1) u poglavlju 3. slijedi : 

 

TEOREM 1.  

Fourierov red parne funkcije f(t) perioda T je kosinusni Fourierov red : 

(5) 0

1

2
( ) cosn

n

n
f t a a t

T
 

 

 

 

s koeficijentima: 
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(6)   

/ 2

0

0

2
( )

T

a f t dt
T

           

/ 2

0

4 2
( )cos

T

n

n
a f t tdt

T T
             n=1,2... 

Fourierov red neparne funkcije f(t) perioda T je sinusni Fourierov red za koji vrijedi: 

(7) 
1

2
( ) sinn

n

n
f t b t

T
 

s koeficijentima: 

(8) 

/ 2

0

4 2
( )sin

T

n

n
b f t tdt

T T
 

 

 

 

 

 

5. Poluperiodiļno proġirenje reda 

 

Neka funkcija f(t) ima period T =2l. Ako je ta funkcija parna iz teorema (1) slijedi da je 

Fourierov red kosinusni: 

(1) 0

1

( ) cosn

n

n
f t a a t

l
 ( f parna funkcija ) 

s koeficijentima: 

(2) 0

0

1
( )

l

a f t dt
l

        
0

2
( )cos

l

n

n
a f t tdt

l l
            n=1,2... 

 

Ako je ta funkcija f(x) neparna funkcija dobiva se Fourierov sinusni red: 

(3) 
1

( ) sinn

n

n
f t b t

l
  ( f neparna funkcija ) 

s koeficijentima: 

(4) 

1

0

2
( )sinn

n
b f t tdt

l l
 

f(t) 



 14 

 

 

 

l t 

 

 

 

f1(t) 

 

 

t 

 

 - l   l 

 

               (a)  periodiļko ponavljanje parne funkcije perioda 2l 

 

 

 

f2(t) 

 

 

 

 

t 

 

 

 

 

 

 -l          l 

        (b)  periodiļko ponavljanje neparne funkcije perioda 2l 
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6. Fourierov integral 

 

Fourierovi redovi su osnovni alat u prouļavanju razliļitih problema vezanih uz 

periodiļne funkcije.  

Kako mnogi praktiļni problemi ne ukljuļuju periodiļne funkcije poģeljno je 

generalizirati metodu Fourierovog reda i na neperiodiļne funkcije. 

Ako imamo periodiļnu funkciju fT(x) sa periodom T i ako T neograniļeno raste, tj. 

T Ÿ Ð , onda rezultirajuĺa funkcija f(x) nije viġe periodiļna. 

Imamo periodiļnu funkciju fT(x) sa periodom T i moģemo ju pisati pomoĺu Fourierovog 

reda :  

                1

0

2
sin

2
cos)(

n

nnT x
T

n
bx

T

n
aaxf

 

 

Ako uzmemo da vrijedi: 

T

n
wn

2

 

i uvrstimo an i bn   prema Eulerovim formulama, oznaļimo varijablu integracije sa   

dobiva se : 

1

2/

2/

2/

2/

2/

2/

sin)(sincos)(cos
2

)(
1

)(
n

n

T

T

Tnn

T

T

Tn

T

T

tT dwfxwdwfxw
T

df
T

xf

 

ako je : 

TT

n

T

n
ww nn

22)1(2
1

 

T
www nn

2
1

 

 

 

 

onda   2/T = æw / p   

 


