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Vecina fizikalnih fenomena u podrucju dinamike fluida, elektriciteta, magnetizma,
mehanike, optike ili toka topline, moZe se opisati parcijalnim diferencijalnim jednadZbama;
zapravo, vec¢i dio matematicke fizike jesu parcijalne diferencijalne jednadZzbe. Istina je da
se moZe pojednostavniti, tako da se smanje jednadzbe na obicne diferencijalne jednadzbe,
ali kompletan opis ovih sistema pociva na glavnoj ideji parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Vecina prirodnih zakona fizike, poput Maxwellovih jednadzbi, Newtonovog zakona
hladenja, Navier-Stokesovih jednadzbi, Newtonovih jednadzbi gibanja i Schrodingerove
jednadZbe kvantne mehanike, jesu ili mogu biti navedene u obliku parcijalnih
diferencijalnih jednadZzbi, to zapravo znaci da ovi zakoni opisuju fizicke fenomene
dovodenjem u vezu prostornih i vremenskih derivacija. U ovim jednadZbama se javljaju
derivacije zato Sto one predstavljaju prirodne stvari, poput brzine, akceleracije, sile, trenja,
fluksa, struje. Znaci, imamo jednadZbe u vezi s parcijalnim diferencijalnim jednadZzbama
neke neznane kvantitete, koje Zelimo naci.
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1. UVOD

Parcijalna diferencijalna jednadzba je jednadZzba koja ukljuCuje parcijalne derivacije.
Za razliku od obicne diferencijalne jednadzbe, gdje nepoznata funkcija ovisi samo o jednoj
varijabli, u parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi nepoznata funkcija ovisi o vise varijabli.
(Na primjer, temperatura 7' (x,?) ovisi o poloZaju x i vremenu #.) Red najvece

derivacije se zove redom jednadzbe.

Evo nekih dobro znanih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:
(zbog jednostavnosti zapisivanja, nazvali smo

u = a_u u = % u_ = ou )
"ot toox oo’

Jednodimenzionalna toplinska jednadzba: u, = czuxx,
Dvodimenzionalna toplinska jednadzba: u=u +u,,
Jednodimenzionalna valna jednadzba: u,= czuxx
Trodimenzionalna valna jednadzba: u,=u,+u, +u_,
Dvodimenzionalna Laplaceova jednadzba: u,tu, = 0,
Trodimenzionalna Laplaceova jednadzba: u,tu +u_ = 0,

gdje je ¢ konstanta, f vrijeme, a X, y, Z su Kartezijeve koordinate.

Nepoznata funkcija # uvijek ovisi o vise od jedne varijable. Varijabla u , koju
diferenciramo, zove se zavisna varijabla , a one po kojima diferenciramo se zovu
neovisne varijable. Na primjer, jasno je iz jednadZbe

ut = u)oc
da je zavisna varijabla u(x,t) funkcija dvije nezavisne varijable x i f, u jednadzbi
|
u=u,+—u +—u

2 760
r r

u(r,0,t) ovisior, @ it.
Rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe je funkcionalna ovisnost viSe varijabli.

Linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe imaju oblik :
Lu=0,

odnosno desna im je strana nula, gdje je L linearni operator, a u funkcija viSe varijabli.

Cesto se parcijalne diferencijalne jednadzbe promatraju kao problemi,
QY =AY,
gdje je € linearni parcijalni diferencijalni operator, a W funkcija vie varijabli. Opet, red
parcijalne diferencijalne jednadzbe je red najviSe derivacije.



Pri rjeSavanju diferencijalne jednadZbe n-tog reda, pojavljuje se 'n' proizvoljnih
konstanti integracije. Dakako, uz parcijalne diferencijalne jednadzbe, te konstante nisu
brojevi, ve¢ proizvoljne funkcije. Kao rezultat, generalno rjeSenje parcijalne diferencijalne
jednadzbe je puno pregeneralno za bilo kakvu prakti¢nu svrhu. Potrebno je specificirati
neke granicne uvjete da bi se postiglo manje generalno rjeSenje. Da bi se dobilo to¢no
rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe n-tog reda, 'n' funkcija se mora specificirati kao
graniCne uvjete.



2. VIBRIRAJUCA NIT

Nit ispruZena duZ osi x moZe vibrirati u smjeru okomitom prema ovoj osi. Neka
u(x,t) predstavlja pomak niti iz njegove ravnotezne pozicije, # = 0. JednadZba kretanja

ove niti je valna jednadzba :
d’u)_ L[ Jdu
ar ) \ax) .

¢ =—, ()

Ovdje je:

gdje je T napetost niti, a P je linearna gustoca nitiu g/cm, a c je brzina kojom se
poremecaj §iri po niti. Pretpostavimo, nadalje, da je nit duljine L i fiksirana na krajevima,
tako da je

u(0,6)=0=u(L,z).

Ovu diferencijalnu jednadzbu rijesit cemo metodom separacije varijabli.
Poku$ajmo nadi rjeSenje oblika u(x,t) = X (x)7T'(¢). Tada diferencijalna jednadzba
postaje:

XT =c*XT.

Dijeleci sa u = XT dobivamo:

r'o_ X W

T X
Ovo je znacajan rezultat; lijeva strana nije funkcija od x, a desna nije funkcija od 7, ipak
su dvije strane jednake. Jedini nacin da veli¢ina koja ne ovisi 0 x moZe biti jednaka
veli¢ini koja ne ovisi o £ je ako niti jedna od veli¢ina ne ovisinio x, nio f. Kad bi lijeva
strana ovisila o f, ne bi mogla biti jednaka desnoj strani, koja ne ovisi o ¢ 1 obrnuto.

Dakle, moZemo shvatiti da su obje strane jednake konstanti, koju ¢emo zvati @*. Ova
konstanta je za sad proizvoljna, ali mora biti negativna iz razloga koji ¢e postati ocit.
Kasnije ¢emo identificirati @ kao kutnu frekvenciju.

Sada smo reducirali naSu parcijalnu diferencijalnu jednadZbu na dvije obi¢ne
diferencijalne jednadzbe:

TO__
T(1)

c’X (x) e
X (%) '



Rjesenje prve jednadzbe je bilo koja linearna kombinacija cOS @t i Sin @t ; za pogodnost
piSemo ovu funkciju u obliku

T(t)=cos(wt+ )

Sada je jasno da konstanta, — @ , mora biti negativna da bi osigurala titrajuce gibanje niti.

Generalno rjeSenje druge obicne diferencijalne jednadZzbe je linearna kombinacija

X(x)= Asin@ + Bcos@.
c c
Grani¢ni uvjet
u0,0))=X0)T()=0
zahtjeva da je B =0. Grani¢ni uvjet
u(L,ty=X(L)T(t)=0

zahtjeva da je

. L . wL
sin—=0t. —=nrx.
c c
Tako smo nasli da je proizvoljna konstanta @ ograniCena na vrijednosti . RjeSenje
parcijalne diferencijalne jednadzbe, uz navedene granicne uvjete, je:
. nmux nmic
u(x,t)=Xx)T ()= ASIH(T)COS(TZ + 6) . (3)

Posto je parcijalna diferencijalna jednadZba linearna i homogena, svaka linearna
kombinacija rjeSenja je takoder rjeSenje. Zbog toga je generalno rjeSenje jednadzbe, uz
navedene granicne uvijete:

u(x,t)= iAn sin(%)cos(%t + 6) . 4)

n=l



3. STOJECI VALOVI

Razmotrimo ponaSanje pojedinac¢nog izraza:
. nix njic
u(x,t) = An SIH(T)COS(TZ + 6”) . (39

Vrijednost ‘Aﬂ‘ se zove amplituda titranja; ona predstavlja maksimum pomaka niti iz

njenog ravnoteznog poloZaja. Vrijednost &, se zove faza titranja.

Kosinusni faktor djeluje samo da promijeni #(x,) s vremenom, dok «oblik»

krivulje ostaje isti. Sve toCke na vrpci titraju istovremeno 1 u svakom trenutku vrpca
opisuje sinusoidnu krivulju. PoSto nema pomaka krivulje duz x-osi, ovakva krivulja se
zove stojeci val.

G )

L
nit se vra¢a u istu poziciju nakon vremenskog intervala 2— . Ovaj vremenski interval je
nc

znan kao period, T, mjeren u sekundama. Recipro¢na vrijednost perioda je frekvencija,
nc
V=—o,
2L
mjerena u ciklusima/ sekundi, ili hercima . Kutna brzina je jednaka:
w=27v.

Posto

Postoje odredene tocke na vrpci koje ostaju stacionarne. Ove toc¢ke zadovoljavaju
jednostavnu jednadZbu

odgovarajuci

kL
xX=—,
n

uz k=0,1,2,...,n. Takve toCke se zovu ¢vorovi. Ako su krajnje tocke uracunate, ima
(n+1) ¢vorova sveukupno, jednoliko, ekvidistantno postavljenih i udaljenih za L/n.

Dvostruka udaljenost izmedu dva ¢vora se zove valna duljina:

2L
A==

n
mjerena u cm . Jedan cijeli ciklus sinusnog vala zahtijeva duljinu vrpce A . Usporedujuéi
formule za valnu duljinu i frekvenciju dobivamo vaznu jednadZbu:



vA=c.
U uvjetima ovih vrijednosti, alternativni oblik za sinusni faktor je
. (27
sim| ——
A
1 alternativni oblik za kosinusni faktor je

cos(@t +6,), cosQavt +8,) i cos(sz+ 5)



4. VIBRIRAJUCA NIT UZ ZADANE POCETNE UVJETE

Opcenito, kad se rastegnuta nit zatitra, njezino kretanje nije jednostavno, ono
stojeceg vala, ve¢ sloZenijeg kretanja koje se mora opisati kao superpozicija stojeceg vala.
Zbog toga se moramo vratiti na op¢enito rjeSenje valne jednadzbe i odrediti odredeno
rjeSenje koje rezultira iz danog niza pocetnih uvjeta.

Uzet ¢emo pocetne uvjete

u=(x0)=f(x)i (a—u)(x,O) =0.
ot

U vremenu nula nit je pustena iz nultog pogetnog polozaja f (x), brzinom nula.

Primjenjujuéi drugi grani¢ni uvjet dobije se:

% (x,0)= —a)ZA sin T sind, =0,

n=l

koje moZe biti zadovoljeno za sve x, ako svaki d, = 0. Iz toga slijedi:

> . N

u(x,t)=> A, sin—-cosar.
N=1 L

U skladu sa prvim grani¢nim uvjetom:

u(x,t)=f(x)=3 A sin%. )

Problem ostaje naci odgovarajuc¢e numericke vrijednosti koeficijenata A . Da bi
. u. - " . [ m7x . e
vrednovao koeficijente, pomnoZi jednadzbu (3) sa SIH(T) (m je pozitivan integrant),

a integriramo od 0 do L

jf(x)sm—dx ZA jsm—dx
n=l
Svaki integral na desnoj strani je parna funkcija, Zbog toga je jednak polovini istog
integrala na po intervalu od — L do L. Za vrednovanje istog intervala, zamijenimo:
nx
6=""
L

ipojednostavimo sumu preko Kronecker delte:

jf(x) s1n—dx = Z_ZA jsm(me) cos(n@)dx _Z_ZA 7o, lz'Am

n—l n=l1

ili
2% . N
== —dx. 6
L‘([f(x)sm i X (6)



Tako moZemo vrednovati svaki koeficijent kao odredeni integral. Amplituda dane
frekvencije u cijelom gibanju niti ovisi o0 produljenju prema kojem pocetni pomak «li¢i» na
stojeci val te frekvencije.



5.D'ALAMBERTOVO RJESENJE VALNE JEDNADZBE

0’u _ o’u 0
ot’ ox’

T
P

se moze lako rijesiti ako se transformira na pogodan nacin, naime, uvode¢i nove neovisne
varijable:

Valna jednadzba:

()

v=x+ct, Z=x—ct. 3)
u tada postaje funkcija v 1 Z, i derivacije u valnoj jednadzbi (1) mogu biti izrazene preko
derivacije vezane uz v 1 Z. Oznacimo li parcijalne derivacije sa subscriptima, vidimo iz (3)
da je

1 zbog toga je:
u.=uy. + uz =u, + u,.
Dalje slijedi:
u, =, +u) =@, +u)v +@ +u).z,.
Postoje v. =11 z_=1, ovo postaje
u, =u, +2u_+u_.
Druga derivacija u valnoj jednadzbi (1) se transformira po istoj proceduri i rezultat je:
u,=c*(u, —2u,_ +u_).
Kada uvrstimo ova dva rezultata u valnu jednadZbu (1) dobijemo:

d’u
u, == =0, @)
© dvoz
Mozemo integrirati ovu jednadZbu po z, te dobijemo
du
= = h(V) >
dv

gdje je h(v) proizvoljna funkcija od v. Integriramo li po v, dobijemo:

u=[h(v)dv+y(z)
gdje je W(z) proizvoljna funkcija od z. Posto je integral funkcija od v, recimo @(v),
rjeSenje U je oblika
u=¢W)+y(z).
Zbog (3) mozemo pisati
u(x,t)=@(x+ct)+y(x—ct). (5)
Ovaj izraz je poznat kao d'Alambertovo rjeSenje valne jednadzbe (1).



Funkcije @ i ¥ mogu biti odredene iz poCetnih uvjeta. [lustrirajmo ovo u slu¢aju

pocetne brzine nula i zadanog pocetnog otklona

u(x,0)=f(x).

Diferencirajuci (5) dobijemo

%=c¢'(x+ct)—cy/(x—ct), (6)
gdje su @ i Y prve derivacije po (x +ct) i (x —ct). Iz (5), (6) i pocetnih uvjeta
imamo:
u(x,0)=@(x) +y(x) = f(x)
u(x,0)=c@ (x)+cy (x)=0.
1z posliednje jednadzbe slijedi ¥ = @ . Odavde slijedi da je
y=9+k,
11z ovoga 1 prve jednadzbe,
20+k=f
"
p=(f-k)/2.
Uz ove funkcije, @ i Y, rjeSenje (5) postaje

u(x,t)=%[f(x+ct)+f(x—ct)]. 7)

Zbog grani¢nih uvjeta (3) u tom podrudju funkcija f mora biti neparna i imati period 2/ .

Nas rezultat pokazuje da dva pocetna uvjeta i granicni uvjeti odreduju jedinstveno
rjeSenje.
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