Poglavlje 1

Skupovi 1 brojevi

1.1 Skupovi

Skup je osnovni pojam koji oznaava kolekciju (zbir, mnostvo, skup) nekih ele-
menata. Zadati skup znadi to¢no odrediti koji mu elemnti pripadaju. Ako neki
element x pripada skupu A (tj. ako je sadrZzan u njemu), piSemo x € A i kaZzemo
x je element od A.

Definicija 1.1.1 Ako je svaki element skupa A takoder element skupa B, onda
kazemo da je A poskup od B i pisemo A C B.

Ako je AC B i BC A, kaZemo da su skupovi A i B jednaki i piSemo A = B.
Skup koji ne sadrzi nitijedan element nazivamo prazan skup i oznacavamo ga
sa ().

1. Navedite elemente slijede¢ih skupova:
a) {1,2,3},
b) {{1,3},2}
) {{1,2,3}}
Koji od ta tri skupa ima najvise elemenata?

2. Ako su A, B i C skupovi i ako je A C Bi B C C, onda je A C C.
Dokazite!

3. Je li relacija 2 € A ispravna u slijede¢im sluc¢ajevima:
a) {2,3,5},
b) {{2},3}
) {{1,2,3},2}

Definicija 1.1.2 Pod presjekom dva skupa A i B podrazumijevamo skup AN B
koji sadrzi elemente koji se nalaze u oba pocetna skupa, tj.

ANB={z|z€A i z¢€ B}.



Unija dva skupa A i B je najmangi skup AU B koji sadrZi sve elemente iz A i
sve elemente iz B. Drugim rijecima,

AUB={xz|z€ A ili z€ B}

1. Neka su X, T, T’ skupovi. Pokazite da:
SN(TUT)=(SNT)u(SNT
i da, ako su T1, ..., T, skupovi, vrijedi opéenito:

SN(MULU...UT,)=(SNT)U..U(SNT,).
2. Zamijenite Ni U u gornjem zadatku i dokazite dobivene tvrdnje.

Definicija 1.1.3 Neka su zadana dva skupa A i B. Skup koji dobijemo
tako da iz skupa A odstranimo sve elemente koji se nalaze i u skupu B,
zove se razlika skupova A i B i oznacava sa A\B. Dakle,

AB={z|2z€A i x¢B}.
3. Neka je zadan pravac S i neka su tg, t; tocke tog pravca. Od Cega se
sastoji S\ {to, t1}7
4. Uvjerite se da je A\AN B = A\B.

5. Neka A€ oznacava komplement skupa, tj. A° = Q\A = {z |z ¢ A}.
Dokazite da:
(AN B)° = A°UB°

(AUB)° = A°n B-.
6. Neka X x Y oznacava Kartezijev produkt skupova, tj.
XxY={(z,y) |lzeXiyeY}.

Dokazite da:
(XUY)xZ=(Xx2Z2)U(Y x Z)
(XNY)xZ=(XxZ)N(Y x Z)

7. Dovedite u vezu Kartezijev produkt {a,b,c,d,e, f,g} x{1,2,3,4,5,6,7,8}
i oznake za polja Sahovske ploce.

8. Zadani su intervali I1 i Is. Odredite [y NIz i I1 U I5. Da li je u svakom
od ovih slucajeva I; U I interval:

a) I = (—4,%), I>=(0,5]
b) Iy = (—o0,1], I»=[0,%]
¢) [ =[2,7), In=(9,400)
d) I =[-1,2], I,=[2,+0)



9. Zapigite kao intervale skupove R—,R* Rf i R\ R*.

Rjesenje:
R™ = (_OO’0>’
Rt = (0,+00),
Ry = [0,+00),
R\RT = (—00,0).
10. Prikazite u ravnini skupove:
S = Ay |z<y<a®}
S = {l@y | +y’ =1}
S - {(Z’,y)|l’2+y2—0}
2?2
5 = {wy)| T+5 =1
S = {(z,y) |z =y,y € {1,2,3,5}}.

11. Dokazite da je S =T gdje je
S = {zcR|3z>+52+2=0}

2
i T = {-1,—-=}
i 1,3
12. Prikazati koordinatnoj ravnini tocke (x,y) za koje vrijedi:

(@) zy@@®—-y*)>0 (b)) (2 -1)(2® —y?) <0,
13. Nacrtati skup

(z,y) [y<zp N 1(z,9) y>*1(w*3)-
2

1.1.1 Iracionalni i algebarski brojevi

Definicija 1.1.4 Iracionalni brojevi su oni brojevi koje ne moZemo prikazati
u obliku razlomka s cjelobrojnim brojnikom ¢ nazivnikom, dakle brojevi koji ne
pripadaju skupu Q = {% |mezZ, ne N}.

Algebarski brojevi su nule polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima tj. to su
oni brojevi zg za koje postogi polinom f(x) = ana™ + an_13" 1+ +a17 +agp
takav da a, #0, aj € Z za svakoj i

fzg) = anay + an_lfcg_l 44t aizg +ag = 0.

1. Dokazite da je v/3 iracionalan broj. Pokazite da tvrdnja vrijedi opcenito
za /p gdje je p prost.

2. Dokazite da je za broj x¢ dovoljno naé¢i polinom s racionalnim koeficijen-
tima koji x¢ ponistava da bi xg bio algebarski.



3. Dokazite da su brojevi

VT V5 +1 V2 -2 V3-1
V13 -3 V3 V5 V2

algebarski.

Rjesenje: Dokazat ¢emo tvrdnju za treci broj, 3‘/_3—\/? Stavimo 9/3/%2 =z

i ra¢unamo:

V2-2 = sz
V2V = 2 \®
2 — 3V22 /5 + 3V2V524% — ba® =
2 — 3V2V52(V2 — Vbz) — 52°

Sada uo¢imo da je (vidi drugu jednakost) v/2 — ¢/52 = 2 i uvrstimo to u
nas izraz pa dobivamo:

2—6V2V5x — 52> = 8
6vV2Vhr = —6-52° \?
63-2-52° — (523 +6) = 0

Sto je trazeni polinom.

1.1.2 Matematicka indukcija

Princip matematicke indukcije: Pretpostavimo da je za svaki pozitivni cijeli
broj dana tvrdnja T'(n), i da moZemo dokazati sljedece:

(1) Pretpostavka T'(1) je istinita, tj. tvrdnja vrijedi za n = 1.

(2) Ako T'(n) vrijedi za neki prirodni broj n, onda vrijedi i T'(n + 1) (tj. ako
tvrdnja vrijedi za n, onda vrijedi i za n + 1).

Zaklju¢ak: T'(n) vrijedi za sve pozitvne cijele brojeve n, tj. T'(n) je istinito za
svaki n. Napomena: Jedan ne mora nuzno biti prvi broj za koji provjeravamo
pretpostavku, tj. baza indukcije. Obi¢no je u zadatku navedano od kuda treba
krenuti tj, koji je prvi broj od kojeg tvrdnja vrijedi. To moze biti ¢ak i nula.

1. Dokazite sljedece tvrdnje za sve prirodne brojeve:

1+3+5+...+(2n—1) =n?

n(n+1)(2n +1)
6

124224324+, . +n?=

13+23+33+...+n3:( 5



. Dokazite da za sve brojeve x # 1 vrijedi:

we 1—a?"
(1+2)(1+22)(1+aY) ... (1422 ):1’”730
. Dokazite indukcijom da je (za a # 1)
-1
1+a+a2+---+a"*1:a—
a—1

iiz te tvrdnje izvedite formulu:

a™ —b"
a—>b

an—l+an—2b+an—362+'_'+abn—2+bn—l _

za a # b.

. Neka (2) oznacava binomni koeficijent

(k) = mmn

gdje sun,k € NUOin! produkt n(n —1)(n —2)...2-1
(0! je po definiciji 1). Koristeéi definiciju, dokazite sljedece tvrdnje:

o (00 o (L) e

. Dokazite indukcijom da
(x+y)" = z": (n) akyn=k,
k=0 &

. Dokazite indukcijom da je broj 132" + 6 (gdje je n € NUO0) djeljiv sa 7.
Rjesenge:
baza indukcije: n =0 = 132" + 6 = 7 a to je djeljivo sa 7.

korak: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n, tj. da 13?" +6 = TN gdje
je N prirodan broj ili nula. Tada je

132712 46 =169-13*" 46 = 169(7TN — 6) + 6 = 7(169N — 24 - 6)
a to je po pretpostavci indukcije djeljivo sa 7.
. Dokazati da je 32"*t2 — 8n — 9 djeljivo sa 64 ako je n prirodan broj.
Rjesenge:

korak: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n, tj. da 32"T2—-8n—9 = 64N
gdje je N prirodan broj. Tada za n + 1 imamo

32+ _8n—17 = 9-37"F2_8n—17 = 9(3*" 2 —8n—9)+64(n+1) = 7(169N —24-6)

a to je po pretpostavci indukcije djeljivo sa 64.



8. Dokazite da je broj 11-3™ + 3 - 7" — 6 djeljiv sa 8 ako je n prirodni broj.

9. Dokazite nejednakosti:

2" > n, neNUO

on > n? n € {5,6,7,...}
2" > n3, n € {10,11,12,...}
3" > i n € {8,9,10,...}.

Rjesenje:
baza indukcije 2° =1 > 0
korak: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n, tj. da 2™ > n. Sada imamo
2" > 1
i 2" > n
§to zbrajanjem daje 2 - 2™ > n + 1 kao $to smo i htjeli.
Posljednja tvrdnja:

baza indukcije 3% = 6561 > 4096 = 84

korak: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n, tj. da 3" > n*. Pret-
postavimo da je istinita i nejednakost

(n+1)4‘

3>

. (1.1)

Onda mnoZenjem te dvije nejednakosti odmah izlazi tvrdnja induk-
cije. Preostaje dokazati nejednakost (1). Koristimo jednakost

1)4 1\* 4 6 4 1
M( > =l4+-—+—5+—=+—
n n n

1+ — .
n +n n
Kako je
4 6 4
—+—2+—3<1 Za 77,:6,7,...
n o on n
slijedi
14
@<3 za n==6,7,...
n

pa nejednakost (1) vrijedi za n > 6.

1.1.3 Apsolutna vrijednost realnog broja

Definicija 1.1.5 Apsolutna vrijednost realnog broja = definira se kao:
|z| = V2.
2

Dakle, |z| je jedinstveni pozitivni broj a takav da a®> = z2. Vidimo da je
|z| = | — 2| i takoder:

| = xz akojex >0
|l - z akojex <0

Apsolutna vrijednost ima sljedeca svojstva:



AV 1 Zasvexz € Rje x| > 01 |z| > 0 ako z # 0.
AV 2 |zy| = |z| |y| za sve z,y € R.

AV 3 |z +y| <|z|+ |y| zasve z,y € R
(pri tome |z 4 y| = |z| + |y| ako i samo ako su x i y istog predzanaka).

Prva tvrdnja je ocita. Za AV 2 imamo:
lzyl = V/(zy)? = Va2 yy? = |z] |y.
AV 3 slijedi iz
z+yf =(@+y)? = 2®+ay+ay+y’
|z |? + 2[ay| + [y[*
e + 2|z Jy| + |y|?
(|| +[y])?

Jednakost u izrazu dobivamo ako i samo ako

A

2?42y +y* = |z|? + 22yl + |y
oy = |vyl
Szy > 0

a to znaci da su x i y istog predznaka.

1. Dokazite sljedece nejednakosti za z,y € R:

lz+yl = |z —ly|
lz—yl = |z] -yl
lz—yl > |y — |z
lz| < |z +yl+y|
2. Ako su z,y > 0, pokazite da vrijedi:
Vay < x—;—y

3. Neka su b, € brojevi i e > 0. Pokazite da broj z zadovoljava uvjet |z—b| < €
ako i samo ako
b—e<zxz<b+e.

4. Uz oznake kao u prethodnoj vjezbi pokazite da postoje to¢no dva broja x
koja zadovoljavaju uvjet |z — b| = e i graficki interpretirajte vjezbe 3 i 4.

5. Odredite sve intervale brojeva koji zadovoljavaju sljedec¢e jednakosti i ne-
jednakosti:

(a) x4z —2]=1+|z, (b) |z — 3|+ |z — 1] <4.

6. Ako je a > 0, u koordinatnoj ravnini odredite sve tocke (z,y) koje zado-
voljavaju uvjet
2 +a| — ly — al| < a.



7. Grafickim putem rjesiti nejednadzbu:

x4+ 1]+ ly—2 <1,

8. Rijesite nejednakosti:

(a) z+ |z <1,

(b) —|z| > 2,

(¢) |22 —z|+2>1,
(d) sinz + |sinz| > 1.

9. Definiramo udaljenost d(z,y) izmedu dva broja z,y kao |z — y|. Pokazite
da tako definirana funkcija udaljenosti ima sljedeca svojstva

D1 d(z,y) = d(y, x),
D2 d(z,y) = 0 ako i samo ako z =y,

D3 d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) za svako z,y,z € R
(i jednakost ako i samo ako z lezi izmedu z 1 y).

10. Dokazite indukcijom da za brojeve x1,xo, ...z, vrijedi:

|1 + zo + ...+ xy| < |z1| + |z2| + - - - | T8

1.1.4 Kompleksni brojevi

Definicija 1.1.6 Kompleksan broj je uredeni par (a,b) realnih brojeva.

Neka su z = (a,b) i y = (¢,d) dva kompleksna broja. Iz definicije uredenih
parova izlazi da je x = y ako i samo ako a = ¢ i b = d. Dalje definiramo:

z+y = (a+eb+d),
zy = (ac—bd,ad+ bc).

Trivijalno slijedi da za realne brojeve a i b imamo:
(a,0) + (b,0) = (a + b,0), (a,0)(b,0) = (ab,0)

Navedene tvrdnje daju da, uz identifikaciju a = (a,0), realne brojeve mozemo
promatrati kao podskup kompleksnih.

Definicija 1.1.7 Uvodimo novu oznaku, imaginarnu jedinicu: i = (0, 1).

Propozicija 1.1.8 Vrijedi: i*> = (—1,0) = —1. Dalje, ako su a,b € R, onda
(a,b) = a+ib.

Dokaz: Trivijalan. O

Definicija 1.1.9 Ako su a i b realni brojevi i z = a + bi, onda kaZemo da je
kompleksni broj Z = a — bi konjugiran broju z. Brojevi a i b se zovu realni,
odnosno imaginarni dio od z.



Ponekad pisemo:
a = Re(z), b=1Im(z).
Vrijedi:

Propozicija 1.1.10 Ako su z i w kompleksni brojevi, onda:

(e) 2Z je realan i pozitivan (osim za z =0 kada je 2Z = 0).
Dokaz: Trivijalno. O

Definicija 1.1.11 Ako je z kompleksni broj, njegova apsolutna vrijednost ili
modul |z| se definira kao drugi korijen od 2Z tj. |z| = V2Z. U kompleksnoj
ravnini, za z = (x,y) = = + 1y, apsolutna vrijednost |z| moZemo predociti kao
udaljenost tocke z od ishodista (vidi sliku,).

Im

Re

Slika 1.1: Prikaz kompleksnog broja u kompleksnoj ravnini

Propozicija 1.1.12 Neka su z i w kompleksni brojevi. Onda
(a) |z| >0 zaz+#01i]|0]=0,
(b) [z = |2,
(c) |zw| = |z] |w],

(d) |Re(2)] < |z,



(e) |z+w| < |z] + [w]
a jednakost vrijedi ako i@ samo ako su z i w na istoj zraci kroz ishodiste.

Dokaz: Dokazat ¢emo jedino tvrdnju (e), ostale su trivijalne. Primjetimo
da vrijedi: 2w = Zw pa je zW + Zw = 2Re(2w). Stoga
lz4+wf? = (z+w)(Z+T)=2Z + 20 + Zw + WD
|2 4+ 2Re(2w) + |w|?
|2[? + 2|2] + Jw]?
|2? + 2|z Jw] + [w]* = (2] + [w])*.

IA

Jednakost gornjem izrazu vrijedi ako i samo ako:
Re(zw) = |2w| & 2zu=a>0
& zlw]* =aw
. «
< w=0iiz=—Fw
|w]
<z 1w su na istoj zraci kroz ishodiste.

O

Neka je a + bi kompleksni broj apsolutne vrijednosti jedan, tj. neka
a®?+b? = 1. Znamo da onda postoji jedinstveni realni broj ,0 < § < 27) takav
da a = cos@ i b = sinf. Dakle, mozemo napisati

z=a-+bi=cosf+isinb.

Neka je sada z = x + iy proizvoljan kompleksni broj razli¢it od nule . Onda
je apsolutna vrijednost broja z\ |z| jednaka jedan. Slijedi da postoji kut 8 takav
da .

— =cosf +isiné,

E
tj.
z = |z|(cos 0 + isin6).

Takav zapis zovemo polarnom formom ili trigonometrijskim oblikom od z, a
(|z],0) zovemo polarnim koordinatama kompleksnog broja (pri tome je 6 argu-
ment, arg(z), a |z| modul).

Ocito (vidi gornju sliku)

x=|z|cosf® i y=]|z|sind

i dva kompleksna broja z; = |z1|(cos 01 +isin6;) i zo = |22|(cos b + isinbs) su
jednaka ako i samo ako

|Zl‘ = ‘ZQ| i 01 = 0y + 2km

gdje k € Z.

10
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Slika 1.2: Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka su sada z; = |z1](cos 0y + isinfy, zo = |22|(cos Oz + isinbs),..., z, =
|25 |(cos @, + isin6,,) kompleksni brojevi. Matemati¢kom indukcijom lako se
dokazuje da vrijedi formula:

2129 . 2n = |21]|22] - - - |2n|(cos(01 + O3 + ...+ 0,) +isin(0; + 02+ ...+ 6,)),
iz Cega odmah slijedi:
arg(zize ...zn) = arg(z1) + arg(z2) + ... + arg(z,) + 2km, gdje keZ.

Prethodna formula pokazuje nam takoder kako se potenciraju kompleksni bro-
jevi; ako uvrstimo z; = 25 = ... = 2, = 2, dobivamo:

2" = |z|"(cosnb + isinnb).

(Za |z| =1 to je poznata Moivreova formula).
Neka je zadan kompleksni broj z = |z|(cosf + isinf). Kompleksni broj

w = |w|(cosy + isine) za koji vrijedi w™ = z zove se n-ti korijen broja z. U
tom slucaju piSemo:
w= {z.
Ta jednakost poprima sljedeéi oblik
|w|™(cosny + isinny) = |z|(cos @ + isin @)

iz Cega izjednacavanjem modula i agrumenta (jednakost kompleksnih borjeva u
trigonometrijskom obliku!) slijedi:

. . 0+ 2krw
wl =1zl 1 Y= :

n

1. Ako su zy, 29, ..., 2z, kompleksni brojevi, dokaZite da:

|21+ 20+ ...+ 20| <z1| + 22| + ...+ |20]-

11



. Ako su z i w kompleksni, pokazite da:

2] = w]| < [z = wl.

. Neka je z kompleksan broj takav da |z| = 1. Izra¢unajte |1+ 2|% + |1 — z|>.
. Rijesite jednadzbe:

(@) |z+1+2+i=0,
(b) 22 +iz+1=0,
© |5 =1

() |zl =3[ =1~ =]

Wl
I
=

. Dokazite da

Re(z) >0 i Re(a)>0 = Z_Z <1
a+z
Rjesenje:
la—z2?—ja+z2*> = (a—2)@—2) —(@—2)(a—2)
= —(az+az+az+az)

—(a+a)(z+72)
= —4Re(a) - Re(z).

Odavde slijedi:

a—z
a-+z

la—z>—[a+22<0 = Ja—z’<|@a+z® —

. Skicirajte u kompleksnoj ravnini brojeve koji zadovoljavaju sljedece ne-
jednakosti:
lz—i<1 i |z—1]<1

Rjesenje: Presjek krugova 22 + (y —1)2 <1i (z —1)2+4*> < 1.
. Geometrijski prikazati rjeSenja sljedece jednadzbe:

Re((1+1)z) = 0.

Rjesenje: Pravac y = z.

. Pokazite da je
Im(Z=)
Z9 — X1

jednadzba pravca koji prolazi fiksnim toCkama, 27 i zo te nacrtati skup koji

zadovoljava Im(Z=-) > 0.
Z2—Zz1

. IzraCunajte:

(a)  (1—i)'® (b))  (3-1iV3)".

12



10.

11.

12.

13.

14.

Dokazati da je (1 + 4)%* realan, a (1 + i)**+2 &isto imaginaran broj za k
prirodan broj, k € N.

Rjesenje: Primjetimo da je
1+0)2=2 i (1+i)*=—-4
Odatle odmabh slijede tvrdnje zadatka.
Neka je zy = r1(cosfy + isinfy) i zo = ro(cos by + isin ). Dokazite da

Z—l = E(COS(el — 92) + isin(91 — 02>)
22 T2

Zakljutite da arg(2) = arg(z1) — arg(z2) + 2km, k€ Z.

Neka je w kompleksni broj i neka w # 0. Pokazite da postoje dva razlicita
kompleksna broja takva da je njihov kvadrat w.

Neka je n pozitivan cijeli broj. Pokazite da postoji to¢no n razi¢itih kom-
pleksnih brojeva z takvih da 2™ = 1. NapiSite te brojeve u polarnoj formi
i skicirajte ih u kompleksnoj ravnini.

Ako je 0 realan, pokazite da

cos) = —— i sinf =

Zadaci sa rokova:

© »®» NS

(V3+4)'?-(cos Z—isin %)

. Odredite trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = =D
. Odredite zbroj rjesenja jednadzbe (z + 24)¢ = (1 + )12

. U skupu C rijegite jednadzbu (z — 2i)% = 38.

2—8i 3 [2=8

. U skupu C rijeSite sustav jednadzbi: |{5=7| = £, |5=| = 1.
Rijesite u skupu C jednadzbu |z 41— 2i] = |z| i rjeSenje predocite u
ravnini.
U skupu C rijegite jednadzu (z + 6 — 24)* = 3%.
Odredite zbroj rjesenja jednadzbe: z* + 2+ 2v/3i = 0.
(a) Izracunajte (1 —+/3i)® (b) Rijesite u C jednadzbu z* = (1 — /3i)8.
Odredite 2 € C koji zadovoljavaju sustav arg(z*-i?®) = 7/2, |2| = 1.
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