Poglavlje 1

Sustavi linearnih jednazbi,
matrice 1 determinante

1.1 Sustavi linearnih jednazbi - Gaussova metoda

Svaki sustav od m linearnih jednazbi s n nepoznanica moguce je rijesiti upotre-
bom Gaussove metode (metode eliminacije), koju je najbolje objasniti na
primjeru.

Primjer 1 Rijesite sustav

r4+2y—z4+u = -1
204+05y—z+2u = -2
3r—y—2z+u = 5

T—y+3z—>5u =

Rjesenje: Iz prve jednazbe dobivamo x = —1 — 2y 4+ z — u, §to uvrstimo u
preostale tri jednazbe sustava (3to je isto kao da prvu jednazbu sustava mnoZzimo
redom s —2,—3 i —1 i rezultate mnozenja pribrojimo redom drugoj, trecoj i
Cetvrtoj jednazbi). Dobiva se

T+2y—z4+u = -1
y+z = 0

—Ty+z—2u =

—3y+42—-6u =

Ovaj sustav je ekvivalentan poCetnom, §to znaci da oni imaju isti skup rjesenja.
Medutim, taj je sustav jednostavniji, jer se nepoznanica x pojavljuje samo u
prvoj jednazbi.

Sada iz druge jednadzbe izrazimo y pomocu z i u i uvrstimo ga u preostale
dvije jednadzbe. Dolazimo do sustava

r+2y—z+u = -1
y+z = 0



8z —2u =
T2 —6u =

I ovaj je sustav jednostavniji od svog prethodnika, jer se nepoznanica z po-
javljuje samo u prvoj, a nepoznanica y u prvoj i drugoj jednadzbi.

Iz tre¢e jednadzbe izrazimo z pomocu varijable u i uvrstimo ga u Cetvrtu
jednadzbu, pa dobivamo

r+2y—z4+u = -1
y+z = 0
82 —2u =
17

Ovaj sustav ima tzv. trokutastu formu, a lako ga je rijesiti iduéi odozdo prema
gore: iz posljednje jednazbe dobivamo u = 0, §to uvrsteno u tre¢u jednadzbu
povladi 8z = 8, dakle z = 1. Sada se iz druge jednazbe uvrstanjem z = 1 dobije
y = —1,auvrStanjem y = —1, z = 1 i u = 0 u prvu jednadzbu x = 2. Dakle,
jedinstveno rjesenje sustava dano je uredenom ¢etvorkom (2,—1,1,0).

Pored jedinstvenog rjeSenja, moguce je da sustav nema rjeSenja ili da ih ima
beskona¢no mnogo, kao u slijede¢em zadatku.

Primjer 2 Rijesite sustav:

1+ 229+ 323+ 224 +25 = 3
=21+ T3+ x4 — D5 = —2
1+ 229 —x3+ 624 + 525 = 3

Il
[
©

—x1 — 2x5 + dx3 — 1024 — 925

Rjesenje: Pomnozimo prvu jednadzbu redom s 2,—11i 1 i dodajmo je redom
drugoj, tre¢oj i éetvrtoj jednadzbi. Dobivamo ekvivalentni sustav:

T1 + 2z + 33 + 224 + 25 =
4xs + Tx3 + dxy — 325 =
—4xs +4xy + 4y =

8r3 — 8xy — 8xy =

o O B~ w

Buduéi da su posljednje dvije jednadzbe ekvivalentne (podijelite tre¢u jed-
nadzbu s -4, a Getvrtu s 8), ispustamo posljednju i dolazimo do sustava

Ty +2x5 + 323+ 224 +25 = 3
4xs + Tx3 + dxy — 325 =
—zr3+ax4+2x5 = 0,

kojeg rjeSsavamo po nepoznanicama 1, X2 i T3, pritom smatrajuéi nepoznanice
r4 1 x5 danima. Sustav rjeSavamo odozdo prema gore: 3 = 4 + T5, Sto
uvrtajem u drugu jednadzbu daje

Ty = —3x4—x5+ 1.



Uvrstimo li ovako dobivene izraze za x5 i 3 u prvu jednazdbu, dolazimo do
sljedece ovisnosti varijable x1 o0 x4 i x5:

Ty = x4—2x5+ 1.

Ako zapiSemo x4 = A, x5 = p, gdje su A\ i p proizvoljni realni brojevi, imamo
sljedece rjeSenje (3to je ujedno i rjeSenje pocetnog sustava):

Ty = A—-2u+1
To = =3A—pu+1
T3 = A+p

T4 = A

Tr5 = M

i to za svaki izbor realnih brojeva A i u, Sto zna¢i da sustav ima beskonac¢no
mnogo rjSenja. Simbolicki piSemo rjeSenje sustava kao uredenu petorku (A —
2u+1, =3\ — p+ 1, A+ u, A\, u), uz obaveznu napomenu: A, u € R.

Zadaci sa rokova:
1. Gaussovom metodom rijeSite sustav:

201 —xo + x4 — 225 =

—x1 — X2 +2x3 —2x4 +3T5 =
8x1 — Taxo + 223 + 14 — 45 =
—4xq 4+ 2x9 — 224 + 425 =

T — 2Ty +x3 — 24+ 2T5 =

O N = O

2. Rijesite sustav:

Sr+4z+2t =
T—y+2z+t
dr+y+ 2z
r4+y+z+t =

I
Q [

3. Rijesite sustav:

1 +T2+2T3+2x4 =
T1 + 229 + 323 + 424
2x1 4+ 322 + 423 + 4
3xy +4x0 + 23+ 224 =

Il
— e =

4. RijeSite sustav:

dr—y+z+2u = 14

2z +y — 3u
r—y+2z+u
2x4+y+z2z—4u =



5. Rijesite sustav:

—3x1 + 2x9 — T3 + 324
—2x1 + o — 33 + 224
4x1 — 322 + 203 — 14

4.231 — 2:132 + 9:133 — T4

6. RijeSite sustav:

201 + Txo + 23 — 224 — 3

—3x1 + 2x3 +4x4 + 3

5.%'1+7.CL'2—$3—7£L’4—1
—x1 + 1022 + 423 + 224 + 1

—11

-33.

([l
o o o o

Metoda eliminacije koju smo upotrijebili u prethodnim zadacima primjenjuje
se i u opc¢em slucaju, kada sustav mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

a11T] +a1222 + ...+ a1y, = bl
2121 + 222 + ...+ QapTy = b2
Am1Z1 + Qoo + ...+ QGpTn = by,
Sto oznacava sustav od m linearnih jednazbi s n realnih nepoznanica z1, ..., z,.

Realne brojeve a;;, gdje je i € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}, zovemo koefi-

cijenti sustava, dok realne brojeve by,bs,...

, by, zovemo slobodni ¢élanovi

sustava. Ocito je da sve informacije o sustavu nose upravo ovi brojevi.

U primjenama pojavljuju se sustavi koji imaju i po nekoliko stotina jed-
nazdbi i nepoznanica. Radi prakti¢nijeg zapisivanja ovakvih sustava uvedeno je
tabelarno zapisivanje koeficijenata i slobodnih ¢lanova.

Definicija 1.1.1 Pravokutnu tablicu

aii
a21

am1

a12
a22

Am?2

zovemo matrica sustava, a tablicu

ai1
a21

Am1

prosirena matrica sustava.

a12
a22

am2

A2p

amn

A1n
A2n

amn

Rjesavanje sustava Gaussovom metodom eliminacije svodi se na manipulaciju

matricom sustava.



1.2 Matrice - uvodni pojmovi

Definicija 1.2.1 Neka su m i n prirodni brojevi. Svaku familiju A realnih

brojeva a;; (i € {1,...,m},j € {1,...,n}) zapisujemo u obliku sheme
ail a2 e QA1n
Gz1 G2 ... Q2p
A=
Am1  Am2 oo Amn

i zovemo matrica od m redaka i n stupaca, ili kaZemo da je tipa m X n.
Za element a;j kaZemo da dolazi na mjestu (i,7) u matrici A. Skraceno matricu
zapisujemo (a;j).

Dvuije matrice A = (a;;) ¢ B = (bi;) su jednake ako su istog tipa m X n i
a;j = bij za svaki i € {1,...,m} i svaki j € {1,...,n}.

Brojevi a1, a12,...,a1, ¢ine prvt redak, asy, a2, ...,a, drugi redak, a
Amls Gm2y - - - Amn M-t Tedak matrice A.

Brojevi ai1,a21, - ..,am1 ¢ine prui stupac, ais, s, ..., ans drugt stupac,
@ Q1n,A2n,y - - -, Ay N-ti stupac matrice A.

Za matricu A kaZemo je kvadratna matrica n-tog reda ako je m = n.
Kvadratna matrica A je dijagonalna ako je oblika

ail 0 “oe 0
0 a922 e 0
A= } . .
0 0 ... apn
Elementi ay1,a22,...,an, ¢ine glavnu dijagonalu matrice A.

Kvadratna matrica A je gornja trokutasta matrica ako joj svi elementi
ispod glavne dijagonale iscezavaju, tj. ako je a;; = 0 za i > j. Kvadratna
matrica A je dongja trokutasta ako joj svi elementi iznad glavne dijagonale
isCezavagu, tj. ako je a;; =0 za i < j. Jednom rijecju gornje i donje trokutaste
matrice zovemo trokutaste matrice.

Posebno su vazne kvadratne matrice

10 ... 0 0 0 0

01 ... 0 0 0 0
I: . . . . ) O:

00 ... 1 00 ... 0

Matricu I zovemo jediniéna matrica, a O nul-matrica n-tog reda.

Definicija 1.2.2 Transponirana matrica matrice A = (a;;) tipa m x n je
matrica B = (bj;) tipa nxm za koju jebj; = a;; (i € {1,...,m},j € {l,...,n}).
Transponiranu matricu oznacavamo s A™.

1 2\ .
1>J6A—

-1

o W
[NCRNVCRN T
jen}

Primjer 3 Za matricu A = (



Sada ¢emo definirati zbroj matrica, produkt skalara i matrice, te produkt
matrica.

Zbrajati se mogu samo matrice istog tipa, i to na sljedeé¢i nacin:
Definicija 1.2.3 Zbroj matrica A = (a;;) i B = (bi;) tipa m x n je matrica

C = (¢ij) tipamxn s elementima c;; = a;;+bi;, i € {1,...,m}, j € {1,...,n},
Sto znaci da se zbrajaju elementi na istim pozicijama.

Primjer 4

1 3 2 + 2 -1 5\ _
-1 0 1 -3 -1 0 /)
B 1+2 3+(-1) 245\ _( 3 2 7
T\ -1+4(-3) 04+(-1) 1+0 /) \ -4 -1 1 )"
Definiramo mnoZenje matrice skalarom:

Definicija 1.2.4 Produkt broja A s matricom A = (a;;) tipa m x n je ma-
trica AA = (Aayj).

Primjer 5

2 -1 3
(=3) ( 0 1 -1 ) B
(=32 (-3) (1) (=33 Y_ (-6 3 -9
T\ (=30 (-3)-1 (=3)-(-1) ) 0 -3 3 ’
Za zbrajanje matrica i mnozenje matrica skalarom vrijede svojstva koja vri-

jede i za realne brojeve, dakle asocijativnost, komutativnost, te distributivnost
mnoZenja (skalarom) prema zbrajanju.

Razliku matrica A — B treba shvatiti kao skraceni zapis za A + (—1) - B.

Preostaje jo§ definirati mnozenje matrica. Produkt AB matrica A i B
definira se samo ako matrica A ima toliko stupaca koliko matrica B ima redaka.
Broj redaka matrice AB isti je kao i matrice A, a broj stupaca jednak je broju
stupaca matrica B.

Definicija 1.2.5 Neka je matrica A tipa m x n i B tipa n X p. Produkt
matrica A i B je matrica C tipa m X p, ¢iji su elementi dani s

Cz‘jzzaikbkj, ’iE{l,...,m},jE{l,...,p}.
k=1

Primjer 6

1 5
A:(3 1 2), B=| -1 2
1 1

ap—( 31+l (-D+2-1 3.541-2+42-1 \ (4 19
"\ o014+ (=) (-1)+1-1 0-54(-1)-24+1-1 )~ \ 2 -1 )



Iz definicije i primjera se vidi da mnoZenje matrica opecéenito nije komuta-
tivno, na $to treba posebno obratiti paznju u zadacima. Dapace, Cest je slucaj
da postoji umnozak dviju matrica AB, ali uopce nije definiran umnozak BA,
pa usporedivanje matrica AB i BA nema smisla.

Medutim, mnoZenje matrica jest asocijativno, tj. za svake tri matrice A, B
i C takve da su svi produkti AB, (AB)C, BC i A(BC) definirani, vrijedi

(AB)C = A(BC).

Vaznu ulogu u mnoZenju matrica imaju jedini¢na i nul-matrica. Pod uvjetom
da je za proizvoljnu zadanu matricu A mnoZzenje jedini¢nom matricom I (nekog
reda) i nul-matricom O (nekog reda) dobro definirano, vrijedi A-1 = I-A = A (tj.
jedini¢na matrica djeluje kao neutralni element za operaciju mnozenja matrica)

iA-O=0-A=0.

Formalno mozemo uvesti potenciranje matrice prirodnim brojevima: pro-
dukt A - A skra¢eno piSemo kao A%, A-A- A = A3 itd.

MnoZenje matrica je distributivno prema zbrajanju slijeva i zdesna (uz uvjet
da su svi produkti dobro definirani):

C(A+B)=CA+ (B,
(A+B)D = AD + BD.
Vrijede i slijedec¢a svojstva za mnozenje skalarom A:

AAB) = (A\)D = A(\D).

1. Izraunajte A + 2B za sljedeée matrice (ako postoji):

oa(2 30 m=(5 40

2 0
m A= -1 1|, B:<_32 ° é)
0 3

2. Za matrice A i B izratunajte AB i B

N

(ako postoje):

010
@)A:(S_ll?), B=[1 01
010

1
2
M A=| |, B=(3415)
1
2 -1 2 1
c)A=|4 5 6|, B=[ 1
0 1 7 -1



1 2 -1 3 1 -1 -4 2 3
-2 -3 2 -6 -2 2 0 0 0
(d) A= 1 2 0 3 1 -2 |’ B= 1 0 0
3 6 -3 10 2 -3 0 10
2 1 -1
3. Neka je A = 3 0 1 |.Izractunajte A3 i (A7)2.
-1 4 7

1.3 Inverzna matrica

Pojam inverzne matrice uvodimo samo za kvadratne matrice.

Definicija 1.3.1 Za kvdratnu matricu A n-tog reda kaZemo da je regularna
(invertibilna) ako postoji matrica B reda n tako da vrijedi

AB=BA=1,

gdje je I jedini¢na matrica reda n. KaZemo da je matrica singularna ako ona
nije reqularna.

Moze se pokazati da je matrica B iz definicije inverzne matrice jedinstvena.
Stoga za nju uvodimo posebnu oznaku: ako matrica A ima inverz, oznacavat
¢emo ga s A~. Po definiciji dakle vrijedi:

A-AP=A"1A=1

Za svake dvije invertibilne matrice A i B reda n, te jedini¢nu matricu [ istog
reda vrijede sljedec¢a svojstva:

(1) (A7) =4
(2) (A-B)"' = B~1. 4!
3) It =1,

Sto neéemo dokazivati. Iz ovih svojstava vidimo kako se potenciranje matrice
prirodnim brojem moZe prosiriti do potenciranja proizvoljnim cijelim brojem.
Naime, svojstvo (2) povladi A72 = (42)7!1 = (A-A)~! = A~1. A1 Dalje,
indukcijom se moZe dokazati da opéenito vrijedi A= = A=1-A71.. ... A7l (n
puta).

Pitanje postojanja inverzne matrice ¢esto se javlja prilikom rjeSavanja sus-
tava linearnih jednazbi. Sustav od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica
T1,...,T, MOZemo zapisati u matri¢noj formi ovako:

A-X =B,

gdje je A matrica sustava, a X i B definirani su ovako:

Iy bl

T2 b2
X = . , B= .

Tn bn



Ako je matrica A regularna, onda mnoZenjem jednadzbe A - X = B slijeva s
matricom A~! dobivamo jednadzbu

X=A4"1'.B,

Sto daje jedinstveno rjeSenje sustava. Dakle, ako znamo inverznu matricu 47!,
rjeSenje sustava od n jednadzbi s n nepoznanica mozemo odmah napisati kao
X = A~!. B, §to ima smisla samo ako je matrica sustava invertibilna. Sustave u
kojima to jest slucaj rjeSavamo po tzv. Cramerovom pravilu, i takvi sustavi
imaju jedinstveno rjeSenje.

Postavlja se pitanje: kako odrediti inverznu matricu zadane kvadratne ma-
trice? Odgovor daju dvije metode - metoda elementarnih transformacija ma-
trica, te metodu adjunkte (koju ¢emo upoznati nakon $to uvedemo pojam de-
terminante).

1.4 Elementarne matri¢ne transformacije

Definicija 1.4.1 Pod elementarnim transformacijama matrice podrazu-
mijevamo sljedece operacije:

(1) zamgena dvaju stupaca

(2) zamjena dvaju redaka

(3) mnoZenje jednog stupca realnim brojem razli¢itim od nule

(4) mnoZenje jednog retka realnim brojem razlicitim od nule

(5) dodavanje jednog stupca pomnoZenog realnim brojem drugom stupcu

(6) dodavanje jednog retka pomnoZenog realnim brojem drugom retku

Za potrebe pronalazenja inverza kvadratne matrice A reda n metodom elemen-
tarnih transformacija promatrat cemo matricu (A|I), gdje je I jedini¢na matrica
takoder reda n.

Sustina metode elementarnih transformacija sadrzana je u sljedec¢oj tvrdnji:
Ako se za kvadratnu matricu A matrica (A|l) elementarnim transformacijama
moZe svesti na oblik (I|B), onda je A regularna i vrijedi A~! = B. Ako to nije
moguce, A je singularna matrica.

Primjer 7 Za matricu A = ( ? 3 ) izrac¢unajte A~L.

Rjesenge:
(23] 10) ,(12]0

(A|I)_(12|01)N(23|1
of1 2 0 1\ 5(1 0 |
0 —1 | 1 =2 0 —1 |

10| 2 -3 _
~4 _ A1
( 01 | -1 2 ) (7] ),

gdje su redom primjenjene sljedece transformacije:



1) zamjena prvog i drugog retka

(
(2) prviredak pomnoZen s —2 i dodan drugom retku
(3
(4

drugi redak pomnozen s 2 i dodan prvom retku

—_ = ~—  ~—

prvi redak pomnozen s —1.

Odavdje jednostavno proc¢itamo desni dio matrice (I|A~!) - to je inverzna ma-

trica:
-1 2 -3
ey )

1. Koristeé¢i transformacije matrica odredite inverz sljede¢ih matrica:

1 -1 2
@ A= 1 2 -1
4 4 1
11 1
) B=[ 1 0 1
1 2 -1
0 -1 0 0
0 0 -1 0
©@C=1 9 0o o -1
1 0 0 0
0100
200 0
DD=19 00 3
00 4 0

1.5 Determinanta

Definicija 1.5.1 Determinanta je realna funkcija koja kvadratnoj matrici
pridruzuje realan broj (kojeg zovemo determinanta matrice), a osnovna svo-
jstva kojeg zadovoljava jesu:

det(AB) = detA-detB =detB-det A= det(BA)
det/ = 1.
Determinantu matrice A = (a;;) oznacavamo s |a;;|, npr. za matricu
2 3 o esto det 2 3 Krag 2 3
| o ) piSemo umjesto det { |, ) skraceno | |

Funkciju A — det A definiramo induktivno:

(1) Za kvadratnu matricu prvog reda (degenerirani slu¢aj, jer se matrica
sastoji od samo jednog elementa) definiramo: det(a) := |a]

(2) Za kvadratnu matricu drugog reda:

ayp a2

b1 bz = a1b2 — agbl

10



(3) Za kvadratnu matricu treéeg reda:

a; az ag
bl b2 bg = a
i C2 C3

by b3
C2 C3

by b3

— as
C1

by by
C1 C2

(n) Za kvadratnu matricu n-tog reda A = (a;;) definiramo
det A:=aqaq;det A;1 —ajadet A1 + ...+ (—1)"‘1a1n det A1n,

gdje je A1 (k € {1,...,n}) kvadratna matrica (n-1)-og reda koja se od
matrice A dobije ispustanjem prvog retka i k-tog stupca.

Napomena: U definiciji determinante za op¢u matricu n-tog reda mogli smo fik-
sirati bilo koji redak ili stupac, nije bilo potrebno uzeti bas prvi redak. Kazemo
da smo determinantu matrice A razvili po prvom retku.

Primjer 8 Razvojem po drugom retku izra¢unajte

2 3 1
-1 4 -5
1 -2 3

Rjesenje: Svakom elementu gornje matrice pridruzen je multiplikativni faktor
1ili —1, ovisno o tome na kojem se mjestu u matrici element nalazi. Npr. broj
4 se nalazi na presjeku drugog retka i drugog stupca, pa je njemu pridruzen
faktor (—1)**2, dakle broj 1 (opcenito, elementu a;; pridruzen je broj (—1)"*7).
Razvoj po drugom retku sada izgleda ovako:

2 3 1
-1 4 -5 :(—1)2“-(—1)-‘ _32 é‘+(—1)2+2-4"? ;‘+
1 -2 3
2+3 2 3 _ _
+(=1)""° - (-5) 1 —9 =1-(94+2)+4-(6—-1)+5(—4-3) = —4.

Napomena: Uvjerite se na gornjem primjeru da vrijednost determinante zadane
kvadratne matrice ne ovisi o tome po kojem se stupcu ili retku determi-
nanta razvija. Ova €injenica znatno olakSava rac¢unanje determinante, jer nam
omogucuje da izaberemo stupac ili redak po kojem razvijamo determinantu. U
pravilu biramo onaj redak ili stupac koji sadrzi najvise nula.

Takoder, prilikom ra¢unanja determinante mogu se koristiti sljede¢a svojstva
(koja ne dokazujemo):

(1) Ako svi elementi nekog stupca ili nekog retka matrice A is¢ezavaju, onda
je det A = 0.

(2) Ako dva stupca ili dva retka determinante zamijene mjesta, ona mijenja
predznak.

(3) Ako matrica ima dva stupca ili dva retka jednaka, onda je det A = 0.

11



(4)

3.

4.

Ako stupac ili redak matrice A pomnoZimo sa nekim realnim brojem £,
onda je determinanta nove matrice B jednaka k puta determinanta stare
matrice, tj. det B = k det A.

Ako je A singularna matrica, onda je det A = 0.

Za svake dvije kvadratne matrice A i B vrijedi

det(A - B) = det A - det B.

Ako je A = (a;;) trokutasta matrica, onda je det A = 0.
Matrica i njoj transponirana matrica imaju jednake determinante, tj. vri-
jedi

det A =det A".

1 1 2

. Izracunajte determinantu matrice | 3 -1 -1

2 5 3

Napomena: Svojstvo (4) kaze da singularna matrica ima determinantu
nula, Sto znaci da su sve matrice koje imaju determinantu razli¢itu od
nule nuzno regularne (invertibilne matrice). Medutim, moze se pokazati i
obrat: svaka regularna matrica ima ne-nul determinantu. Dakle, regularne
matrice su one i samo one kvadratne matrice koje imaju determinantu
razli¢itu od nule. Ovo nam daje dobar nac¢in provjere postojanja inverza
zadane kvadratne matrice.

. Izra¢unajte determinante matrica iz Zadatka 8 i provjerite da se zaista

radi o invertibilnim matricama.

Izracunajte determinante sljede¢ih matrica:

0 (27)

(b) ( cos a sina)

—sina  cosa

cosa + 1sina 1
(©) |

cosa —1sina
1 log, =
@) ( log,y 1 ) '

Izracunajte determinantu matrice

W N =
=N =
[ N

(a) razvijanjem po drugom retku
(b) razvijanjem po treéem stupcu

(c) koristedi svojstva determinante.
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5. Izracunajte determinantu matrice
zz 0 0 O
y1. 2 0 0
Y2 ys x3 O
Y4 Ys Ys T4

6. Rijesite jednadzbu:

r—3 z+2 z-1
r+2 -4 T =0.
r—1 z+4 -5

1.6 Primjene determinante

Metoda adjunkte

Sada ¢emo vidjeti kako se pojam determinante moze iskoristiti za izra¢una-
vanje inverza kvadratne matrice.

Definicija 1.6.1 Adjunkta A* kvadratne matrice A je matrica koja na (i,7)-
om mjestu ima broj (—1)7T¢-det A;; (zovemo ga kofaktor ili algebarski kom-
plement elementa a;;), gdje je Aj; matrica dobivena iz matrice A izbacivanjem
j-og retka i i-og stupca.

1 1 2
Primjer 9 Za matricu A= | 3 —1 -1 | izracunajte adjunktu.
2 5 3

*

Rjesenje: Ratunamo A* = (aj;) po elementima:
-1 -1

aTl = (_1)1+1 : 5 3

‘:(—1)~3—(—1)-5:2

= (0] 1 = naes-2s) =7

. 1 1

azg = (17| o ) ‘:1~(—1)—1-3:—4,
2 7 1

§to daje A*=|[ —-11 -1 7
17 -3 —4

Preko adjunkte moZzemo izracunati i inverznu matricu zadane kvadratne ma-

trice A. Naime, vrijedi
-1 1 A*.

T det A

Primjer 10 Izracunajte inverz matrice iz prethodnog primjera.

13



Rjesenje: Veé smo izracunali ajdunktu A* matrice A, pa preostaje izracu-
nati samo determinantu:

1 1 2
-1 -1 3 -1 3 -1
e I R R M
pa je
L 2 701
A—1:2— 11 -1 7
S\ 17 -3 —4

1. Koristeéi identitet A - A~! = A~!. A = I provijerite da je matrica A~!
doista inverzna matrica matrice A.

2. Metodom adjunkte odredite inverze matrica iz Zadatka 8.

Cramerovo pravilo

Determinanta se koristi i pri rjeSavanju sustava od n jednadzbi s n nepoz-
nanica kod kojeg je matrica sustava invertibilna. Kao $to smo veé¢ napomenuli,
simboli¢ki te sustave zapisujemo u obliku A - X = B, gdje je A matrica sustava,

X stupcana matrica s nepoznanicama sustava x1, s, ..., Z,, a B stupana ma-
trica sa slobodnim koeficijentima by, bo, ..., b,.
Oznacimo stupce matrice A sada redom slovima aj, ag, ..., an, a stupac

matrice B s b.

Cramerovo pravilo kaze: Ako je matrica A sustava A - X = B invertibilna,
onda je rjeSenje sustava jedinstveno i dano sa

D, D, D,

T = —, To=—, ... Tp = —

1 D ) 2 D ’ n D ’
gdje je D = det[ay,ag,...,an] = det A, D; = det[b,as,...,an], ..., D, =
det[ay,a9,...,b], tj. determinante Di,D>,..., D, su determinante matrica

koje su dobivene tako da se u matricu A ubacuje stupac b umjesto stupca
aj,as,...,an, redom.

Primjer 11 Pomoc¢u Cramerovog pravila rijeSite sustav iz Primjera 1.
Rjesenje: Sustav najprije zapisujemo matri¢no:

1 2 -1 1 x -1
2 5 -1 2 y | | -2
3 -1 -2 1 z | 5
1 -1 3 =5 U 6
Treba izracunati determinantu D = det A (A je matrica sustava) - dobije se
D = —34 (ostavljamo za vjezbu). Dalje, ra¢unamo determinantu matrice
-1 2 -1 1
-2 5 -1 2
5 -1 -2 1 ’

6 -1 3 =5

14



koja se dobije tako da se prvi stupac matrice A zamijeni stupcem matrice B (B
je matrica slobodnih koeficijenata). Dobije se D; = —68. Analogno postupamo
za ostala tri stupca matrice A - determinante matrica koje tako dobivamo re-
dom iznose Dy = 34, D3 = —34, D4 = 0, §to prema Cramerovom pravilu daje
kona¢no rjeSenje sustava: x; = —oo 34 —34

a1 = 2% = gy = —Lws = = Leg =
0o _
—1 = 0.

Napomena: Prema Cramerovom pravilu moguce je rjeSavati samo one sus-
tave linearnih jednadzbi koji imaju jednak broj jednazdbi i nepoznanica, i to
samo takve sustave medu njima kod kojih je matrica sustava invertibilna. To
npr. znaci da se Primjer 2 ne moze rijesiti primjenom Cramerovog pravila, jer
matrica sustava nije invertibilna (provjerite!).

1. Koristeé¢i gornju napomenu provjerite koji se od Zadataka 1 - 6 mogu
rijesiti primjenom Cramerovog pravila i rijesSite te zadatke.

1.7 Sustavi linearnih jednadzbi

Nakon $to smo nauéili rjeSavati najjednostavnije sustave linearnih jednazbi (sus-
tavi s jednakim brojem jednadzbi i nepoznanica kod kojih je matrica sustava
invertibilna), ostaje pitanje kako rjesiti sustave kod kojih matrica sustava nije
invertibilna, ili takve sustave kod kojih nemamo isti broj jednadzbi i nepoznan-
ica.

Odgovor daje ve¢ opisana metoda elementarnih matri¢nih transformacija
(koju smo veé koristili za pronalaZenje inverza matrice). Ideja je u biti ista
kao kod Gaussove metode eliminacije. No, umjesto da se radi s jednadzbama,
manipulira se s proSirenom matricom sustava, koju se pokuSava svesti na dijag-
onalni oblik s jedinicama na glavnoj dijagonali.

Napomena: Mogu se koristiti sve matri¢ne transformacije koje smo ve¢ uveli,
ali samo sa recima. Ipak, dozovljena je i zamjena stupaca, uz nuzan oprez:
kako svako stupac u biti predstavlja jednu varijablu sustava, zamjena stupaca
znaci da se dogada i zamjena varijabli koje su predstavljene tim stupcima.

Primjer 12 PokaZimo na sustavu iz Zadatka 2 kako se primjenom niza elemen-
tarnih matri¢nih transformacija proSirena matrica sustava svodi na elementarni
oblik:

5 0 42| 3 1 1 1110

1 -1 211 (1 -121]1]|,

4 1 20 | 1 4 1 20 | 1

1 1 1110 5 0 4 2| 3

1 1 1 1 |0 1 1 1 1 |0
L]0 =2 1 0 1| sf0o 1 =20 [ 1],

0 -3 —2 —4 | 1 0 -2 -3 —4 | 1

0 -5 -1 -3 | 3 0 -1 =5 -3 | 3

10 3 1 | -1 10 3 1 | -1
a0 =2 0 | 1| sfo1 -2 0 | 1|,

00 -7 —4 | 3 00 -7 —4 | 3

00 —7 -3 | 4 00 0 1 | 1
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10 3 0] -2 10 3 0| =2
01 -2 0 | 1 01 =20 | 1 8
00 -701] 7 |T1oo 1 0| -1|"7
00 0 1| 1 00 0 1| 1
1000 | 1

0100 | -1

0010 | -1}

0001 1

gdje su redom koristene sljedece transformacije:

(1)

(7)

(8)

zamjena prvog i Getvrtog retka (kako bismo u gornjem lijevom kutu imali
jedinicu, Sto je standardni pocetak rjeSavanja sustava putem elementarnih
transformacija - Zelimo na kraju imati dijagonalnu formu s jedinicama na
dijagonali!)

prvi redak pomnozen redom s —1, —4 i —5 i dodan redom drugom, tre¢em
i Cetvrtom retku (Zelja nam je dobiti nule na svim nedijagonalnim elemen-
tima)

zamjena drugog i treéeg stupca (kako bismo kao drugi dijagonalni element -
na presjeku drugog retka i drugog stupca - takoder imali jedinicu) - bitno
je ovdje primjetiti da su time varijble y i z zamijenile mjesta. Naime,
varijabli y sada pripada treéi, a varijabli z drugi stupac.

drugi redak pomnozen redom s —1, 2 i 1 i dodan redom prvom, treéem i
Cetvrtom retku (vidi napomenu uz (2))

tre¢i redak pomnozen s —1 i dodan ¢etvrtom retku (kako bismo dobili nulu
na jedinom preostalom nedijalgonalnom elementu ¢etvrtog retka i jedinicu
na dijagonalnom elementu)

Cetvrti redak pomnozen redom s —1 i 4 i dodan redom prvom i tre¢em
retku (vidi napomenu uz (2))

treéi redak podijeljen s —7 (kako bi na dijagonalnom elementu treéeg retka
dobili jedinicu)

treéi redak pomnozen redom s —3 i 2 i dodan redom prvom i drugom retku
(vidi napomenu uz (2))

Ovim postupkom dolazimo do proSirene matrice sustava koji je ekvivalen-
tan poCetnom, pa ima isto rjeSenje. Medutim, rjeSenje ovog sustava mozemo
jednostavno procitati iz prosirene matrice koju smo dobili (uz napomenu da su
y i z zamijenili mjesta): z =1, z = —1, y = —1, t = 1, pa uredena Cetvorka
(1,—1,—1,1) ¢ini jedinstveno rjeSenje poetnog sustava.

Napomena: U Primjeru 2 rjeSavali smo sustav koji ima beskona¢no mnogo
rjeSenja, $to se oCitovalo u ¢injenici da smo rjesavajuéi zadatak dosli do dvije ek-
vivalentne jednadzbe, nakon ¢ega smo jednu jednadzbu odbacili. Sli¢no se pos-
tupa i kod metode elementarnih matri¢nih transformacija: ako se prilikom rjesa-
vanja pojave dva istovjetna retka (jer retci predstavljaju jednadzbe), moZzemo
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jedan od njih odbaciti - ostat ¢e nam proSirena matrica koja ima jedan redak
manje. Na primjer, kod matrice

1 2 4 1 | -1
2 1 3 -2 | 5
-2 —4 -8 -2 | 2
1 -3 0 -3 | 4

se prvi i treéi redak podudaraju (3to se vidi ako se treéi redak podijeli s —2),
pa jedan od njih mozemo odbaciti, nastavljajuéi raditi s matricom

1 2 4 1 | -1
2 1 3 -2 | 5
1 -3 0 -3 | 4

Naravno, ovu matricu viSe ne moZemo svesti na dijagonalni oblik (jer ona nije
kvadratna), ali mozemo na kvazidijagonalni, koji se dobije kada se povuce dijag-
nala od elementa na presjeku prvog retka i prvog stupca do posljednjeg moguceg
elementa. Ovakvi sustavi obi¢no imaju beskona¢no mnogo rjesenja.

Napomena: Sli¢no tome, moze se dogoditi da imamo dva retka koji imaju
sve elemente redom iste, a razlikuju se samo u slobodnom ¢lanu, npr. kao u
matrici

1520 7 | -1
012 5 | -1
2 47 2| 0 |’
012 5 | 3

gdje su drugi i Cetvrti redak gotovo identi¢ni, ali se razlikuju u slobodnom
elementu. Ako oduzmemo drugi redak od cetvrtog, dolazimo do ekvivalentne
matrice

15 20 7 | -1
012 5 | -1
2 47 =2 o |’
000 0 | 4

Ciji Cetvrti redak daje jednadzbu 0-z4 = 4, koja ocito nema rjeSenja. Dakle, ako
se pojavi slucaj redaka koji imaju sve elemente osim slobodnih ¢lanova redom
iste, onda sustav kojeg rjeSavamo nema rjeSenja i zovemo ga nemogué sustav.

Zadaci s rokova

1. Rijesite zadatke 1 - 6 (Poglavlje 1.1) upotrebom metode elementarnih
transformacija.

Sustavi ovisni o paramteru

Rjesavamo sustave koji ovise o promjenjivoj

Primjer 13 Diskutirajte sustav u ovisnosti
T1 + Axs + 23
1+ o + Ax3
Ax1 + T2 + 23
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Rjesenje: Krecemo od proSirene matrice sustava:

1A 1 | A 1A 1| A
11 A | A ]~0 1-x A=1 | X2=) | =
A1l ] 1 0 1-X2 1-X | 1-x2
1 A 1 | A

=0 -(-1 A-1 | A (A—1) ,
0 —A=1)A+1) —(A=1) | —(A=1)-(A+1)

gdje je ~' transformacija u kojoj je prvi redak pomnozen redom s —1 i —\
i dodan redom drugom i tre¢em retku.
Odavdje je o¢ito da se pojavljuju dva slucaja:

1 A 1 | A
0 ~A-1) A-1 | A-(A=1) =
0 —A=DA+1) —(A=1) | —(A=1)-(A+1)
1111

=(oo0oo0 | 0].
000710

Drugai trec¢a jednadzba su ekvivalentne i uvijek istinite, pa preostaje samo
jednadzba koja proizlazi iz prvog retka: x; + z2 + x3 = 1, odakle imamo
Ty =,y =, 3 =1—1x1 —x2 = 1 —a— 3, parjeSenja ima beskona¢no
mnogo i dana su s (o, 3,1 — a — ), gdje su a i § realni brojevi.

(b) A # 1: mozemo podijeliti drugi i tre¢i redak s A — 1 (to je transformacija
(2)), pa imamo

1 A 1 | A
0 —(A—1) A-1 | A-(A=1) ~2
0 —-A=1)(A+1) —-A=-1) | =(A=1)-(A+1
1 A 1| A 1 A 1 | A
~2 0 -1 1 A ~SBL0 -1 1 x|
0 —(A+1) -1 | —(A+1) 1 -1 0 | -1
1 A 1 | A 1 0 A+1 | A+
~1o0 1 -1 ] x|~ 01 -1 | =) ~0
1 -1 0 | -1 10 -1 | -x-1
1 0 A+1 | A2+ A
~00 01 -1 Y ~7
00 =A—2 | =A2-2x-1
1 0 A+1 | AN+
~To1 -1 - ,
00 X+2 | (A+1)?

uz izvrSene sljedece elementarne transformacije:
(3) prvi redak dodan trecem
(4) drugi redak pomnozen s —1

(5) drugi redak pomnozen redom s —A i 11 dodan redom prvom i tre¢em
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(6) prvi redak pomnoZen s —1 i dodan treéem retku

(7) tre¢i redak pomnoZen s —1.

Novodobivena prosirena matrica pokazuje i da se ovaj podslucaj dijeli na
dva podslucaja:

(b/a) A = —2: imamo nemogu¢ sustav, jer je proSirena matrica sustava
dana je s
1 0 A+1 | X+ 10 | -2
01 -1 | =i 01 2 |,
00 A+2 | (A+1)2 00 !

$to je sustav koji o€ito nema rjeSenje (treca Jednadzba glasi 0 = 1).

(b/b) A # —2: moZzemo podijeliti tre¢i redak s A + 2 (to je transformacija
(8)), pa dobivamo:
0 A+1 | A2+

OFR ©O O = O OF OO -

0

—

0
0
1
0
0
1
0
0
1

0

A

0
0
1
0
0

-1 | -\ ~8
A+2 | (A+1)2
+1 | A2+
“1 | =X |
A+1)2
1] o
)\ 2
| A2+ A— (/\+1))(;12)

A1 _
| )‘+ A+2 -
| (/\+1)

A+2
| -l
AT2
| —x= |,
| (A+1)2
A2

1

gdje transformacija (9) predstavlja mnoZzenje treéeg retka redom s
—A — 111 dodavanje redom prvom i drugom retku.

Odavdje zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno rjeSenje sustava, dano
uredenom trojkom

(_&
20

1

A427

(/\+1)2)
e )

Konacno rjesenje mozemo skraceno zapisati ovako:

(1) Ako je A = 1, sustav ima beskona¢no mnogo rjesSenja predstavljenih
uredenom trojkom (a, 8,1 — a — ), gdje su « i 8 realni brojevi.

(2) Ako je A = —2, sustav je nemoguc.

(3) Ako je A € R\{—2,1}, sustav ima jedinstveno rjeSenje:

( A+1
A2

Zadaci sa rokova:

1

A+1)? ).

A427

A+2

1. Diskutirajte sustav u ovisnosti o parametru A € R:

31+ A2 —5=0

1+ 19 =2

Az + 225 = 4.
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2. Diskutirajte sustav u ovisnosti o parametru A € R:
1 +2x2+ (3—Nzz =1
T+ Ty —2x3 = —2

3. Diskutirajte sustav u ovisnosti o a,b,c € R:
T +axy + 23 =1,
r1+ T +2x3 = b,
1+ x9 +x3 = cC.

4. Diskutirajte sustav u ovisnosti o a,b,c € R:
r1 +x2 +23 = a,
r1+ T +2x3 = b,
x1 + 29 + cxs = 1.

1.8 Matri¢ne jednadzbe

U ovom poglavlju rjesavamo jednadzbe u kojima su nepoznanice matrice. Cesti
su zadaci u kojima je nepoznanica kvadratna matrica drugog reda, a zahtijeva
se manipulacija zadanim matricama drugog reda, npr. pronalazenje adjunkte
zadane matrice, ra¢unanje determinante ili inverza.

Po¢nimo od adjunkte kvadratne matrice reda 2: matrice koje se dobiju
izbacivanjem pojedinih redaka ili stupaca zapravo su realni brojevi, pa nema
problema oko ratunanja kofaktora (algebarskih komplemenata). Za opéenito

zadanu kvadratnu matricu drugog reda A = ( CCL Z ) moze se lako vidjeti da

4 ( d -b ) ,
—c a
sto daje jednostavnu formulu za inverz. Naime, ako je matrica A regularna,

onda det A = ad —be # 0, pa koristenjem formule A~ = L+ A* zakljucujemo

da je inverz matrice A dan s
1 d -b
A7l = . .
ad — bc ( —c a )

Primjer 14 Rijesite matri¢nu jednadzbu AX = (A + X)AA* ako je A =

(1 21)

Rjesengje: Rijesit ¢emo zadatak na dva nacina:

je A* uvijek dana s

1. naéin

Da bismo nagli X (koji je o¢ito kvadratna matrica reda 2), potrebno je prvo

izracunati A*, koju "oc¢itamo" prema gornjoj formuli: A* = ( -4 3 ) , pa uz

-1 2
X = ( Ty ) rac¢unamo:
z w
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20 -3z 2y—3w \ _ +2 y—-3 -5 0
x—4z y—4dw ) \ z4+41 w-4 0 -5
[ —hz—10 —5y+15
T\ -5z-5 —5w+20 )’

§to vodi na sustav (nakon izjednacavanja odgovarajuéih elemenata matrice)

Tt—3z = -—10
Ty—3w = 15
r+z = =5
y+w = 20,
odnosno na dva sustava
Tr—3z = -—10
r+z = -5,
i
y—3w = 15
y+w = 20,

oot

w5
~

koji daju rjesenje X = (
2. nadin

Osnovna ideja drugog nacina je da se izvrsi maksimalna mogucéa manipulacija
izrazima koji se pojavljuju u jednadzbi prije nego Sto se krene s konkretnim
racunom.

U zadanoj jednadzbi pojavljuje se faktor AA*, a prema formuli za inverz
imamo A* =det A- A1, pa jednadzba postaje:

AX = (A+X)-A-detA- A1

AX =detA-(A+ X)AA™!

AX =detA-(A+X)-TI

AX =detA-(A+ X)

AX =detA-A+detA-X

AX —detA- X =det A- A

(A—detA-1I)- X =detA-A

X=detA-(A—detA-I)"1- A,

gdje je I jedini¢na matrica drugog reda. Uocite da je poStovana ¢injenica da
mnozenje matrica nije komutativno, pa je u sedmom retku mnozenje matricom
(A —det A - I)7! izvr8eno slijeva, jer je faktor A — det A - I s lijeve strane
nepoznanice X. MnoZenjem matrice s njenim inverzom postizemo isti efekt kao
mnozenjem realnog broja s njegovim inevrzom - dobivamo jedini¢ni element,
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tj. jedini¢nu matricu, koja kao neutralni element za mnozenje matrica s lijeve
strane jednakosti ostavlja samo X.

Dobili smo eksplicitni izraz za X i sada je potrebno samo izracunati de-
terminantu matrice A i izvrSiti operacije iz desne strane posljednje jednakosti.
Dobiva se

det A=2-(=3)—(=3)-1=—5

v () (3 ) (2 )
s ((09) G )= (L (2

odakle se dobiva isto rjeSenje kao i pri rjeSavanju prvim nac¢inom.

Zadaci sa rokova:

1. Odredite det X ako je ABX ! = (A*B*)* pri ¢emu je A = ( ; i )’
B =A+ A*.

2. Rijesite matri¢nu jednadzbu A = BX ™! pri ¢emu je A = ( :? ?, )’

2 —-17
p-(2 1),
3. Rijesite matri¢nu jednadzbu det AA*X* + X* = A~ B pri ¢emu su:

!

4. Rijesite matri¢nu jednadzbu AX = B, pri ¢emu je a12 = a21 = agq =
ag3 = —1, byg = baz = bga = by; = 1, dok su preostali elementi matrica
jednaki 0 (matrice su reda 4).

5. Rijesite matri¢nu jednadzbu AXA~! = B pri ¢emu je a;3 = ass = as; =
ass = —1, a;;j = 0 u preostalim slucajevima, te bio = bay = bgg = byz =1
i b;; = 0 u preostalim sluc¢ajevima (matrice su reda 4).

6. Rijesite matriénu jednadzbu (A — 2I)X = A + I, pri emu je I jedini¢na
matrica, a A matrica zadana sa a;;1 = 0, a12 = 1, a13 = 2, as; = 2,
292 = 3, 923 = 4, asp = ]., ass = O, asz = 1.

7. Rijesite matri¢nu jednadzbu AX — 21 = B, pri ¢emu su:

2 31 1 0 -2
A= 10 2 |,B=| -1 1 1
0 2 0 2 3 4

8. Rijesite matri¢nu jednadzbu BXB~! = A pri ¢emu je bis = by = bgy =
bss = —1 b;; = 0 u preostalim slucajevima, aja = as; = az4 = ag3 = 2
a;; = 0 u preostalim sluc¢ajevima (matrice su tipa 4 x 4).

9. Odredite jednostup¢anu matricu X koja zadovoljava jednadzbu AX = B
pri ¢emu su:
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