Poglavlje 1

Funkcije

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

Definicija 1.1.1 Neka su X i Y dva neprazna skupa. Ako je po nekom pravilu,
oznacimo ga sa f, svakom elementu x iz X pridruZen tocno jedan element y iz
Y, kaZemo da je na skupu X zadana funkcija f sa vrijednostima u'Y .

To simbolic¢ki oznacavamo sa f : X — Y. Skup X nazivamo podrucje definicije
ili domena funkcije f, a skup Y podrucje vrijednosti ili kodomena of f. Vrijed-
nost x zovemo ponekad wvarijabla. Ako je kodomena funkcije f podskup skupa
realnih brojeva R, kazemo da je f realna funkcija.

Neka je zadana funkcija f: X — Y. Podskup skupa Y,

FX) ={yly = f(z), zeX}

zove se slika funkcije f.
Graf realne funkcije realne varijable f : X — R je skup tocaka ravnine

Iyp=A(z, f(z)) =z € X}.
1. Izradunajte f(—1), £(0), f(1), f(3) i f(5) ako je f(z) = 2> — 3z + 2z — 5.
2. Neka je f(x) = 2z + 3. Odredite:

3. Odredite f(0), f(—1) i 3z f(3) ako je f(z) = 13-
4. Odredite linearnu funkciju f(z) = ax + b ako je
(a) f(=2) =101 f(1) = =5,
(b) F(—3)=3i f(b) =o0.
5. Odredite kvadratnu funkciju f(x) = az3 + bx? + cx + d ako je:



10.

(a) f(~1) = ~1,f(3) = —3i f(6) = 12,
(b) F(—V2) = —4,f(2) = —5i f(2VD) = -T.

. Neka je dano pridruzivanje:

s ={ el
Da li je f funkcija?
Neka je -
x
f(z) =log T

Pokazite da je

f<m>+f<y>f(“y).

1+2y

. Izracunajte f(z + 1) ako je f(z — 1) = 2%

. Funkciju

0, =<0,

flz) = { xz, x>0
napisite pomocu jedne formule koristeéi se oznakom apsolutne vrijednosti.

Odredite graf funkcije f, I'f, ako je:
(a) f(z)=3z+4 i z€R,

(b) fl&)=vV1—22 i ze€[-1,1]

(c) flx)=|z|] i z€R,

(d) f(z) =Asin2z i z€R,

(e) f(x)=x+cosz i z€eR,

(f) f(x) =arctan(z+1)—1 i z€R,
(g) f(z) =arcsin(sinz) i =z €R.

Definicija 1.1.2 Za funkciju f : X — Y kaZemo da je injekcija ako za bilo
koja dva elementa x1,x9 € X iz x1 # o slijedi f(x1) # f(x2) ili, ekvivalentno
tome, ako iz f(x1) = f(x2) slijedi x1 = x2. Ako je f(X) =Y, tj. ako za svako
y €Y postoji x € X tako da je f(x) =y, kaZemo da je f surjekcija. Za funkciju
koja je istovremeno i surjekcija i injekcija, kaZemo da je bijekcija.

1.

2.

3.

Provjerite injektivnost slijedeé¢ih funkcija:

2¢—1

(a) f(z)=3, (b) flz)=2x+1, () f(z)= ey

Pokazite da je funkcija f : [~1,00) — R definirana sa f(z) = 2° +2x+3
injektivna.

Neka je f(z) = 1357+ Odredite Y tako da f : R — Y bude surjekcija.



Definicija 1.1.3 Neka su zadane dvije funkcije, f : X — Y ig:Y, — Z
uz wujet Y C Y1. Funkcija koja svakom elementu x € X pridruzuje element
9(f(x)) € Z zove se kompozicija funkcija f i g i oznacava sa go f.

Dakle, po definiciji je
go f(z) = g(f(x)).

Neka je sada f : X — Y injekcija. Onda za svaki element y € f(z) postoji
jedinstveni z € X takav da je y = f(z). To nam omogucuje da definiramo novu
funkciju, f=1.

Definicija 1.1.4 Funkcija f=1 : f(X) — X koja svakom elementu y € f(X)
pridruzuje © € X sa svojstvom da f(x) =y zove se inverzna funkcija polazne
funkcije f.

Jasno, ako je polazna funkcija f bijekcija, onda f(X) =Y pa imamo
f~1:Y — X. U tom slucaju o¢ito vrijedi

flof=idx i foft=idy.
1. Neka je f(z) = 23 — z. Odredite:
(@) fof, (b) fo(fof)(=1).

2. Neka je f(z) =z +2, g(z) = 3 — 22, Dali vrijedi fog = go f? Zakoje
z € R vrijedi fog(z)=go f(z)?

3. Neka je f(z) = 2+ 2, g(z) = 1 — x i h(z) = 22 + 3. Provjerite:
ho(gof)=(hog)of.
Napomena: Navedena tvrdnja, ho (go f) = (hog) o f, vrijedi za sve
funkcije f, g i h za koje su te kompozicije dobro definirane, tj. operacija
kompozicije ima svojstvo asocijativnosti.

4. Neka je f(z) = 3z, g(x) =z + 1 i h(z) = 2. Da li vrijede jednakosti:

(a) ko(g+f)=kog+kof, (b) (g+f)oh=goh+ foh?

5. Za funkciju f(x) izraCunajte inverznu funkciju ako je

(a) f(z) =2"—1,
(b) f(z) =log 3,

(c) f(z)=V1-a3,
(d) flz) =(5+3%)

Definicija 1.1.5 Funkciju f(x) definiranu u simetricnom podrucju
—l <z <l (ovdje | € RU +o0) nazivamo parnom ako je f(—x) = f(z) i
neparnom ako je f(—x) = —f(x) za svako x iz domene od f.

1. Odredite parnost ili neparnost slijede¢ih funkcija:

(a) f(fl'}) = $2 - $4,



(b) f(z) = sin(cosz)

(¢) f@)=vV1+z+22—V1—2+2a2
(d) f(z) =log 1%,

(e) f(@) = 7ithms

(f) f(x) =log(z + V1 +22).

2. Dokazite da svaku funkciju koja je definirana na simetri¢nom intervalu
—l < x <l mozemo predociti kao zbroj parne i neparne funkcije.

3. Dokazite da je produkt dviju parnih ili dviju neparnih funkcija parna
funkcija, a produkt parne funkcije sa neparnom da je neparna funkcija.

Definicija 1.1.6 Funkciju f nazivamo periodickom ako postoji pozitivan broj
T takav da je f(x +T) = f(x) za sve x iz domene od f. Najmanji pozitivan

broj T sa gornjim svojstvom naziva se period od f.

1. Provjerite da li sljedec¢e funkcije periodi¢ne i ako jesu, odredite njihov

period.
(a) f(z) = H”é,
(b) f(z) =3cosx + cos 2z,
(¢) f(x) = cos3mx + sin 27z,
(d) f(z) =asin Az + bcos Az,
() flz)=2ne.

Definicija 1.1.7 Neka je formulom zadana neka funkcija f. Podrucje definicije
te funkcije je skup svih onih realnih brojeva za koje propisane operacije u formuli
dagu odredenu realnu vrijednost. Taj skup realnih brojeva oznacavamo sa D(f).

1. Odredite domenu od f ako je:
(a) f(z)=arcsin (log &),
(b) f(z) = \/sin(arcsinz) + /23 — 1z,

(¢) f(z) =log, (—x* + 24522 — 9604) + ¥oinz,

(@) fz)=/vV2—/(z+1)

(e) f(x) = arcsin ;iz + (1 —logy )2,

(f) f(z) = Varcsinz + arccosz + /log, (z — 0.5),

(8) f(z) = V5InDz + log 22,

(h) f(z)=logy (log1 z +logy x —2),

i) f(z \/logzx+logzx76+arccosxzﬂ,

(i) f(x) = (logg = — § log, 3)7*((1 — 2z)(5z — 6 — 2?))>.



1.2 Limesi

1.2.1 Definicija i osnovna pravila ra¢unanja

Definicija 1.2.1

1° Limes niza: Broj a nazivamo limesom niza x1,To, ..., Ty, ... t 0Z20aCAVAMO
lim z, = a
n—oo

ako za svaki € > 0 postoji takav broj N = N(¢) da je

|zn —a| <€ za n > N.
2° Limes funkcije: KazZemo da funkcija f tezi u A, (oznaka f(x) — A) kada
x teZi u a, (oznaka T — a) i pidemo

lim f(x)=A

r—a

ako za svaki € > 0 postoji § = 6(¢) > 0 takav da je
|f(z) —Al<e za 0<|z—a|<é.
Analogno je
lim f(z)=A

ako je |f(z) — Al <e za |z| > N(e). Po dogovoru pisemo

lim f(z) = o0

r—a

ako za svaki pozitivan broj E moZemo naéi 6(E) =6 > 0 tako da je

|f(z)| > E za 0<|x—al<éd.
Vrijedi sljedece: ako postoje limesi lim, ., f1(x) i lim,_., fo(x), onda

1) limg—q(f1(z) + f2(2)) = limg—q f1(2) + limg_q fo(z),

2) lim, ., f1 (m)fQ (LL') = lim, .4 f1 (LL') Aimg g fo (x)’

7 = mehe ko lme (@) £0.

3) lim, .,

1. Koristec¢i definiciju limesa, dokazite:

n o + 3 n? —3ln+4 1
—1 (b L 1 lim ————— = .
o (b)) lim e AL (O i s e T g

.
(a) lim ———

2. Neka je 1 = 0.23, zo = 0.233, z3 = 0.2333, ..., x, = 0.233...3 itd.
Odredite lim,,_. o Zp,.

3. Odredite pomocu definicije limesa

. 1 1 1 1 .
@i (yrgrg o) O Jm T

2n+1 + 3n+1



4. IzraCunajte
(@) lim (Vnt+1—+vn), (b)) lim Vn(vn+1-yn)

Ako trazimo limes kvocijenta dvaju polinoma u x kada x — oo, preporucljivo
je oba ¢lana kvocijenta prethodno podijeliti sa ™ gdje je n najveca potencija
tih polinoma. analogno postupamo i u mnogim slu¢ajevima razlomaka sa ira-
cionalnim izrazima.

Ako su, nadalje, P(z) i Q(z) polinomi i P(a) # 0 ili Q(a) # 0, limes

lim P(z)
z—a Q(x)

dobivamo direktno. U slufaju da P(a) = Q(a) = 0, razlomak gi(i—g dijelimo sa

(x — a) onoliko puta dok ne dodemo u situaciju gdje mozemo racunati direktno.

1. Izracunajte:

(a) lim, o, EH G217 (6) lim, .o 22222t

(b) limg oo 52255 (F) limy o WL—M
(c) limg_; Z=322 (8) lim,—.q “=S5E0e e
(d) limy_ EHA= (h) limg—1 25 — 2

Limese koji sadrze iracionalne izraze mozemo ¢esto dovesti u racionalni oblik
uvodenjem nove varijable. Drugi naéin rjeSavanja takvih limesa je prebacivanje
iracionalnosti iz brojnika u nazivnik ili obrnuto.

1. Izracunajte:

(a) limg 1 {=F (€) lim, oo (VT +a — v/x)
(b) lim,_; VT2 (f) limy o0 (/Z(z + a) — )
(c) lim,_o VI=32=vIEz (8) limy—oo 2(v22 +1 — )
(d) limy, o YEH=YE (h) limy oo (z + /1 — 23)

Za raCunanje limesa korisne su sljedec¢e formule:

(i) Tim, o S22 = 1,

xT

(ii) limg— oo (1 + %) =e, lim;_o(l+2)= =e.

8|

Neka je f(z) pozitivna funkcija u nekoj okolini tocke a (a # z). Pri odredi-
vanju limesa oblika

lim (f(2))* = C,

r—a

vrijedi sljedece:



1) ako egzistiraju kona¢ni limesi
lim f(x)=A>0 i lim g(z) = B
Tr—a

r—a
gdjeje 0 < A+00i—00 < B < 400 tada je C = AB.

2) ako je limy—q f(z) = A # 11 lim,_., g(z) = £oo onda C pronalazimo
neposredno,

3) akojelim, ., f(z) = 1ilim,_., g(z) = 00, onda stavljamo f(z) = 1+a(x)
gdje a(z) — 0 kada © — a i prema tome

1 }a(w)g(w)

C = lim [(1 +a(x)) 7@ = elima—a a(@)9(@) = elimea(f(@)=1g(@),

Tr—a

Koristeéi gornja pravila lako dobivamo da je opéenito

lim (1 + E) = ek,
xr—00 xr

1. Izracunajte:
2

. sin 5z i 1-a”
(a) hmz;;(] sin 7z (e) hmz;}l sin 7

: tanz—sinx : z—sin 2z
(b) hmx_>0 - =3 (f) hmﬂc—’o z+sin 3z

i 1-2cosz i _arcsinz
(C) hmz_,% T—32 (g) lllnz_,(] arctan 5 x

(d) lim, o 12

x2

2. IzraCunajte:

(a) limg .y ( ;:ﬁ)m

(b) limy oo () 771

(¢) limg—o(1 +sinz)*

I —arccos =

(h) limg_ %

sin o
-

(d) lim, o (522243

(€) limg o (252) "

(f) limg—o(cos )=

Ako egzistira i pozitivan je lim,_., f(x), onda

lim (In £(2)) = In(lim f(z)).

Pomoc¢u toga odmah dobivamo

lim

z—0

In(1 + x)
x

1. Izracunajte:

(a) limg— 4 oo (In(22 4+ 1) — In(x 4 2))

(b) limy— oo z(In(z + 1) — Inz)

. In(z®—24+1
(C) hmzﬂg lnEa)wﬁ

x

arcsin

(d) limg_g T—m}z

i

= lim (In(1 + z)¥) = In(lim (1 + @)

1
=

)=Ine=1.

(e) lim, o <=L

£aT _ b

x

. _ —ax
(8) lim o 55

(h) lim,_q coshz=1



1.2.2 L’Hospitalovo pravilo

L’Hospitalovo pravilo: koristi se za neodredene oblike tipa % i 2. Neka su
zadane funkcije f i g derivabilne za 0 < |z — a| < & pri emu je derivacija ¢'(x)
razli¢ita od nule. Ako su f i g obje beskona¢no male ili obje beskonac¢no velike

kada =z — a, tj. ako razlomak % predstavlja u toj tocki z = a neodredeni

oblik tipa % ili 22, onda je

i L@ _ @)

— im
z—a g(x) z—a g’(;zj)
pod uvjetom da limes kvocijenta derivacija postoji.

f'(z)
Ako razlomak e

iznova daje neodredeni oblik u to¢ki x = a jednog od
dva navedene tipa i f'(z), ¢’(z) udovoljavaju ranije navedenim zahtjevima za
f(z) 1 g(z), onda se moze prijeéi na kvocijent drugih derivacija itd.

Da bi nasli vrijednosti neodredenog oblika 0 - co pretvaramo odgovarajuéi
produkt fi(z) - f2(z), gdje je limgy_.q fi(z) =01 limy_., fo(x) = 00, u razlomak

oblika
h@) (oblik g) i £2) (obtik =)

o0

fa(2) fi(2)

U slu¢aju neodredenog oblika co—oo treba odgovarajucu razliku fi(z)— fo(x)

pretvoriti u produkt f;(z) (1 — ﬁg;) i rijesiti prvo neodredeni oblik ﬁg; Ako

je kojim slucajem lim,_., ﬁg% =1, onda razliku fi(x) — f2(z) pretvaramo u

f2(z)
1—
— L (oblik g) :
f1(=)
1. Koriste¢i L’Hospitalovo pravilo izra¢unajte:
(a) limg— oo £ (e) limo— 5 (55 — 7o0es)
s z4cosx : T 1
(b) limg oo Iisinz (f) limg_.q (E — m)
(c) limg_q % (g) limy_oo(z — Inxz)

1
=

(d) limg—y InzIn(z — 1) (h) limy 00
Zadaci sa rokova:

1. Izracunajte:

(a) limg 1 00 ( T+ Vx+ T — \/E> (e) limy 0 x>0 (% +Inz + (cos Qx)%)

: tanmx ) zt—72°1182% 20248
(b) limg 1 Vz—1 (f) limg o x4 —5x3+6x2+4x—8
. z sin 3z In (14+x) : 1—4cosz+3cos’x
(C) limg o " tanz—sinz (g) limg o I A
. 1+2cos 5 . m_1
(d) lim,_, 4z 5= (h) limy .z (55 — 2 tanz)



1.3 Deriviranje funkcija

1.3.1 Tabli¢no deriviranje i osnovna pravila

Definicija 1.3.1 Derivacijom f'(xo) funkcije f u tocki xo nazivamo limes kvo-
cijenta %ﬁgxo) kada z teZi u zg, odnosno
f/(m(]) — lim f(.%’) — f(mﬂ>7

T—To T — X9
ako taj limes postoji. U tom slucaju kaZemo da je funkcija f derivabilna u tocki

zo. Uobicajeno je pisati i

)t A

= li
Az—0 Az

gdje Az oznacava razliku Ax = x — xg 1 analogno Af(z) = f(x) — f(xo).

Vrijednost derivacije f'(zo) daje koeficijent smjera tangente u tocki zp na
graf funkcije f (vidi sliku). Odredivanje derivacije nazivamo deriviranjem funkcije.

Y

AX
/—; T(1, -4)

Slika 1.1: O¢ito je tanf = % pa dobivamo f’(1) = lima,—0 % = tan«

1. Koristedi definiciju derivacije, izracunajte derivaciju sljede¢ih funkcija:

a) f(z) =,

b) f(z) =2™ gdjejen €N,
c) f(z) =V,

d) f(z)=sinz

Osnovna pravila deriviranja: Neka je ¢ konstanta a f i g funkcije koje
imaju derivacije. Onda je



1) (¢) =0,

2) (2) =1,

3) (f+9) =f=*7d,

4) (cf) =cf’,

5 (f9) =f'9+fd,

6) (£) = L&Le (9 40)

2. Koristedi definiciju derivacije, dokazite gornja pravila.

3. Izracunajte derivacije sljedeéih funkcija:

(a) f(z) =a® + 2% + 2z (e) f(z) = 6sinz + cosz

(b) f(z) = az® + bx® + cx + d (f) f(z) = 22 tanz

(¢) f(x) = & +n2 (8) f(z) = (z° + 5x)e”

() f(z) = ozt (h) f(z) = lnzarcsin z 4 Shztcosz

Pravilo deriviranja sloZenih funkcija: Ako je h = f o g sloZena
funkcija, a funkcije f i g imaju derivacije u g(x), tj , onda je

(fog)(z)=f(9(z)) (=)
ili krace
(fog) =(fleg)-d.
4. Izracunajte derivacije sljedeéih funkcija:

(a) f(z) = y/Bsine—cosz (e) f(z)=vVInz+x+In\z+=x

(b) f(z) = cos(xe® + x2) (f) f(t) = t%sine!
(©) f(x) = 107762 () fla) = (2522)"
(d) f(z) = In(4sinz — arccos 2z) (h) f(z) = arctan f;;"—fl

5. Izracunajte f'(z) ako je
(@) flx)=lzf,  (b) flx)==zlz, () [f(z)=Inlz]
6. Izracunajte f'(z) i f'(0) ako je f(z) = e~>*sin 3z.

7. Pokazite da je f'(z) = —— ako je f(z) =Intan (£ + ).

cosx

1

8. Pokazite da je ((sinx)™ cos(nz))’ = nsin" "z cos(n + 1)z.

9. Pokazite da funkcija y = ze~* zadovoljava diferencijalnu jednadzbu zy’ =
(1 —2)y.

10



Logaritamsko deriviranje: Logaritamskom derivacijom funkcije y = f(z)
nazivamo derivaciju logaritma te funkcije, t;j.

[
@)

[In f ()]

Primjer 1 Primjenom gornjeg logaritmiranja nadimo derivaciju funkcije
fa) = a=.

Rjesenje: Logaritmiranjem dobivamo:
In f(x) =Inz® =zlnx.
Deriviramo obje strane jednadzbe po z i dobivamo:
[In f(z)] = (zlnx),

odnosno

=Inzx+1.

Odavde slijedi
f(z) = f(x)(lnz +1) = 2(lnz + 1).

1. Primjenom logaritamskog deriviranja izracunajte f’(x) ako je:

(a) f(z) = ¥z (d) f(z) = a*n®
(b) f(z) = (cosz)*™* (€) flz)=(1+2)"
(c) f(z) = 2" (f) f(z) = aV® — Vz®.

Derivacija inverzne funkcije: Neka f ima inverznu funkciju g. Ako je f'(x) #

0, onda imamo:
1

~ f(@)

g'(f(2))

Primjer 2 Nadite derivaciju funkcije f(y) = arcsiny koriste¢i gornje pravilo.
Rjesenje: Kako je arcsiny inverzna funkcija funkcije sin x, imamo
(zay =sinx) :

1 1 1 1

1 ! —_— pr— = pr— .
(al‘CSln y) - (Sil’l 3?)/ cos T \/1 — Sil’l2 - \/1 — y2

1. Izracunajte f'(z) ako je
(a) f(x) = arccosz, (b) f(z) = arctanz, (¢) f(z) = arcsh z.

2. Nadite derivaciju inverzne funkcije ako je f(x) =z — %sin x. Izracunajte

Y (E-3)-
3. Nadite derivaciju inverzne funkcije ako je f(z) = x® — 1. Izracunajte

(= ().

11



Derivacija implicitno zadane funkcije: Neka je funkcija y = f(z) zadana u
implicinom obliku
F(z,y) =0.

Onda derivaciju " mozemo naéi tako da izra¢unamo derivaciju po x funkcije F,
izjedna¢imo je s nulom i rijeSimo dobivenu jednadzbu po v'.

Primjer 3 Nadite derivaciju funkcije zadane implicitno sa
3+ 2%y + 9% =0.

Rjesenje: Ovdje je F(xz,y) = x° + 2%y + 3. Deriviramo tu funkciju po z i
dobivamo: J
d—F(x, y) = 3z% + 2zy + 2%y + 2yy.
x
Izjednacimo gornju derivaciju sa nulom
322 + 2zy + 2%y +2yy’ =0

i rijes§imo dobivenu jednadzbu po y':

,773:132—&—2:133/
242y

1. Odredite 3’ ako je
(a) 23 +y* 32y =0, (b) Vz+y=a, (¢c) =y = arctan %
2. Odredite 3’ i y' u tocki T'(1,1) ako je

(a) ye¥ =e* (b) Iny+ g =c, (c) arctan(z+y) = =.

3. Nadite y’ u tocki T'(1,2) ako je

vy =2+1In

]

Zadaci sa tangentama i normalama na krivulju:

1. Odredite jednadZzbu tangente i normale krivulje f(z) = arccos 3z u tocki
u kojoj ta krivulja sijee os ordinatu.

2. Odredite jednadzbu tangente krivulje f(z) = v/ — 1 u to¢ki T'(1,0).

3. Odredite jednadzbu tangente povulene iz tocke T'(—2,—3) na krivulju
flx) = %mQ + %:c — %.

4. Odredite jednadzbu tangente i normale krivulje y* = 42* + 6y u tocki
T(1,2).

5. Pod kojim se kutom sijeku krivulje y = 2% i y = 237

6. Pod kojim kutem krivulja y = e2* sijece os y?
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1.3.2 Ekstremi funkcija i primjene derivacija

Ekstremi funkcije: Neka je zadana funkcija f. Ako postoji okolina tocke xg
takva da za svaku tocku xz # x( te okoline vrijedi nejednakost f(x) > f(zo)
(f(x) < f(=zo)), onda tocku z¢ nazivamo lokalnim minimumom (maksimumom)
funkcije f. Tocku lokalnog minimuma ili maksimuma funckije nazivamo tockom
lokalnog ekstrema. Ako je xg tocka lokalnog ekstrema funkcije f, onda je nuzno
ili f'(xg) = 0 (stacionarna tocka) ili f’(z¢) ne postoji (vidi sliku). Obrat ne
vrijedi, tocke u kojima f’(xg) = 0 ili f'(x¢) ne postoji (kriti¢ne tocke) nisu
uvijek tocke ekstrema. Dovoljni uvjeti za lokalne ekstreme funkcije su slijededi:

1. ako postoji okolina (xo — d, o + J) kriti¢ne tocke zo takva da je f/'(z) >0
(f'(z) < 0)zaxz € (xg—0d,z0) 1 f(z) <O (f'(z) >0) zaz € (xg,20 +
0) onda je zg tocka lokalnog maksimuma (minimuma) funkcije f. Ako
nademo takav pozitivan broj ¢ da f’(z) zadrzava nepromijenjeni predznak
na intervalu 0 < |z — x| < §, onda f nema lokalni ekstrem u zg. Ti uvjeti
analogni su sljedeéem:

2. ako je f'(zo) = 01 f"(xo) < O (f"(x0) > 0), onda je xo tocka lokalnog
maksimuma (minimuma) funkcije; ako je pak f'(zo) = 0, f"(xo) = 01
f"(x0) # 0, onda g nije tocka ekstrema funkcije.

Primjer 1 Nadite lokalne ekstreme funkcije f(z) = 223 + 322 — 122 + 5.
Rjesengje: Prvo ispitujemo koje tocke zadovoljavaju nuzan uvjet, tj. za koje
tocke je f'(zo) = 0:
f'(z) =62 + 62 — 12 = 0.

Rjesimo gornju kvadratnu jednadzbu i dobivamo kandidate za ekstreme: z; =1
i xo = —2. Provjeravamo vrijednost druge derivacije od f u tim tockama.

f(x)=1224+6 pa f"'(z1)=18, f"(z2)=—18.

Zaklju¢ujemo da f ima lokalni minimum u z; = 1 i lokalni maksimum u
To = —2.

1. Istrazite ekstreme slijede¢ih funkcija:

(@) f(z) = 2%(z — 12)? (d) f(z) =2 —In(1+2)
(b) f(z) = e (©) f(z) = a2
(c¢) f(z) = 2sin2zx + sindx (f) f(z) = x — arctan z.

Najveée i najmanje vrijednosti: Najmanja (najveca) vrijednost funkcije
f na zadanom intervalu [a, b] dobiva se ili u kriti¢nim to¢kama funkcije ili na
krajevima intervala.

Primjer 2 Odredite najvecu i najmanju vrijednost funkcije f(x) = 223 +32% —
122 — 1 na intervalu [—3,2].

Rjesenje: Prvo trazimo kriti¢ne tocke funkcije f. Kako je f/(z) = 622 +
6z — 12, kandidati su 1 = 11 22 = —2. Obje tocke nalaze se u zadanom
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intervalu pa provjeravamo vrijednost funkcije:

flz) = f(1) = 2+43-12—-1=38,
i f(za) = f(=2) = —164+124+24—1=12.

Ostaje ispitati ponaSanje funkcije na rubovima:

f(=3) = —B4A+4+27T+436-1=38,
i f(2) = 16+4+12-24—1=23.

Zaklju¢ujemo da najmanja vrijednost na intervalu [—3, 2] funkcijea f(z) = 223+
3z2 — 122 — 1 postiZe na rubu = = 2 a najveéu u tocki x = —2.

1. Odredite najmanju i najvec¢u vrijednost funkcije na zadanom intervalu
(ako interval nije oznacen, misli se na cijelu domenu).

(a) f(x) =23 — 3z na intervalu [—2, 3],
(b) f(z) =sin® z + cos? z,

(c¢) f(x) = arcsinz,

(d) f(2) = 75

2. Pokazite da za pozitivne vrijednosti od x vrijedi nejednakost:
1
T+ — > 2.
x

Rjesenje: Gledamo funkciju f(x) = :v—{—% —2 i ispitujemo njezin minimum
na intervalu [0,+00). Trazimo kriti¢ne tocke i deriviranjem dobivamo
kandidate:

1 1

U zadanom intervalu je samo x = 1ituje f(1) = 0. Narubovima intervala
funkcija tezi u 400 pa zakljuéujemo da je u x = 1 postignuta minimalna
vrijednost i ona iznosi nula. Drugim rije¢ima, vrijedi:

1
z €[0,+00) = f(ac):ac—l—E—QZO

Sto je i trebalo dokazati.

3. Dokazite nejednakosti:
(a) e >14x za x #0,
(b) cosx>1—% za x #0.

4. U skupu nenegativnih realnih brojeva odredite onaj koji zbrojen sa svojom
recipro¢nom vrijedno§éu daje maksimalan zbroj. Odredite taj zbroj!

5. Na krivulji f(z) = v/—Inz odredite tocku najblizu ishodistu.
6. Od svih stozaca upisanih u kuglu polumjera R = 1 odredite onaj maksi-

malnog volumena.
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Zadaci sa rokova:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

. Nadite kut medu krivuljama: C;---x =0, Cs---y =

Medu svim jednakokra¢nim trokutima opsega 16 nadite onaj koji ima
najveéu povrsinu.

. Nadite kut medu krivuljama: Cy---22 4+ 120+ y%2 — 4y +15 =0,

Co -z —y*+4y—3=0.

3+z2°

. Medu svim jednakokra¢nim trokutima s jednim vrhom u ishodistu i sa

druga dva vrha na krivulji y = 11—2, nadite onaj koji ima minimalni opseg.

. U zadanu sferu upiSite valjak maksimalnog obujma.

Iz toc¢ke T'(0,2) povucite tangente na krivulju y + Inz? = 0.

Na krivulju C...y—2%4322 -2z = 0 povucite tangentu koja je okomita
na pravac x + 11y — 12 = 0.

. Koji uvjet mora zadovoljavati funkcija f(z) = 2> + az + b da bi njen graf

dodirivao os z (naci vezu izmedju a i b)?

. Odredite normalu grafa funkcije f(z) = e?*=2 4 e*~! — 2 u tocki u kojoj

graf sijece x os.

Od tri daske Sirine 20cm treba napraviti zlijeb maksimalnog popre¢nog
presjeka. Kolika je povr§ina tog poprec¢nog presjeka?

Medju svim jednakokra¢nim trokutima opsega 1 mm nadjite onaj koji ima
najvecu povrsinu.

Na krivulji C'. ..y —2? —/5 = 0 nadjite tocku najblizu tocki T(0,1++/5).
Slika!

Dokazite da za bilo koju vrijednost realnog parametra a postoji tangenta
grafa funkcije f(x) = 2% — a®x okomita na pravac x +y = 0.

Iz tjemena parabole y = 3z2 — 2z + 1 povucite tangente na graf funkcije
f(z) = =2 Slika!

1.3.3 Ispitivanje toka funkcije i crtanje grafa

Kod crtanja grafa funkcije moramo prvo u nekoliko koraka odrediti sljedece
parametre:

(1)
(2)
3)
(4)
()

domena funkcije,

nultocke,

asimptote,

kandidate za ekstreme (prva derivacija),

ekstreme i tocke infleksije (druga derivacija),
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(6) tok (prva derivacija).

Asimptote :

vertikalne asimptote: toc¢ke prekida funkcije

horizontalne asimptote: lim,_,_~ f(z) — lijeva horizontalna asimptota,
lim, 4o f(x) —  desna horizontalna asimptota

kosa asimptota: y = kz-+1 gdjeje k = lim;_ f(mz)v

I =lim,;_oo(f(z) — kx).

Ekstremi i tocke infleksije :

f'(z0) =0 — = je kandidat; f"”(zo) > 0 lokalni minimum,
f"(z0) <0 lokalni maksimum,
f"(zg) = 0 ili f"(xo) ne postoji
¢e biti tocka infleksije ako f” u intervalima
(o — 0,20) 1 (20,20 + J) za neko § zadrzava
konstantne predznake i ako su ti predznaci
suprotni.

Tok :
f'(x) >0 funkcija raste,
fl(x) <0 funkcija pada.

22 —2x—3
20—x2

Primjer 1 Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(x) =

Rjesenje: Jednostavno slijedimo upute:
(1) Domena: 2z — 2% = 0 = x = 0,2 pa je domena D = R\{0, 2}.

(2) Nultotke: f(z)=0 = 2> -2z -3=0 =
T p=2EVH12 149 o
T, =—1 (—1,0),
w2=3  (3,0).

(3) Asimptote:
VA z=0,x=2

HA.  lim, .o 122;3253 = —1 pa je horizontalna asimptota y = 1.
K.A. nema
(4) Kandidati za ekstreme: f/'(z) =---= % pa f'(z) =0=2=1.
(5) Ekstremi i to¢ke infleksije: f"(z) =--- = 7672(7636(;2)_(55;1362)(27%).

Sada imamo
f’(1)=—-6<0 pajeu x=1 Ilokalni maksimum.
(6) Tok:
f'(z) < 0 = ze(l,+00) pa tu funkcija pada,

f(z) > 0 = z€(—00,1) pa tu funkcija raste.
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X
l 4. K

H

Slika 1.2: Graf funkcije f(x) = x?—2z-3

2x—x2

Na temelju gornjih opazanja sada je lako nacrtati graf:

Primjer 2 Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(x) = z3e=*

2

Rjesenje:
(1) Domena: D =R
(2) Nultocke: z =0
(3) Asimptote:
V.A. nema

(4)

H.A. lim, .o ;TZ =L'H=lim;z_. % = 0 pa je horizontalna
asimptota u oba smjera y = 0.

2
KA. limg oo 22 = lim, o 2y = L'H = lim, .o 5227 =0 pa kosih
asimptota nema.

Kandidati za ekstreme: f'(z) = 3z2¢~* + z3¢~2"(—2z) = 0 pa su kandi-
dati 1 =01 225 = +,/3.

Ekstremi i tocke infleksije: f”(z) = -+ = ze~® (4 — 1422 + 6). Sada
imamo
f7(0) = 0 paje z=0 tocka infleksije,
3
" <\/7 < 0 pajeu z= \/; lokalni maksimum,

3

f 5)

= 32) > 0 paj — /2 1okalni mini
2 paJeu xr = 2 OKalnl minimum.
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(6) Tok: f'(z) <0 = 3—222<0= |z[> /2 pa tu funkcija pada,

a f'(x) >0 = |z| <y/3 pana tom intervalu funkcija raste.
Crtamo graf:
Yy
3 3
2 2

Slika 1.3: Graf funkcije f(z) = 23~
Zadaci sa rokova:

1. Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = esin2.

1

2. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = F

3. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = arctan (1 + 1).

-~

Odredite graf funkcije f(x) = %+7_1
Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = (1+ %)~ '

Odredite kvalitativni graf funkcije f(x) = arctanx — x.

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = In (:1: —4x +5)—In2.

© 0 N & o

(z) =
(z) =
Odredite kvalitativni graf funkcije f(x) = 2% — 3z* + 322 — 5.
(z) =
)=

Odredite kvalitativni graf funkcije f(x

10. Nacrtajte kvalitativni graf funkcije f(z) =1 — e,

2548224272427

11. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = 5(12)°

12. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije: f(z) =z —1+ eTw.
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13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije: f(z) = arctan(l —

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) =

€T

(-1}

2 ES

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = 2° - ex.

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = (z — 1)~/ -In(x — 1).

2

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = -2,

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) =

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) =

19

x

T -/8 — 22

2242224723

222

1



