Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodredeni integral
Definicija 1.1.1 Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R: Funkcija F :

(a,b) — R za koju je F'(z) = f(x) za svaki x € (a,b) naziva se primitivna
funkcija (antiderivacija) funkcije f.

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) = 2? (d) f(z) =3

(b) f(z) = = (e) f(z) =€

(c) f(z)=2° (f) f(z) =sinz
Rjesenje:

(a) Trazimo neku funkciju koja derivirana daje 22. Kako znamo da je (22) =
322, vidimo da je jedno rjeSenje F(z) = % Primjetimo da smo tom
rjeSenju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)’ = 0. Tako je rjeSenje
inpr. F(z) = % + 2.
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(b) Znamo da je (x2) = 1272 pa je jedno od rjefenja F(z) = 2x7 + 1.

(c) Npr. F(z) = (15)2% + e jer (2%)' = (In2)2%.
(d) F(z)=Inz. Ovdje je rjeSenje npr. i F(x) = In(2x) jer
In(2z) =In2+ Inz pa (In(2z))’ = (In2 +Inz)’ = (Inz)’ = 1
(e) F(x) =¢e"+4.
(

(f) F(z) = —cosz.

Definicija 1.1.2 Za zadanu funkciju f(x) : (a,b) — R familija

{F(2)|F'(z) = f(z),x € (a,b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se
neodredeni integral funkcije f i oznacava se sa [ f(x)dz.



Primjer 2 Odredite slijedece neodredene integrale:

(a) f(z*+ 2+ 1)dzx (c) wd—fQ
(b) [(Vz + cosz)dz (d) [,
Rjesenge:

(a) Trazimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje 2> + = + 1 i znamo da
mozemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rjesenje: [(z*+z+1)dx =
13 4 %xQ + z + C' gdje je C proizvoljna konstanta.

(b) f(@+ cosz)dr = 222 +sinz + C

In(z +2) + C, T > =2
(c) x+2 =ln(lz+2|+C = {ln(—(x+2))+c7 T < —2.

(d) 1122 = arctanz + C

Osnovna svojstva integriranja: iz definicije neodredenog integrala i svo-
jstava derivacije lako se vidi da vrijede sljedec¢e formule:

1) ([f(2)dz) = f(z),
2) [\ f(2) + pg(x))de = X [ f(z)dx + p [g(z)dx
) [f(¢()¢/ (x)dx = [f(t)dt = F(t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijedeée jednakosti:

(2) f(Ya)de =z +C © (%) = =
(b) [(cos?z)'dx = cos’ x + C (d) (fe2z dm), = sinz
Rjesenje:

(a) Imamo: [({/z)'de = [to~5de =1 [a~5dx = Yz +C.

(¢) Ovdje mozemo koristiti definiciju neodredenog integrala i zakljucak izvesti
direktno ili ra¢unati:

/d:v ,—(tanm—l—C)’— !
cos2z ) T cos?x’

(d) Koristimo definiciju neodredenog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost: ( [f(z)dz)" = [f(z)dz ?

Rjesenje: Ne. Naime, ([f(x)dz) = f(a: ) dok s druge strane imamo:

[f'(z)dz = f(z) + C. Uzmimo, npr (z) =

(/f(m)dm)l = (/mdm)l = (%mQ +o) =
[rwi= faa= [ae=zs0



pa, ako uzmemo C # 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koristeéi svojstva integriranja, nadite sljedece integrale:
(a) [(222 +1)3dx (b) [(22%+ 1)%6zdx
Rjesenge:
(a) [(22? +1)3dz = [(82° + 122 + 627 + 1)dz = 227 + 22° 4+ S23 + 2 + C,
(b) [(22% 4+ 1)%zdzx = [(22% +1)153d(22 + 1) = ] [(22® +1)*6d(22% + 1) =
1@NT | o= (222 4+ 1)V 4 C
Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi

poglavlje Metoda supstitucije), t = 222 + 1.

Zadatak 6 Nadite integrale:

(a) [LHRE=D) gy (¢) J(1+ Vz)'dz
(b) [ e (d) J(1+ Va)*Tdz
Rjesenge:

(b)

/mdfm = /m;mdw:%/\/mdm—%/\/m(im:
= %/\/md(ﬁl)—%/\/m(z(x—l):
= %\/(m+1)3—%\/(m—1)3+0
()
/(1+\/§)4da: = /(1+\/§)42\/Ed(1+\/§)dx:2/(1+\/§)4 (14 vz —1)d(1 +Vz) =

2/<1+¢5>5d<1+\/5> —2/<1+\/5>4d<1+¢5> -

2[(1+\/5)6 (1+ Vo)’
6 5

}+c

(d) Sli¢éno kao (c).

Napomena: Zadatak (c) se moZze racunati i direktno ali kod npr. (d) bi
izravan rac¢un bio puno tezi pa ga zato izbjegavamo.

Zadatak 7 Nadite integrale:

(@) [ 7 a>0 (©) [ 7=
(b) fﬁ (d) faz(ﬁvmz
Rjesenge:



T
= arcsm —+C

/ Va2 — z? / /1
Ostali integrali rjeSavaju se analogno.

Zadatak 8 Nadite integrale:

T,T 5T 1
a) [3%e"dx o) [F552—
(b) [T*3 *dx
Rjesenje:
(a)
/3x6xdw _ /exlnSexdl_:/e(l—Hrﬁ)xdl_:
1 e(1+1n3)z
_ (14+1In 3)x 141 —
1+ln3/e d((1+1n3)z) 1+1n3 +C
(c)
el _ pr—1 2\ 1/5\"" 1\°* 1 /1!
[ /( (%) ~s(w) Je=2/(s) e-5/(5) @
1 2
= =27t _ _—5®
5In2 ln55 +C

Zadatak 9 Nadite integral: [2Ztbdz, gdje a,c # 0.

cx+d
Rjesenge:
z+d+2_d
/—c de| =
T+

b z+2
/a:v+ de — 9/ gdxz—
cx +d c) z+¢ c

= g[m—l—(é—c—i)lnm—kd}—k(j
c a
Zadatak 10 Nadite integrale:
(a) [tanzdx (c) [tan? zdx
b) [cot zdx (d) [cot®zdx

Rjesenge:

a) [tanzdr = [E02gy — — (o) _ _jy o5 4 C

cCos T cCos T

¢) [tan? zdr = [(Zhs —1)dz =tanz —z+C



Zadatak 11 Nadite integrale:

2) [t (©) [
b) [sraes () 2z
Rjesenje
8) [ s de = 2 [ saiesy = —2cot(2w) + C
b) [y = fs;ln ?C?Ssz Ldy = (22— + [92 —tanz — cotz + C

d dtani)
(C) sinmz f251n26052 =32 ftanzcos2 z = f tan%2 :ln|tan%‘ +C

Q) [ =

Sin(d%””_m) =...=—Inftan (T - )|+ C

Zadatak 12 Nadite integrale:

(a) [2v/2 — bxdz
b) [zv?2 — bz?dx

Rjesenge:

(a)

d) [ rigmde

/x\/2—5mdm = /—é(2—5m—2)\/2—5xdx:—%/(2—5x)%dx+§/\/2—5xdz

1 3 9 )
= 2—5/(2—5w)2d(2—5w)—%/(2—53;)2(1(2_537):

2 5 4 3
= —_— 2_ __—2_ 2
125( 5x)2 75( 5x)2 +C

Zadatak 13 Nadite integrale:

(a) [e*esinzdx (¢) [E " 4y

1422
d:
(b) f(arcsinac)m2 1—22

Rjesenge:
a) [e2STsinzdr = —% [€3°°%7d(3cosz) = —1e3°® 4+ C

Zadatak 14 Nadite integrale:

(a) [da (b) 3%
Rjesenje:
(b)
/ dx B 1/3x+2—3zdm 1 /d - 1 d(3* + 2)
342 2 3 42 2 In3 ) 3¢4+2
1 1 .



Zadatak 15 Nadite integrale:

inz+
(a) [miTesda (b) Tz

Rjesenge:

(a) sin z+cos x dx_fd(smz cosz)
¥sinz—cosx Vsinz—cosx

Zadatak 16 Rijesite integral: [ romr %0

Rjesenje:
/ dx B / dx d(tanz)
aZsinz + b2cos?x cos? 2(b? + a? tan® x) b2+ a2tan’s
1 d(t 1
= —2/& = — arctan (—tanm) +C
a (é) +tan2z ab b

Zadatak 17 Rijesite integral: fACOS(sgifg)sm(w)d A%+ B2 #£0.

Rjesenje: Ovo je malo tezi zadatak. Prvo koristimo jednakost

Acos(azx) + Bsin(az) = +/ A2+ B? (\/1427
= A2+ B?cos(ax — ¢)

cos(azx) +

_ B i )>_
\/msmax =

2 2
(jednakost (\/A2A+Bz) + (\/A23+B2) = 1 povla¢i da postoji jedinstveni

¢ € [0,27) takav da

Sada imamo:

. B I
7@ =cos¢i e — sin ®.)

/ cos(ar) de - cos(ax — ¢+ @) i
Acos(azx) + Bsin(ax) B VA2 + B? cos(ax — ¢)

dr =

B /cos(a:c — ¢) cos ¢ — sin(ax — @) sin ¢
B VA? + B2 cos(ax — ¢)

cos ¢ sin ¢

= tan(ax — ¢)dx = ...

N EE Z Ny ey

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad moZzemo olaksati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:

/ﬂﬂt o) +C = /ﬂxm—¢wlu»

Primjetimo da smo metodu supstitucije ve¢ indirektno koristili u nekim pri-
jasnjim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rijeSite sljedece integrale:



(a) [zv1+ 3z2dx (¢) [223% du

(b) [&rdz
Rjesenje:

(a)
/a:\/ 1+ 3z2dx

1 12 :
|t:1+3x2:>dt:6a:dx’za/ﬁdt:ggt%+02

1 P
- §(1+3x2)% +C

Napomena: Naga susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prijasnjim zadacima:

/m/l + 322dx = /\/1 +3mzéd(1 +32%) = ...

: 1 1
/J;Z?ﬂ”ddm = ’t:x3:>dt:3a:2da:|:§/etdt:§et+C:

1 s
= = C
36 +

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rijeSite sljedece integrale:

d arctan a
@) [ s evie (b) [ da
Rjesenje:
(a)
dx dx 1
= t=arcsinz =>dt= ——— | = | =dt=—=-+C
/arcsin2 V1 — 22 N 2
1
= - +C
arcsin x
(b)
Qarctanz .
/de = t:arcl:anaa*:>dt:m :/th
1

1
_2t — _2arctanx
In2 +c In2 +c

Zadatak 3 Odredite sljedec¢e neodredene integrale:

sinz cos & cos T
(a) f \/2sin? z+cos? x dz (C) f v/ 2sin? z+cos? dz
b sinz d
( ) f v/ 2sin? z4cos? x v
Rjesenje:



(a)

/ sinz cos x dr — _sinzcosz ’t—sm x = dt =2sinzcosz| =
V2sin®z + cos? z V1+sin’z
1 dt
_ 1 —:_.2\/1+t+C:\/1+sin2m+C’
2) Vi+t 2

(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a)

5 supstitucija x = ¢

dx . .. 2
) f\/m, supstitucija x = sin“ ¢

Rjesenge:
(a)
/dix - ‘m—t2:>t—\/Eid:v—2tdt|—/Ldt—
Va(l —x) V(1 —t?)
dt
= 2 = 2arcsint + C = 2arcsiny/xz + C
[ 7= Ve

(b)
2sint t
/d—x = ‘ x =sin’t = t = arcsin z i dz = 2sint cos tdt ‘ :/w
z(1 — ) sintcost

= 2/dt:2t+C:2arcsin\/5+C

Zadatak 5 Odredite slijedeée neodredene integrale:

f11+x dx (b) fxlTnzjfxdm
Rjesenje
(a)
1+ 1+t 3+t
= =2tdt | = [ ——2 dt
/1+\/_ | 2=t = do =2tdt | = / tdt = /t+1
2 2
= 2 —t4+2— —dt =t —t> + 4t —4In(1 4+t =
/( + 1+t) 3 + n(l+t)+C
= 3\/_ T+ 4y — 4In(1 + Vz) +
(b)
In 2z In2+Inz dx In2+t¢
dr = ———dx Inzx=t=—=dt |= | ——dt =
/wln4a: v /a:(ln4+lna:) e = T ‘ /1n4+t

Ind+t—1In2 In2
_/ Ind+t dt_/<l_ln4+t)dt_

= t—In2-In|lnd+¢+C=nz—mn2-In|lnd+nz|+C



Zadatak 6 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a) fz‘fﬁ, supstitucija z = 1

(b) fz‘fﬁ, supstitucija z = tant
Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.
1) Ako integral sadrzi radikal va? — 22, onda obi¢no stavljamo x = asint i

dobivamo
va? — 22 = acost.

2) Ako integral sadrzi radikal /22 — a2, stavljamo x = —%- i dobivamo

cost
V2?2 —a? =atant.

3) Ako integral sadrzi radikal va? + 22, stavljamo = = atant i dobivamo

Vafa?= =

cost’

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte:

(a) [ Ada (¢) [V1—22dx
(b) [YEE Ly @) [
Rjesenge:

(a)

.2
t
‘a:zsint:>da:=costdt|=/smt
cos

1 —cos2t 1 1

1 1 1
= —t——sin2t—|—C:iarcsinm—g\/l—aﬂ—l—c

2 4
/ 2+ 1 d / 1 1 dt
——dx — — —
T cost tant cos?t
dt sin? ¢ + cos? t int dt
_ / o / in“t 4 : g — / sint oo b
cos?tsint cos?tsint cos?t sint

_ 1 +/ dt 1 +1/ cos% g —
© cost QSin%cos%_cost 2 sin%cosQ% N

2
——dx costdt = [ sin®tdt =
/ V1—22 /

dt
cos?t

r =tant = dx =

t
tan =

—1 +1/ dt L +1 +C
= —_— = n =
cost 2 ) tanfcos?Lt  cost 2
—1+ V1 +tan’t
= V22+1+1n +C =

tant
—-1+v1 2
e S eV B
x




1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti neéemo
ovdje poblize objasnjavati, ono za nas znaci da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom moze raditi parcijalna integracija). Onda je

/udv =uv — /vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izracunajte

/e”” sin zdzx.

Rjesenje: Imamo

u = e’ dv = —sinzx

/ez sinzdr = — (/ex(—sinm)dm) = =
du = e*dx v = cosxdx

u=e" dv = cosx

— (ez coST — /cos mezdm> = =
du =e*dr v =sinzdx

= —e%cosx+esinx — /e“’ sin zdx.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

/em sinzde = e"sinx —e®cosx

2
T L3 1 Z 3 x
= [esinzdr = 5(6 sinz — e” cosx) + C

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rijesite:

(a) [zsinzdx (¢) [z%edx
(b) [z coszdx (d) [zlnzdx
Rjesenje:

(a)

u=2x dv = —sinz
/xsinxdx = —(/m(—sinz)dx): =
du = dzx v = cos xdx

= —mcosm+/coswdm = —xcosx +sinx + C

10



22lnz 1 2lnz 22
= 5 —§/a:dac— 5 _Z+C

Zadatak 3 Rijesite parcijalnom integracijom:

(@) [ imde (b) [ e
Rjesenje:
(a)
12 u=2x d’U = m
1+z du = dx v—\/1+x2

2
= zv1+4 22 / =xvV1+ 22 / / x d
v ’ \/1+ 5l =2 v V1422 V14 a2 v

Primjetimo da se pocetni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim
predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo:

x
2 | ——=dz = zV1+22-— /
/\/1+m2 V1+a?
/ x? de - a:\/1+a:2_ln:v+\/1+x2)+c
V1+a? 2 2
(b)
———dx = = o —
(1 + %’2)2 du = dx v — _m 2(1 + $2) 2(1 + $2)
- 2 4 Larctanz +C
T 5 arctan
Zadatak 4 Rijesite:
(a) f”ﬁ_—ff‘l'—sdm (b) f(@3 + 1) cos2zdx
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