Poglavlje 1

Odredeni integral

1.1 Odredeni integral i osnovna svojstva

Problem kojeg ovdje razmatramo sastoji se od odredivanja povrSine P ravnin-
skog podru¢ja omedenog grafom pozitivne funkcije f, x—osi i pravcima z = a
i x = b. Razdijelit ¢emo interval [a,b] na n podsegmenata jednake duljine (pet
na donjoj slici), gdje je n proizvoljan prirodni broj. Oznafimo: zy = a,z; =
a+ ”_Ta, :L“g:a—l—Qb_T“, e, Ty =0

—] y=Ff(x)

Slika 1.1: Podruéju ¢iju povrsinu Zelimo odrediti upisujemo i opisujemo pra-
vokutnike baze A,= I’_Ta.

Promatrajmo "upisane" pravokutnike: bazna stranica svih takvih pravokut-
nika je duljine A,= ”_T“, dok druga stranica redom iznosi f(c1), f(c2), ...,
flen), za neke ¢; € [x;_1,24], 1 € {1,2,...,n}. Ako sa s, oznafimo sumu svih
povrsina takvih upisanih pravokutnika, o¢ito ée biti s, = > 1 ; A, - f(c;).

Sli¢no, mozemo promatrati i "opisane" pravokutnike. Oni takoder svi imaju
duljinu bazne stranice A,, a druga stranica redom iznosi f(Ci), f(C2), ...,
f(Cy), zaneki C; € [z;—1,24], 1 € {1,2,...,n}. Ako sa S, ozna¢imo sumu svih
povrsina takvih opisanih pravokutnika, bit ¢e S, = 3" | A, - f(C)).



Imamo: s, = > v 1 f(¢;) Dy Sn =iy [(Ci)- Ay. OCito vrijedi:

sp <P <SS,

Sto se dogada kada profinjujemo podjelu intervala na sve manje podintervale
(ne nuzno jednake duljine), tj. kada n — oo? Vidimo da bi u tom slu¢aju
trebalo ocekivati sljedeée: P = limy, oo S = limy oo Sp. Medutim, to se ne
mora uvijek dogoditi. Za funkciju f promatranu na intervalu [a,b] C D(f) kod
koje to jest slucaj kazemo da je integrabilna na intervalu [a,b]. Odredeni
integral funkcije f na intervalu [a, b] oznacava se s fab f(z)dz, a po definiciji je
jednak broju

b n
= i 2 ;
R MG
1=

gdje je max A x; najveéa od svih duljina podintervala proizvoljno uzete podjele
intervala [a,b], a x} proizvoljni elementi intervala [z;_1,z,], ¢ € {1,2,...,n}.
Brojeve a i b zovemo redom donja, odnosno gornja granica integracije, a
interval [a, b] interval integracije.

Pozabavimo se geometrijskom interpretacijom odredenog integrala: oéito
je iz definicije da je u naSem primjeru (kad je funkcija na cijelom intervalu
integracije poprimala samo nenegativne vrijednosti) odredeni integral broj¢ano
jednak povrsini P podrucja kojeg smo proucavali - pseudotrapeza omedenog
grafom I'y, x—osi te pravcima x = a i * = b. Poznavanje pojma odredenog
integrala i tehnika njegovog rac¢unanja je vrlo korisno pri rjeSavanju problema
povr§ina, volumena i sli¢no.

Cijelo dosadasnje razmatranje bilo je vezano uz situaciju kada f poprima
nenegativne vrijednosti na cijelom intervalu [a,b]. Ako to nije slu¢aj, morat
¢emo interval [a,b] razbiti na niz podintervala takvih da f u svakom od njih
poprima ili samo pozitivne ili samo negativne vrijednosti (ukljucivsi i nulu).
Tada ¢e povrsina pseudotrapeza biti dana kao suma svih odredenih integrala
na podintervalima na kojima funkcija poprima nenegativne vrijednosti uman-
jena za sumu svih odredenih inegrala na podintervalima na kojima f poprima
negativne vrijednosti. Ovo slijedi iz osnovnih svojstava odredenog integrala in-
tegrabilnih funkcija f i g na intervalu [a,b] C D(f) N D(g) (prva dva svojstva
su definicijska):

(1) [ f(z)dz =0

) [2 f@)de = — [ f(a)de

3) [Pef(x)de = c [’ f(z)dz, gdje je ¢ konstanta

@) [Pf(z) + g(a)dz = [ f(z)dw + [*g(z)da

(5) [P fx)de = [ f(a)de + [ f(z)dz za svaki ¢ €< a,b >.

(6) fabf(az)d:v > 0 ako je f(z) > 0 za svaki z € [a,b].



1.2 Newton-Leibnizova formula

Nas ¢e najprije zanimati tehnike raC¢unanja odredenog integrala. Ovdje se
kljuénom pokazuje sljedeca ¢injenica:

Teorem 1.2.1 (Newton-Leibnizova formula) Ako je funkcija f integrabilna na
intervalu [a, b] i ima na tom intervalu primitivnu funkciju F (funkciju takvu da
je F' = f), onda je

/bf(x)da: =F(b) — F(a).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skraceno F(z)|%, pa Newton-Leibnizovu
formulu moZete pamtiti u ovom obliku:

b
/ f(@)dz = F(z)p.

Napomena: Znamo da je, prema definiciji, neodredeni integral funkcije f
jednak primitivnoj funkciji F, to¢nije ¢itavoj klasi primitivnih funkcija {F +
C|C € R}. Dakle, dovoljno je nac¢i neodredeni integral funkcije f i potom
odredeni integral izracunati kao razliku vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj
i donjoj granici integracije. Pritom je vazno uvidjeti da ovaj racun ne ovisi o
tome kojeg smo predstavnika klase primitivnih funkcija izabrali. Naime, ako su
Fy i Fy dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu [a, b], onda znamo da
postoji realna konstanta C' takva da je Fy = F1 + C, pa je

Fl‘g = Fl(b) — Fl(a) = Fl(b) + C - (Fl((l) + C) = Fg(b) — Fg(a) = F2|Z.
Stoga se (radi jednostavnosti) kod rac¢una odredenog integrala zanemaruje
aditivna konstanta.

Primjer 1

Izracunajte odredeni integral f;’ 4z3dz.

Rjesenje:

Znamo da je primitivna funkcija funkcije g(z) = 2® dana s G(z) = ﬁ—4
¢injenicu uz svojsvto (3) i Newton-Leibnizovu formulu koristimo u ra¢unu:

3 3 24
/ dodr = 4/ Pdr=4-(=)]3 =
2 2 4

= (zY)[3=3"-2*=65.

itu

Primjer 2
Izracunajte ff(mz — 2z + 3)dz.
Rjesenje:
Koristimo svojstva (3) i (4):

2 2 2
/$2d$—2/ :de+3/ dx =
1 1 1

x3 x? 7
= (g)ﬁ - 2(7)@ + 3z = 3

2
/ (z? — 2z + 3)dx
1



Primjer 3
Izracunajte f03 |z — 2|dz.
Rjesenje:
Koristimo svojstvo (5):

3
/ |z — 2|dz
0

/02—(3:—2)d$+/23(w—2)dw:

2 x2 5
—(7 —2z)[5 + (7 —2z)|3 = 3

Zadatak 1 Izracunajte sljedeée odredene integrale:

1) [ 2xdx

2) J; Feda

(3) fy s2yde

4) [2Va—2%dx
(5) [°V10z — 2%dx

2
(6) [ e

16 ””%‘””%d
(1) Jy" e

2
(8) f% mdm

) J§ e

1 1

1.3 Supstitucija u odredenom integralu

Kao i kod neodredenog integrala i pri rac¢unanju odredenog integrala cesto se
koristi tehnika supstitucije integracijske varijable. Pritom mozemo upotrijebiti

jednu od sljedece dvije metode:

(1) izvr8imo zamjenu integracijske varijable i ra¢unamo neodredeni integral -
nakon §to nademo primitivnu funkciju vra¢amo se na staru varijablu; ovaj

postupak me zahtijeva promjenu granica integracije

(2) integracijsku varijablu mijenjamo direktno u odredenom integralu - ovaj
postupak podrazumijeva i odgovarajuéu promjenu granica integracije.

Pri radu s ovom tehnikom posredno koristimo sljedeéi teorem:



Teorem 1.3.1 Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a,b] i diferencijabilnu
funkciju ¢ : [, 5] — R takvu da je ¢’ neprekidna i p(a) = a, o(B) = b vrijedi
b B
[ t@ie= [ st - tpar
a (o3
Primjer 4
Koristeéi obje metode supstitucije izracunajte f02 2z(x? + 1)3dax.
Rjesenge:
1. nacin: Najprije ra¢unamo neodredeni integral koristeé¢i supstitucijsku
varijablu, a potom vra¢amo izvornu varijablu i ra¢unamo dredeni integral. Sup-

stitucija koju éemo ovdje koristiti je t = 22 + 1, iz ¢ega slijedi da je dt = 2zdz.
Sada moZzemo zamijeniti sve podintegralne elemente supstitucijskom varijablom:

4 2 4
/QI(IQ +1)%dx = /t?’dt = tz = @41 ,

4
pa je
2 2 4
1
/Qx(xg+l)3dx = L I ) |(2):
0
22 14 2 4
_ @t @4ntoes 1
4 4 4 4

2. nafin: Osim podintegralnih elemenata, supstituirat ¢emo i granice in-
tegracije. Supstitucija t = 2% + 1 odgovara i na pitanje koje su (u terminima
varijable t) nove granice integracije: za donju granicu imamo x =0=¢t=1, a
za gornju x = 2 = t = 5, pa integral postaje

4 54 14

2 5
t
/0 x(z? +1)°dx 1tdt (4)|1 1 = 6

Napomena:
Vazno je uocCiti pogodnu supstituciju i pritom paziti da je veza izmedu
pocetne i supstitucijske varijable jednoznac¢na.

Primjer 5

X

Izrac¢unajte odredeni integral f14 ﬁdm.

Rjesenje:

Uvodimo supstituciju 1 + 2z = ¢2, odakle slijedi z = tzT_l, §to nakon difer-
enciranja daje dx = tdt.

Ako pokusamo izraziti supstitucijsku varijablu ¢ preko pocetne integracijske
varijable z, nai¢i ¢emo na potegkoce. Naime, iz veze 1 + 2z = t2 nije moguce
jednozna¢no izracunati supstitucijsku vezu, jer imamo dvije moguénosti: ¢ =
vV142x ili t = —y/1+22z. Oba ova izbora su dobra, ali se nuzno trebamo
odluéiti za samo jedan i s njime potom nastaviti racun. Neka je veza dana s

t=+v1+2z.



1. nagin: za donju granicu integracije imamo = = 1 = t = /3, a za gornju
r=4=1t=3, paje

4 3 t2-1 3 42
L= tdt -1
/Ldﬂ? = / 27:/ t dt =
1 V1422 vi ot V3 2

16 . 1.3 V3
ARG 1 Tk m

2. nafin: ra¢unamo najprije neodredeni integral

1,43

/ T4 /tg_ldt (L )
—aQxr = —_— = —-(— — )
V1422 2 23

a potom se vra¢amo na pocetnu integracijsku varijablu z: t = /1 4 2z, pa
je konacno

1 \/14’2373

4
xX
— dx = —V1+22)*=3.
/1 s = 3 (S VT D)

Sto bi se dogodilo da smo za vezu izmedu x i ¢ uzeli ¢t = —y/1 + 227 Racu-
najmo po prvom naginu: za donju granicu integracije imamo x = 1 = t = —/3,
a za gornju x = 4 = ¢t = —3, pa je (obratite paZnju na predznak — u podinte-
gralnoj funkciji!)

4 -3 t>-1 -3 42 —V3 42
tdt - -
/7:” de = / = " dt:f/ t 1dt:/ ol
1 V1422 ~v3 —t v 2 -3 2

LE v L (V8 (-3)*
Jlg —I=57 = 5( +\/§)—T—3))—3-

Posebno su vaZne supstitucije kod kojih funkcijska veza izmedu pocetne i
supstitucijske varijable nije o¢ita, kao u sljede¢em primjeru.

3

Primjer 6
1
Izracunajte [? - 1 — a2dx.
-
Rjesenje:

Uvodimo tipi¢nu supstituciju za ovakve integrale: z = sint, odakle slijedi
V1—22 = /1 —sin?t = Vcos?t = |cost|, a dz = costdt. Da bismo imali
jednozna¢nu vezu izmedu x i ¢, moramo odabrati smo jedan dio domene sinusne
funkcije, i to takav da se postizu sve vrijednosti iz skupa vrijednosti [—1, 1].
Uzmimo ¢ € [-F,F]. Kako u tom podrucju kosinus poprima samo pozitivne
vrijednosti, moZemo maknuti znak apsolutne vrijednosti, pa je 1 — 22 = cost.
Dalje, granice integracije sada nije tesko odrediti: za donju granicu imamo
x:fgét:fﬁ,azagornjuzzéﬁt:%,paje

1

3
/ V1—22dx = / cost - costdt =
_4 _

jus
4

=13

11 z 1
— — —qj 6 = —
= (gt+sin20)[® 24(57r+3\/§+6).

w3



ne piSe integracijska varijabla z, ali da se granice integracije a i b odnose upravo
na nju.

























































