Poglavlje 1

Funkcije vise varijabli

1.1 Domena

Jedno od osnovnih pitanja koje se moZe postaviti za realnu funkciju dvije var-
ijable jest pitanje domene, tj. utvrdivanje podruéja u ravnini R? na kojem je
funkcija definirana. Cesto se pritom i skicira skup svih to¢aka domene u koor-
dinatnom sustavu, jer sam eksplicitni zapis za domenu ne govori previse.
Funkcije koje ¢emo mi promatrati kompozicije su nekoliko elementarnih funkcija,
npr. korjenovanja, potenciranja, logaritamskih funkcija te trigonometrijskih i
njima inverznih arkus funkcija.

Stoga ¢emo se ukratko podsjetiti koje su domene tih funkcija. Pritom ¢emo te
funkcije promatrati kao funkcije jedne varijable. Naime, bitno je da se uoci uvjet
koji mora vrijediti na argument funkcije koju promatramo, bila ta funkcija jedne
ili viSe varijabli. RjeSavanjem svih uvjeta dolazimo do domene zadane funkcije.

(1) f(z) = v/z. Uvjet kojeg postavljamo je da je z > 0, odakle i dolazimo
do domene D(f) = [0,00 >. Uvjet pamtimo kao "podkorijenski izraz je
nenegativan".

(2) f(z) = % Jedini uvjet kojeg treba postaviti je x # 0, pa je D(f) =
R\ {0}. Opcenito, funkcije potenciranja s pozitivnim cjelobrojnim po-
tencijama f(z) = 2*, £ € N nemaju uvjeta na domenu, pa je u tom
slu¢aju domena c¢itav R, dok funkcije potenciranja s negativnim potenci-
jama f(z) = 2%, k € Z_ imaju uvjet da je z # 0 (zbog razlomka, jer npr.
z7% = X = (1)5). Dakle, svu paznju kod funkcija potenciranja cjelobro-
jnim potencijama treba usmjeriti samo na funkciju f(z) = % Uvjet kojeg
pamtimo glasi: "razlomak je razlicit od nule".



(3) f(z) = log,z. Uvjet glasi: = > 0. Medutim, moze se dogoditi da je
zadana funkcija u kojoj logaritamska baza ovisi o funkcijskoj varijabli, kao
npr. f(z) = log, #°. U tom slucaju (3to se baze ti¢e) moramo postivati
¢injenicu da je baza strogo veca od nule i razli¢ita od jedinice, pa imamo
uvjete z > 0,2 # 1. Dakle, kod logaritamske funkcije postoje dva uvjeta,
koja pamtimo kao "argument je strogo pozitivan" i "baza je strogo pozitivna
i razliclita od jedinice". Dalje, poznati je da eksponencijalna funkcija kao
inverzna funkcija logaritamske funkcije nema uvjeta na domenu, tj. da je
za f(z) = a® (uz a > 01 a # 1) domena jednaka ¢itavom R.

(4) Kod trigonometrijskih funkcija, poznato je da funkcije sinx i cosx imaju
za domenu ¢itav skup realnih brojeva, pa uvjeta na domenu nema. Medu-
tim, kod funkcija tanz i cot z moramo obratiti paZnju na definiciju ovih
funkcija, tj. na nazivnike: tanz = 222 cotx = 2% pa ¢emo zbog (2)

imati kod funkcije tan z uvjet cosx # 0, a kod cot x uvjet sinz # 0.

(5) Kod arkus funkcija poznati su uvjeti na domenu koji je odreduju. Nas ¢e u
zadacima zanimati samo funkcije arcsin z i arccosz. Za obje ove funkcije
znamo da je domena dana s D(f) = [—1,1], tj. uvjet na z glasi |z| < 1.
Dakle, uvjet na izraz koji se nalazi pod arcsin ili arccos funkcijom moZzemo
pamtiti kao "argument je po apsolutnoj vrijednosti mangi ili jednak 1".

Rijesimo nekoliko primjera, ali sada odreduju¢i domenu funkcije dvije varijable.

Primjer 1 Odredite domenu funkcije f(z,y) = m i rjesenje
predocite graficki u ravnini.
Rjesenje: Najprije zbog "unutarnjeg" korijena moramo postaviti uvjet:

(1) z+y =0,

a potom zbog "vanjskog" korijena

(2 z+1—-yxF+y>0.

Rjesavamo prvi uvjet. Imamo y > —z, §to graficki mozemo predstaviti po-
drujem ravnine omedenim odozdo pravcem s jednadzbom y = —zx (podrucje
ukljucuje i sam pravac).

Dalje, drugi uvjet se rjeSava po slu¢ajevima. Najprije napisimo /z +y < z+ 1.
Imamo

(a) ako je x + 1 < 0 (tj. < —1), nejednazba nema rjeSenja (jer je s lijeve
strane nenegativan, a s desne strane negativan broj).

(b) ako je z +1 > 0 (tj. = > —1), moZemo kvadrirati nejednadzbu, jer su
obje strane pozitivne. Dobivamo z + vy < 22 + 2z + 1, odnosno y < 22 +x + 1.
Radi se o podruéju odozgo omedenom parabolom y = 22 4+ x + 1 (a ukljucuje i
samu parabolu).

Rjesenje drugog uvjeta mozemo ukratko napisati kaoy < 22+ +1zax > —1.
Konacno rjesenje se dobiva presijecanjem podrucja dobivenih rjeSavanjem oba
uvjeta. Kako u drugom uvjetu nema rjesenja za x < —1, to "lijevo" od pravca
2 = —1 nema niti jedne tocke iz domene. Medutim, za = > —1 ("desno" od
pravca x = —1) imamo uvjet y < 22+ + 1, ali i uvjet y > —, pa je domena
skup svih todaka koje se nalaze "ispod" parabole y = 22 + z + 1, a "iznad"
pravca y = —x (uklju¢ujuéi i te dvije krivulje). Pazljivim crtanjem i ra¢unom
vidi se da se ove dvije krivulje sijeku upravo u toc¢ki s x—koordinatom jednakom



—1, pa rjeSenje izgleda kao na slici (vidi str. 3.).

1 y=x02 4+ 1

-2 =_X

Slika 1.1: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 2 Odredite domenu funkcije f(z,y) = \/W—my i
rjeSenje predocite graficki u ravnini.
Rjesenje: Kaoiu prtehodnom primjeru, ovdje moZzemo postaviti dva uvjeta:
(1) (1 —22)(1 —y?) >0, vezano uz "unutarnji" korijen i
(2) /(1 —22)(1 —y?) — zy > 0, vezano uz "vanjski" korijen i
Rijesimo najprije prvi uvjet. Imamo dvije moguénosti:

(a) 1—22>0i1—19y%>0,3stodaje |z|] <1i |yl <1. RjeSenje je dano kao
{(z,y)| —1 <2 <1,-1<y <1}, sto je kvadrat stranice 2 sa srediStem
(presjecistem dijagonala) u ishodistu. Stranice su ukljucene.

(b) 1—22<0i1—y?<0,8todaje |[z| > 11 |y| > 1. RjeSenje je dano kao
{,y)r< -1 z>1,y< -1 ili y>1}.

Unija dva skupa dobivena pod (a) i (b) je rjeSenje prvog uvjeta.
Rijesimo sada drugi uvjet. Ako nejednadzbu zapisemo u obliku
(1 —22)(1 —y?) > zy, opet imamo diskusiju:

(a) Ako je zy < 0, s lijeve strane nejednadzbe imamo korijen (koji je uvijek
nenegativan), a s desne strane strogo negativan broj, pa je u ovom slucaju
nejednakost o€ito zadovoljena. No, rjeSavali smo u skupu zy < 0, $to
rijeSeno daje tocke drugog (x < 0, y > 0) i Cetvrtog kvadranta (z > 0,
y < 0). Tocke koje leze na koordinatnim osima su zbog stroge nejednakosti
iskljucene.

(b) Ako je zy > 0, obje su strane nejednadzbe nenegativne, pa mozemo kvadri-
rati nejednadzbu. Dobivamo nakon sredivanja 22 + y? < 1, pa se radi o
krugu sa sredistem u ishodistu i radijusom 1. Preciznije, u skup tocaka
koje ¢ine rjeSenje ukljucena je i sama kruznica. Kako smo ovaj slucaj
rjesavali u skupu toc¢aka koje zadovoljavaju nejednadzbu xy > 0, vrijednit
¢e to u prvom (z > 0, y > 0) i trecem (z < 0, y < 0) kvadrantu (ovog
puta ukljucivsi i tocke koje leZe na koordinatnim osima).



Kona¢no rjesenje drugog uvjeta dano je kao dio unutar jedini¢ne kruznice u
prvom i tre¢em kvadrantu, odnosno kao cijeli drugi i ¢etvrti kvadrant. Medu-
tim, to rjeSenje moramo presjedi s rjeSenjem prvog uvjeta da dobijemo kona¢no
rjeSenje. Ono je na donjoj slici oznaceno tamnosivo, uz napomenu da su sve
rubne tocke tog podrudja dio rjeSenja. Svjetlosivi dio dolazi od rjeSenja prvog
uvjeta i sluzi samo za orijentaciju.

Slika 1.2: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 3 Odredite domenu funkcije f:

1) flz.y)=vVV2e+y+a-3

2) fz,y)=vz+2—Vrty+1

3) flz,y) = y—a

4) f(z,y) = /(@2 +y2 = 4)(9 — 22 —y?)

Primjer 4 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In ( zw—_yy - 1).

Rjesenje: Rjesavamo dva uvjeta:
(1) —“”_L >0 (zbog korijena)

(2) \/w y—1>0=> >1:>—i>1(zboglogar1tma)
(3) = #y (zbog nazwnlka).

Ocito drugi uvjet ukljucuje i prvi, pa je dovoljno rijesiti samo njega. Imamo
dvije mogucénosti:

(a) ako je x —y > 0 mnoZenjem s nazivnikom znak nejednakosti se ne mijenja,
pa imamo zy > x — vy, tj. y(:v +1) > 2. Ako je 2+ 1 > 0, dijeljenjem s
tim 1zrazom dobivamo y > 5. Ako je x + 1 < 0, dijeljenjem dobivamo
y< x+1

(b) akojex—y < 0 dobivamo zy < x — y, tj. y(x+1) <xz. Akojexz+1>0,
imamo y < 45, dok za x + 1 < 0 imamo y > _15.

Jo§ treba vidjeti §to je s opcijom z = —1. UvrStenjem u pocetnu nejednadzbu
dobivamo



vy -1-y>0=>y< -1
Pokusajte ovako 1zracunatu domenu funkcije prikazati u ravnini!

Zadatak 5 Odredite domenu funkcije f:
D flz,y)=In(l—y+ Ve —3)

(2) flz n(y/z? +y* —
®B) flz,y) =In(l -z -y —2)

Primjer 6 Odredite domenu funkcije
flz,y) = {log% |:10g1/3 (22 -2z —2y+1)+ 2} }
Rjesenje: Najprije zbog "unutarnjeg" logaritma zahtijevamo da bude
(1) 22 — 2z — 2y +1 >0, a potom da zbog "vanjskog" bude
(2) logys(z® — 22 —2y+1)+2>0.
Rijesimo najprije prvi uvjet: 0 < 22 —2r —2y+ 1=y < :c —x+ 2.

-1

Drugi uvjet sredivanjem daje
logy (2% =22 -2y +1)>-2=2"-22 -2y +1<9=>y>f2° —z— 4.
Zajedno prva dva uvjeta daju 23:2

—z -4 <y<iz?—z+ 1 (radiseo
podruCJu odozdo omedenom parabolom y = —w2 —rz—4 a odozgo parabolom
2

y= 2w -4z kOJe je ne ukljucuje niti Jednu od tih parabola).
Osim toga, pOJaVIJuJe se zbog nazivnika (potencija —1) i tre¢i uvjet

(3) logz [logl/3 (22 — 22 — 2y + 1) + 2| # 0. Imamo:

logy /3 (22 — 2z — 2y +1) +2 # 1

logy 3 (2% — 2z — 2y + 1) # —1

22 -2 —2y+1+#3

2y # 22 — 2 — 2

y# 322 —x—1

Dakle, iz rjeSenja treba iskljuciti tocke koje se nalaze na paraboliy = %zz

—x—1.

Zadatak 7 Odredite domenu funkcije f:

W ) =mi - (F52) ]

1
(2) f(l' y) log [logl (z2—2y)+2]

(3) flz,y) =In(In(y — 2*) —In(z +y?))

(4) fla,y) =In (2 +252)

Primjer 8 Odredite D(f) funkcije f(x,y) = 1/1 — log y i rjeSenje predocite
graficki.



Slika 1.3: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 9 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = /logiz—9













































