Poglavlje 1

Dvostruki integral

1.1 Dvostruki integral u pravokutnim koordinatama

Dvostrukim integralom neprekidne funkcije f(z,y) preko ogradenog zatvorenog
podrudja S nazivamo limes dvostruke integralne sume:
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gdje je Ax; = 241 — x; 1 Ayr = Yr+1 — Yk a tocke (z;,yx) pripadaju podrudju
S.

Kod dvostrukog integrala vrlo je bitno pravilno odrediti granice integracije.
Imamo dva osnovna tipa podruéja integracije:

1) Podrudje integracije S omedeno je s lijeva i s desna praveimax =aiz =b
(a < b) a odozdo i odozgo neprekidnim krivuljama y = g1(x) i y = g2(x),
g1(x) < go(x) (vidi sliku). O¢cito se u podru¢ju S varijabla z mijenja od
a do b a varijabla y od g;(z) do ga2(x). Integral ff(s) f(z,y)dzdy sada

postaje:
b g2(x)
J[ t@dedy= [“az [ s
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Primjetimo da je veli¢ina = u integralu fggf((f)) f(z,y)dy konstantna jer

integriramo po y. (vidi sliku 1.1)
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Slika 1.1: U podruéju S, z se mijenja od 2 do 9 a za fiksan z, y se mijenja od
g1(x) do ga(z).

2) Podrudje integracije S omedeno je odozgo i odozdo praveimay = diy = ¢,
(c < d), a slijeva i zdesna neprekidnim krivuljama z = ¢1(y) i = g2(y),
(61(9) < ga(y)). Ovdie se y mijena od ¢ do d a z od g1(y) do ga(y).
Integral [f oy (z,y)dzdy sada mozemo prikazati kao:

/ /( | Foudedy = / “ay /g g(;"') f(@,y)da

i tu veli¢inu y u integralu | 92(¥) f(z,y)dz smatramo konstantnom.

91(y)

Slika 1.2: U podrudju S, y se mijenja od 1 do 4 a za fiksan y, = se mijenja od
91(y) do g2(y).

Svako podrudje integracije nastojimo razdijeliti na podrudja gornjih dvaju
tipova.



Primjer 1 Izracunajte visestruki integral: f02 dy fol (22 + 2y)dx.
Rjesenje: Imamo:
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Primjer 2 Izracunajte dvostruki integral: fi’s dy f;2_4(:c + 2y)dx.

Rjesenje: Imamo:
3 5
/ dy/ (x 4+ 2y)dr = u unutarnjem integralu y je konstanta =
-3 y2—4
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Primjer 3 Rijesite integral: fo% do [ rdr.

sin ¢
Rjesenje: Imamo:
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U slijede¢im zadacima treba napisati krivulje koje omeduju podrucje S po
kojem se integrira i nacrtati to podruéje u koordinatnoj ravnini.
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1) [y de [57 f(x,y)dy
Rjesenje: Podrucje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima x = 1
i z =3 a odozdo i odozgo krivuljama g (z) = 22 i go(7) = 2 + 9.
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Slika 1.3: U podruéju S, z se mijenja od 1 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od
g1(z) = 2% do ga(z) = 2 + 9.

2) [Sda [P fla,y)dy.

Rjesenje: Podrucje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima z = 0
i x =3 a odozdo i odozgo krivuljama g1(x) = 01 ga(x) = V25 — 22.
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Slika 1.4: U podruéju S, x se mijenja od 0 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od

g1(2) =0 do ga(x) = V25 — a2,

3) Jydy [, f(z,y)da.
Rjesenje: Ovo je integral drugog tipa, podrudje integracije omedeno je
odozdo i odozgo pravcima y = 01 y = 4, a slijeva i sdesna krivuljama
(takoder pravcima) g1(y) =y i g2(y) = 10 — y.
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Slika 1.5: U podrudju S, y se mijenja od 0 do 4 a za fiksan y, = se mijenja od
91(y) =y do g2(y) =10 —y.

Zadatak 1 Odredite granice integracije u oba poretka za dvostruki integral
/ [z, y)dxdy
(8)

ako je:

1) S trokut s vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).
Rjesenje: Prvo skiciramo podrudje integracije kako bismo lakse odredili
granice:

"B(1,1)
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Slika 1.6: Trokut sa vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).

Radimo prvo integraciju prvog tipa, = o€ito ide od 0 do 1. Da bismo
odredili kako se mijenja ¥y za fiksni x treba nam samo jednadzba pravca
kroz tocke O i B koji ¢ini gornju granicu integracije (donja granica je,
jasno, g1(x) = 0).
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Slika 1.7: Jednadzbe krivulja za integraciju prvog tipa.

Jednadzba pravca glasi y = x pa imamo da je go(x) = z i konag¢no:

//(S) f(z,y)dady = /01 dzx /OgC F(z,y)dy.

Sada mijenjamo poredak integracije, odnosno prelazimo na integral drugog
tipa. Iz slike je vidljivo da y takoder ide od 0 do 1 a da bi odredili granice
od z za fiksni y, treba nam pravac kroz tocke 0 i B koji ¢ini lijevu medu.
Jednadzba tog pravca glasi (sada je y fiksiran, prisjetimo se) = y pa je
91(y) = y. Desna granica je, otito, pravac x = 1 tj. konstantna funkcija
92(y) = 1.
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Slika 1.8: Jednadzbe krivulja za integraciju drugog tipa.

f(z,y)dzdy = 1 dy 1 f(z,y)dz.
s [

Dakle, imamo:



Slika 1.9: Podrucje S. Vidljivo je da z ide od —2 do 2, a da se y pri tome
mijenja od g1 (x) = 22 (donja granica), do go(z) = 4 (gornja granica).

Na slici je vidljivo da x ide od —2 do 2 a y je za fiskni x ogranicen krivul-
jama g1 (z) = 22 i ga(x) = 4. Stoga imamo:

//(S) fz,y)dxdy = /_22 dz /; f(z,y)dy.

Gledamo drugi poredak integracije, sada se prvo mijenja y od 0 do 4, a
onda za fiksni y, integriramo po z-u od —/y do /y .
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Slika 1.10: Podrucje S. Sada y ide od 0 do 4, a x se pri tome mijenja od
91(y) = —/y (donja granica), do g2(y) = /¥ (gornja granica).




























































