2. KOLOKV1J IZ MATEMATIKE III OGLEDNI PRIMJERAK RJESENJA

(i)

/ Pdx + Qdy + Rdz =
AB

/t P((), (), 2(0)a’ (1) + Qa (), y(b), 2(0)y (£) + Rx(t), u(t), 2(6) ' (1)]dt,

gdje su:

P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, z) odgovarajuce funkcije triju varijabla,
& orijentirani luk prostorne krivulje ¢ — (z(t), y(t), 2(t)),
A= (x(t1),y(t1), 2(t1)), B = (x(t2),y(t2), 2(t2)),

2(t) = S,y (1) = R, () = 0.

Tu je:

t1 =0, to =,

Pla,y,2) =y, Q2. 2) = —a, R(z,,2) = 2,
x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, z(t) = 3t,

2'(t) = —2sint, y'(t) = 2cost, 2/'(t) = 3.

/ ydr — xdy + zdz = / [2sint(—2sint) — 2cost - 2cost + 3t - 3]dt =
o 0

AB

T . 9 T 92 972
= [ [—4(sin“t + cos®t) + 9¢t]dt = | [—4+ 9t]dt = (—4t + 7)|O = —4r + -
0 0

Varijanta: tu je (sl.1.)

ap

C
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x(t) = 3cost, y(t) = 2sint

x'(t) = —3sint, y'(t) = 2cost

t1 =0, to =27

P(z,y) =x+vy, Q(z,y) =z —y (varijable z nema).

2
% (x+y)dr + (x —y)dy = / [(Bcost + 2sint)(—3sint) + (3cost — 2sint)2 cost]dt =
c 0

27 2
= / [~13sintcost 4 6(cos? t — sin® t)]dt = / [T sin 2t + 6 cos 2t)]dt = 0.
0 0



// a—Q—a—Pdd _jq{PdHQdy,

gdje je D podruéje u ravnini koje obrubIJUJe pozitivno orijentirana zatvorena krivulja
I' koja nema tocaka samopresijecanja, a P(x,y), Q(z,y) su odgovarajuce funkcije dviju

varijabla.
8y
xdw—f—ydy— dd = (0—0) - dzdy = 0.
D

Ovdje je D kvadrat koji obrubIJuJe krlvuIJa I.

Varijanta:

]gydx—xdy://l)(a(

—z) Oy //
9 - 9 - 2.97=-1
p. 9y Ydxdy i (—2)dxdy 97 8,

jer je povrsina kruga D jednaka 9.

a=azi+a,j+ak,
gdje su a,(z,y,2), ay(z,y, 2 ) a(x,y, z) funkcije triju varijabla.
Divergencija: diva = d“T + a4y + 5 d“z

oy
i J k
Rotacija: rot(a) = 8% a% 8%

ax ay a
Nabla operator: V = axl + ay_] +3 k
diva = V - a (skalarni umnozak)

rota = V x a (vektorski umnozak)

diva = 2@tst) | 0t) | 0(4e®) _ g 4 41 — 3 (konstantna funkcija).

Jy 0z
i j K
rot(a) = 2 a% 2 =1i(0—22)—j(22—0)+k(0—2y) = —2zi—2xj—2yk

r+y? y+22 z+a2?
div(rota) = div(—2zi —22j —2yk) =04+04+0=0

Za totku T s kartezijevim koordinatama (z,y, z) koja nije na z-osi (tj. za koju je x # 0
ili y # 0) cilindri¢ne koordinate (p, 8, z) dobiju se ovako (sl.2.):

p je udaljenost projekcije T'(x,y,0) totke T na x — y ravninu od ishodista O(0,0, 0).

0 je kut od pozitivne zrake z-osi do spojnice OT’, kreéuéi se suprotno kazaljki sata.

z je uobi¢ajena treca kartezijeva koordinata (aplikata).

Zz

sC 5[ » 2

Vrijedi:

0 < p <400, 0<8 <27 (uradijanima), —co < z < +00.
Veza medu koordinatama:

x =pcosl, y=psinh, z = z.



(ii) p = 2 je jednadzba plasta beskonacnog valjka (cilindra) (sl. 3.).
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z = 4 je jednadzba ravnine usporedne s x — y ravninom na visini 4 (sl.5.).
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(iii) Diferencijal obujma: dV = pdpdfdz.
U cilindri¢nim koordinatama W je zadan nejednakostima:
F<O0<m 0<p<2 0<2<3(sl6.).
Zato je (u posljednjem integralu mnozimo s p):

™ 2 3 ™ 2
/// yzda:ddeZ/ dG/ dp/ psin@-zpdz':/ d@/ gsin@pzdpz
w z 0 0 z 0o 2
9

:/ §Sin9.§d9: (—12cos0)|F = —12(~1-0) =12,



5. (i) Za tocku T s kartezijevim koordinatama (z,y, z) koja nije na z-osi (tj. za koju je x # 0
ili y # 0) sferne koordinate (r, 6, ¢) dobiju se ovako (sl.7.):
r je udaljenost tocke T' od ishodista.

0 je (kao i kod cilindri¢nih koordinata) kut od pozitivne zrake z-osi do spojnice OT”,
krecuéi se suprotno kazaljki sata.

¢ je manji od kutova §to ga zatvara pozitivna zraka z-osi sa spojnicom OT.
Vrijedi: 0 <r < 400, 0<0 <21, 0< ¢ <.
Veza s kartezijevim koordinatama: x = rsin¢cosf, y = rsin¢sinf, z = rcos ¢.
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(ii) r = 2 je jednadzba sfere polumjera 2 sa sredistem u ishodistu (sl.8.).
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0= %Tﬂ je (kao i u cilindri¢nim koordinatama) jednadzba poluravnine okomite na = — y
ravninu (sl.9.).
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(iii) Diferencijal obujma: dV = r? sin ¢drdfde.
U sfernim koordinatama W je zadan nejednakostima (sl.11):
mLh<2m, 0<r<3,0<¢<I.

Zato je (u zadnjem integralu mnozimo s 72 sin ¢):

27
// zdxdydz-/ d9/ dr/ rcos¢ - r? sin gpdp =
o o3 81 m 8l
3
= — e —_— — H_i —_ R
/ dﬁ/ rdr = /3; 2 d 8 2 16

(U drugom smo koraku iskoristili da je fO% cos ¢ sin pde = fog quﬁ =1



