Pitanja iz Primjenjene matematike

Na usmenom ispitu iz primjenjene matematike student (studentica)
slucajno bira kuvertu u kojoj su 5 od navedenih 34 pitanja. Za pozitivhu
ocjenu treba odgovoriti na sva pitanja.

Opca pitanja

10.

11.

12.

Sto je skup ishoda (elementarnih dogadaja) u nekom pokusu?
Ispisite skup ishoda u pokusima: a) bacanje kocke 1 put, b) bacanje novc¢ica 2 puta, c)
biranje dvoc¢lanog podskupa iz n-¢lana skupa.

Kako se skupovno interpretira dogadaj? Zapisite skup svih dogadaja u pokusima bacanja
kocke 1 put, te bacanja novc¢i¢a 2 puta. Objasnite zaSto ima jednako dvoclanih i
cetveroclanih podskupova kod bacanja kocke jedan put.

Definirajte operacije zbrajanja i mnoZenja dogadaja te objasnite kako se te operacije
skupovno interpretiraju. Sto je suprotni dogadaj i kako se skupovno interpretira?

Sto je algebra dogadaja i koja su svojstva operacija u algebri dogadaja?

Sto je vjerojatnost dogadaja i koja su joj svojstva? Objasnite to u slu¢aju pokusa s
kona¢no mnogo ravnopravnih ishoda.

Objasnite formulu za vjerojatnost zbroja dvaju dogadaja. Kako se pomoce nje izvodi
formula vjerojatnosti zbroja triju ili viSe dogadaja? Sto je s tim formulama ako se
dogadaji iskljucuju, a Sto ako su nezavisni?

Sto je uvjetna vjerojatnost dogadaja i kako se ra¢una? Objasnite to na nekom primjeru.
Objasnite produktnu formulu (formulu za vjerojatnost umnoska dogadaja).

Sto zna¢i da se dogadaji isklju¢uju, a §to da su nezavisni? Objasnite tipi¢ni primjer
nezavisnosti dogadaja. Objasnite kako se ti pojmovi ocituju kod formula za vjerojatnost
zbroja (dvaju ili vise) dogadaja i za vjerojatnost umnoska (dvaju ili viSe) dogadaja.

Sto je potpun skup dogadaja? Napisite nekoliko potpunih skupova dogadaja u pokusu
bacanja kocke 3 puta.

Napisite i izvedite formulu potpune vjerojatnosti. Navedite neki primjer uporabe te
formule.

NapiSite i izvedite Bayesovu formulu. Zasto se ta formula zove i provjera hipoteze?
Formulirajte neki primjer.

Definirajte slucajnu varijablu. Koja je osnovna podjela slu€ajnih varijabla? Navedite
primjere vaznih slucajnih varijabla (razdioba vjerojatnosti)?



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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25.

26.

27.

28.

29.

30

Definirajte diskretnu slucajnu varijablu. Navedite vazne diskretne slucajne varijable.

Definirajte kontinuiranu slu¢ajnu varijablu. Objasnite kako se racuna vjerojatnost u
slucaju takvih varijabla. Navedite vaZne kontinuirane slu¢ajne varijable.

Sto je funkcija distribucije, a §to funkcija gustoce slutajne varijable? Koja je veza medu
njima? NapiSite te funkcije za vazne slucajne varijable.

Sto je o¢ekivanje, a §to varijanca slugajne varijable i koja je njihova fizikalna
interpretacija? NapiSite te veli¢ine u slucaju vaznih razdioba vjerojatnosti?

Objasnite analogiju izmedu diskretnih i kontinuiranih slucajnih varijabla.

Definirajte binomnu razdiobu vjerojatnosti te navedite i objasnite tipicnu situaciju u kojoj
se ona pojavljuje.

Definirajte Poissonovu razdiobu vjerojatnosti, navedite tipi¢nu situaciju u kojoj se ona
pojavljuje te izvedite ocekivanje i varijancu te razdiobe.

Definirajte eksponencijalnu razdiobu vjerojatnosti, navedite tipi¢nu situaciju u kojoj se
pojavljuje, izvedite funkciju distribucije i o¢ekivanje.

Definirajte normalnu razdiobu vjerojatnosti, navedite tipi¢ne primjere u kojima se
pojavljuje, objasnite kako se racuna vjerojatnost i objasnite pravilo tri sigme.

Definirajte jedini¢nu normalnu razdiobu, Laplaceovu funkciju i objasnite kako se ostale
normalne razdiobe svode na jedini¢nu.

Sto je transformacija slu¢ajne varijable. Objasnite i na primjeru normalne razdiobe.

Sto znaci da su dvije slucajne varijable nezavisne? Kako se nezavisnost slucajnih
varijabla odrazava na ocekivanje i varijancu.

Kako procjenjujemo ocekivanje, a kako varijancu slucajne varijable na osnovi nezavisnih
mjerenja te slucajne varijable? Sto je to standardna grjeska i kojio joj je smisao?

Sto je interval pouzdanosti i kako se odreduje? Objasnite uloge jedini¢ne normalne i t-
razdiobe.

Objasnite t-test i F-test.
Objasnite - test.

Sto je pribliZno rjesenje jednadzbe? Sto je interval izoliranosti rjeSenja? Objasnite na
primjeru jednadzbe 2x° +3x> —5x—1=0.

. Objasnite metodu tangente. Pripremite za tu metodu jednadzbu e = x +1.



31. Objasnite metodu iteracije. Pripremite za tu metodu jednadzbu e*> = x +1.

32. Sto je ocjena grjeske priblizne metode rje$avanja jednadzbe, a §to je tonost rjesenja
jednadZbe? Objasnite na primjeru metoda tangente i iteracije.

33. Objasnite metodu najmanjih kvadrata i navedite tipi¢ne primjere u inZenjerstvu u kojima
se primjenjuje ta metoda.

34. Izvedite metodu najmanjih kvadrata u slucaju linearne veze. Navedite primjere
nelinearnih veza koje se svode na linearne.

Odgovori na neka pitanja

2. Dogadaj se skupovno interpretira kao podskup skupa ishoda. U toj interpretaciji dogadaj se
sastoji od onih ishoda koji Cine taj dogadaj.

Bacanje kocke jedan put.

U tom se pokusu skup ishoda interpretira skupom S={1,2,3,4,5,6}, a dogadaji podskupovima
skupa S. To su:

@ (nemoguci dogadaj);

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6};
{1.2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{3.4},{3,5},{3,6},{4.5},{4.6}.{5,6 };
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},{1,4,6},{1,5,6},{2,3,4},
{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6},{2,5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6};
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,3,6},{1,3,4,5},{1,3,4,6},{1,3,5,6},{2,3,4,5},{2,3,4,6},{2,4,5,6},
{3,4,5,6};

{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6}{1,2,3,5,6},{1,2,4,5,6},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,6};

S (sigurni dogadaj).

Dvoclanih podskupova ima jednako kao i ¢etveroclanih jer je komplement svakog dvoclana
podskupa Sestero€lana skupa cetvero€lan posdskup i obratno. To se moZe objasniti i
simetri¢no$¢u binomnih koeficijenata.

Bacanje novcica dva puta.

U tom se pokusu skup ishoda interpretira skupom S = {PP,PG,GP,GG}, a dogadaji
podskupovima skupa S. To su:

@,

{PP}.{PG},{GP},{GG};

{PP,PG},{PP,GP},{PP,GG},{PG,GP},{PG,GG},{GP,GG};
{PP,PG,GP},{PP,PG,GG},{PP,GP,GG},{PG,GP,GG};

S.

5. Vjerojatnost je funkcija p koja svakom dogadaju pridruZzuje neki broj iz segmenta [0,1], a
ima svojstva:
@) p(S) = 1 (vjerojatnost sigurnog dogadaja je 1)
(i)  p(A+B) =p(A) + p(B), ako se dogadaji A,B iskljucuju.
Funkcija p ima dodatna svojstva koja se mogu izvesti iz svojstva (i), (ii):
(iii)) p(A)=1-p(A) (formula vjerojatnosti suprotnog dogadaja),
posebice je p(9) = 1.



(iii))  p(A+B) =p(A) + p(B) — p(AB), za svaka dva dogadaja A,B.

U slucaju pokusa s kona¢no mnogo ravnopravnih ishoda vjerojatnost dogadaja moze se
definirati kao kvocijent broja povoljnih moguénosti i broja svih moguénosti. To znaci da ako

ukupno ima »n ishoda i ako se dogadaj A sastoji od m ishoda, onda je p(A) = n Drugim
n

rijecima, ako su dogadaji ravnopravni, onda njihove vjerojatnosti moraju biti medusobno
jednake, a budu¢i da je ukupna vjerojatnost 1 (svojstvo (i)), iz uzastopne primjene svojstva

(i1) slijedi da je vjerojatnost svakog ishoda 1 . Kako se A sastoji od m ishoda, iz (ii) slijedi
n

daje p(A) = ml .
n

14. Kontinuirana slucajna varijabla jest slucajna varijabla koja prima svaku vrijednost iz
nekog intervala, svaku od njih s vjerojatnoscu 0. Takoder, kontinuirana slucajna varijabla jest
takva slucajna varijabla kojoj je funkcija distribucije neprekinuta.

Neka je X kontinuirana slucajna varijabla,

neka je f njena funkcija gustoce i neka je F

njena funkcija distribucije. Tada je vjerojatnost

da X postigne vrijednost izmedu realnih brojeva

a,b jednaka razlici vrijednosti funkcije F u tim

brojevima, odnosno povr$ini ispod grafa funkcije f

izmeduaib.

b
Kraée: p(a<X<b) = F(b) - F(a) = j f(x)dx.

Primjeri vaznih kontinuiranih slucajnih varijabla:
normalna, eksponencijalna, Studentova.

24. Diskretne slucajne varijable X, Y medusobno su nezavisne ako vrijedi: p((X=a)(Y=Db)) =
p(X=a)p(Y=b), za svaka dva realna broja a,b.

Kontinuirane slu¢ajne varijable X,Y nezavisne su ako vrijedi p((a<X<b)(c<Y<d)) =
p(a<X<b)p(c<Y<d), za svaka dva intervala <a,b>, <c,d>.

Te se definicije mogu zapisati i pomocu uvjetne vjerojatnosti.

Ocekivanje umnoska dviju nezavisnih slu€ajnih varijabla jednak je umnoSku njihovih
ocekivanja: E(XY) = E(X)E(Y).

Za varijancu linearne kombinacije nezavisnih slu¢ajnih varijabla vrijedi:

V(@X+bY) = a’V(X)+ bV (Y).

Sli¢no je za viSe nezavisnih slucajnih varijabla.

26. Interval poudanosti jest interval unutar kojeg se s odredenom vjerojatnos¢u nalazi
mjerena veli¢ina koja je normalno distibuirana. Neka je ocekivanje g mjerene veliCine



procijenjeno aritmetickom sredinom x dobivenom iz n mjerenja te veli¢ine, neka je
—\ 2 —\ 2
, (x=X)"+..+(x,—X) . .. v s .
s = procjena varijance te veli¢ine 1 s. = —= standardna grjeska.

n—1 \/;

Interval pouzdanosti uz vjerojatnost 1-2p jest interval <)_c —-&X+ €> , ako vrijedi:

px—e<u<x+&21-2p
Obicno se uzima 1-2p = 0.95.

Ako je broj mjerenja veci od 30, onda se € odreduje iz jednakosti 2¢(i) =1-2p (gdje
Sz

je¢ Laplaceova funkcija), tj. €=¢"'(0.5— p)-s.
Ako je broj mjerenja mali, onda je £ =1,(k)-s;, gdje je k =n-1, T Studentova razdioba s k
stupnjeva slobode i p(IT I27,(k)) =2p . Broj 1, (k) o¢itavamo iz tablice t-razdiobe i on je

veci od pripadne vrijednosti dobivene pomocu Laplaceove funkcije, Sto znaci da je interval
pouzdanosti (uz istu vjerojatnost) Siri ako je broj mjerenja mali.
Jedini¢na normalna (u prvom slucaju), odnosno t-razdioba (u drugom slu¢aju) pojavljuje se

e o X T . L o e
zato §to je # jedini¢na normalna razdioba ako je mjerena veli¢ina normalno distribuirana

(odnosno Studentova razdioba s k stupnjeva slobode ako je mjerena veli¢ina normalno
distribuirana). Ako je k dovoljno velik (oko 30), Studentova razdioba pribliZno je jednaka
jedini¢noj normalnoj.

29. Priblizno rjeSenje jednadZzbe f(x) = 0, jest bilo koji realni broj « takav daje f(a) =0.
Interval izoliranosti rjeSenja jednadZbe jest zatvoreni interval [a,b] unutar kojega se nalazi
samo jedno rjeSenje te jednadzbe.

Dovoljni uvjeti da bi [a,b] bio interval izoliranosti rjeSenja jednadZbe f(x) = 0, za neprekinutu

funkciju f kojoj su prva i druga derivacija takoder neprekinute na [a,b]:

@) f(a)f(b)<0 (time se osigurava da jednadZba ima bar jedno rjeSenje u tom
intervalu; tu je vaZzno da f bude neprekinuta)

(ii) f” nema nultocaka na intervalu [a,b] (to znaci da je " ili strogo pozitivna ili strogo
negativna na [a,b]; to pak znaci da funkcija f ili strogo raste ili strogo pada na tom
intervalu; time se postiZe da jednadZba ima tocno jedno rjeSenje na tom intervalu; tu
je vazno da je f” neprekinuta funkcija na [a,b])

Za metodu tangente zahtijeva se da interval izoliranosti ima i svojstvo:

@iii))  f”" nema nultocaka na intervalu [a,b] (to znaci da je f*” ili strogo pozitivna ili strogo
negativna na [a,b]; to pak znaci da je funkcija f ili strogo konveksna ili strogo
konkavna na tom intervalu; tu je vazno da je f*” neprekinuta na [a,b]).

Akoje f(x)=2x"+3x>-5x—1,ondaje f'(x)=6x"+6x-5, f (x)=12x+6,a

jednadZzba f(x) = 0 ima tri rjeSenja. Za intervale izoliranosti moZemo uzeti redom intervale

[-3.-2], [-0.4,0], [1,2]. Naime:

f(-3)f(-2) =-13-5<0,

Lako se vidi da je

f”” < 0 na intervalu [-3,-2];
specijalno f” je strogo padajuca
na tom intervalu. Kako je

f’(-2) =7 > 0, zaklju€ujemo da je



prva derivacija strogo pozitivna
na tom intervalu.

f(-0.4) f(0) = 1.352:(-1) < 0,
Lako se vidi da je

f”” > 0 na intervalu [-0.4,0];
specijalno f” je strogo rastuca

na tom intervalu. Kako je

f°(0) = -5 < 0, zaklju€ujemo da je
prva derivacija strogo negativna
na tom intervalu.

f(Hf2) =(-1)-17 <0,

Lako se vidi da je

f” > 0 na intervalu [1,2];
specijalno f” je strogo rastuca
na tom intervalu. Kako je

f’(1) =7 > 0, zaklju¢ujemo da je
prva derivacija strogo pozitivna
na tom intervalu.

Primjer usmenog ispita

1. Objasnite formulu za vjerojatnost zbroja dvaju dogadaja. Kako se pomoce nje izvodi
formula vjerojatnosti zbroja triju ili viSe dogadaja? Sto je s tim formulama ako se
dogadaji iskljucuju, a Sto ako su nezavisni?

2. Definirajte slucajnu varijablu. Koja je osnovna podjela slucajnih varijabla? Navedite
primjere vaZznih slu€ajnih varijabla (razdioba vjerojatnosti)?
3. Sto je funkcija distribucije, a to funkcija gustoce slucajne varijable? Koja je veza

medu njima? NapiSite te funkcije za vazne slucajne varijable.

4. Objasnite metodu iteracije. Pripremite za tu metodu jednadzbu e*> = x+1.

5. Objasnite metodu najmanjih kvadrata i navedite tipi€ne primjere u inZenjerstvu u
kojima se primjenjuje ta metoda.



