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Izvedbeni program iz Matematike 1.
(za sve studije)

Lekcije.

1. Realni i kompleksni brojevi.

2. Dvodimenzionalni, trodimenzionalni i n-dimenzionalni realni vektorski
prostor.

3. Zapis nekih transformacija ravnine i prostora - pojam matrice i lin-
earnog operatora.

4. Algebra matrica. Inverzna matrica. Determinanta.

5. Skalarni, vektorski i mješoviti umnožak vektora.

6. Linearni sustav i njegovo rješavanje.

7. Pojam i geometrijsko i fizikalno značenje svojstvene vrijednosti i svo-
jstvenog vektora.

8. Pojam funkcije, grafa i inverzne funkcije.

9. Elementarne funkcije. Funkcije važne u primjenama.

10. Pojam niza, limesa niza, reda i limesa funkcije.

11. Pojam derivacije, geometrijsko i fizikalno značenje.

12. Svojstva derivacija. Derivacije elementarnih funkcija.

13. Linearna aproksimacija, kvadratna aproksimacija i Taylorov red.

14. Pad, rast, lokalni ekstremi, konveksnost, konkavnost, točke infleksije
i njihovo fizikalno značenje.

15. Ispitivanje toka funkcija pomoću derivacija.
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Lekcije iz Matematike 1.

1. Realni i kompleksni brojevi

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se ponavljaju osnovna svojstva brojeva, pojmovi vezani uz brojeve i
operacije s brojevima. Obra�uje se trigonometrijski prikaz kompleksnog broja.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Brojevima se rje²avaju dva temeljna prakti£na problema:
brojenje, prebrojavanje - pomo¢u prirodnih brojeva.
mjerenje - pomo¢u realnih brojeva.
Iako kompleksni brojevi imaju i �zikalnu i geometrijsku primjenu, oni su prven-
stveno uvedeni iz teoretskih razloga - da bi svaka algebarska jednadºba imala
rje²enje.

III. Potrebno predznanje

Poznavanje osnovnih skupova brojeva i operacija s njima:

Skup prirodnih brojeva N. Primjeri: 1, 2, 3, ..., 25, ...

Skup cijelih brojeva Z. Primjeri: 0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, ...
Svaki je prirodni broj ujedno i cio, me�utim, ima cijelih brojeva koji nisu
prirodni - to su negativni cijeli brojevi i broj 0.

Skup racionalnih brojeva Q. Primjeri: 1
2 , 2

25 −
2
3 , 17

12 , .... Op¢enito, broj
je racionalan ako se moºe predo£iti kao razlomak s cjelobrojnim brojnikom i
nazivnikom. Svaki je cijeli broj (dakle i prirodni) ujedno i racionalan, me�utim
ima racionalnih brojeva koji nisu cijeli. Na primjer, 1

2 je racionalan, ali nije cio
broj.

Skup realnih brojeva R - skup kojeg £ine racionalni i iracionalni brojevi.
Primjeri:

1, 0,−7,
2
5
, π,

√
2,

5
√

6, ...

Svaki je racionalni broj (dakle i cijeli, prirodni) ujedno i realan, me�utim ima
realnih brojeva koji nisu racionalni. Na primjer, π,

√
2, 5
√

6 nisu racionalni
ve¢ iracionalni (ne mogu se predo£iti kao razlomak s cjelobrojnim brojnikom
i nazivnikom).
Intuitivno, pozitivni realni brojevi jesu brojevi kojima se moºe izmjeriti svaka
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duºina.

Decimalni zapis realna broja. Primjeri: 3.14, 3.16, 1.732, −2.1313...,...
(prva tri su kona£ni, a £etvrti je beskona£an).
Svaki kona£an decimalni zapis moºe se shvatiti i kao beskona£an. Na primjer,

0.5 = 0.5000..., 0.08 = 0.08000...

me�utim, ima brojeva koji nemaju kona£an decimalni zapis, primjerice broj sa
zapisom −2.1313....
Racionalni brojevi imaju kona£an ili beskona£an periodan decimalni zapis. Na
primjer:

1
2

= 0.5,
2
25

= 0.08, −2
3

= −0.666...,
17
12

= 1.41666...,−211
99

= −2.1313...

Iracionalni brojevi imaju beskona£an neperiodan zapis.
Na primjer, zapis 1.010010001... (broj nula u zapisu izme�u dviju jedinica
pove¢ava se za 1) je neperiodan pa je to zapis iracionalna broja.
�esto se umjesto decimalni zapis govori decimalni broj. Ako se to prihvati,
onda je skup realnih brojeva upravo skup decimalnih brojeva.

Znanstveni zapis (notacija) realna broja - to je zapis pomo¢u potencije
broja 10 (naro£ito pogodan za vrlo velike i vrlo male brojeve).

Primjer 1. 375.26 = 3.7526 · 102 (desno je znanstveni, a lijevo obi£an deci-
malni). Sli£no:
37.526 = 3.7526 · 101

3.7526 = 3.7526 · 100

0.37526 = 3.7526 · 10−1

0.0000375.26 = 3.7526 · 10−5

3752.6 = 3.7526 · 103

U decimalnom zapisu nekog broja prva znamenka razli£ita od nule zove se
i prva zna£ajna znamenka. Treba uo£iti njeno zna£enje pri odre�ivanju
znanstvenog zapisa.

Skup kompleksnih brojeva C. Primjeri:

2 + 3i, 2− 3i,
√

2i, i, ...

i je imaginarna jedinica i ima svojstvo

i2 = −1

(zato ona nije realan broj, naime kvadrat realnog broje ne moºe biti negativan).
Svaki se kompleksni broj moºe zapisati kao a + bi (taj se zapis £esto naziva
algebarskim zapisom). Tu je a realni dio, a b imaginarni dio. Algebarski
zapis kompleksna broja je jedinstven. Ta se vrlo vaºna £injenica kra¢e moºe
zapisati kao:

Ako je a + bi = c + di onda je a = c i b = d
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Broj oblika bi je £isto imaginaran, primjerice, 3i,
√

2i, ...,
brojevi a + bi i a − bi me�usobno su kompleksno konjugirani. Na primjer,
brojevi 2 + 3i i 2 − 3i su kompleksno konjugirani, tako�er i brojevi 2i i −2i.
Kompleksno konjugirani broj broja z ozna£avamo s crticom iznad z, dakle z̄.
Svaki je realni broj (dakle i racionalni, cijeli, prirodni) ujedno i kompleksan
(imaginarni dio mu je 0), me�utim ima kompleksnih brojeva koji nisu realni (to
su upravo oni kojima je imaginarnio dio razli£it od 0).

Algebarske operacije s brojevima. Poznato je da se realni brojevi mogu
zbrajati i mnoºiti (i da operacije zbrajanja i mnoºenja imaju odre�ena svojstva).
Pritom su zbroj i umnoºak racionalnih brojeva opet racionalni brojevi (sli£no je
za cijele i prirodne). Oduzimanje moºemo shvatiti kao zbrajanje sa suprotnim
brojem:

a− b = a + (−b)

a dijeljenje kao mnoºenje s recipro£nim brojem:

a : b = a
1
b

S nulom se ne moºe dijeliti! Drugim rije£ima, nula ne moºe biti nazivnik
nekog razlomka.

Kompleksni se brojevi zbrajaju (i oduzimaju) prema pravilu: realan s real-

nim, imaginaran s imaginarnim. Dakle:

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i; (a + bi)− (c + di) = (a− c) + (b− d)i

Na primjer: (2 + 3i) + (4− 5i) = 6− 2i; (2 + 3i)− (4− 5i) = −2 + 8i.

Kompleksni se brojevi mnoºe prema pravilu svaki sa svakim, pritom se koristi
£injenica da je i2 = −1. Dobije se:

(a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i

Na primjer (2 + 3i)(4− 5i) = 23 + 2i.

Mnoºenje realnog i kompleksnog broja je jednostavnije:

λ(a + bi) = (λa) + (λb)i

Na primjer, 5(2 + 3i) = 10 + 15i.

Dijeljenje se svodi na mnoºenje pro²irivanjem s konjugiranim nazivnikom. Na
primjer:

(2 + 3i) : (4− 5i) =
2 + 3i

4− 5i
=

2 + 3i

4− 5i
· 4 + 5i

4 + 5i
=
−7 + 22i

41
=
−7
41

+
22
41

i

Pri mnoºenju nazivnika primijenili smo formulu za razliku kvadrata:

(4− 5i)(4 + 5i) = 42 − (5i)2 = 16− (−25) = 41
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Op¢enito vrijedi (mnoºenje kompleksno-konjugiranih brojeva):

(a + bi)(a− bi) = a2 + b2

(rezultat je uvijek pozitivan, osim ako je a = b = 0).

Geometrijsko predo£avanje brojeva

Realni se brojevi geometrijski predo£avaju brojevnim (koordinatnim)
pravcem - pravcem na kojemu su istaknute dvije to£ke: jedna odgovara broju
0, to je ishodi²te koordinatnog sustava, a druga broju 1 (time je odre�ena
jedini£na duljina - udaljenost od broja 0 do broja 1 na pravcu. Pri ovo
predo£avanju svakoj to£ki pravca odgovara to£no jedan realan broj (koordinata
to£ke) i svakom realnom broju to£no jedna to£ka pravca (Slika 1).

Kompleksni se brojevi geometrijski predo£avaju koordinatnom ravninom
(kompleksnom ravninom) tako da se kompleksni broj a + bi poistovijeti s
ure�enim parom realnih brojeva (a, b), a taj ure�eni par s to£kom koordi-
natne ravnine (Slika 2). Pritom su realni brojevi predo£eni pravcem (kao i
prije), £isto imaginarni pravcem okomitim na taj pravac, a broj 0 je u ishodi²tu
koordinatnog sustava (u presjeku tih dvaju pravaca).

4



Apsolutna vrijednost broja

Apsolutna vrijednost |a| realnog broja a je udaljenost tog broja od nule
na brojevnom pravcu. Na primjer |2| = 2, | − 2| = 2, |0| = 0. Op¢enito je
|a| = | − a| tj. uvijek po dva broja, broj i njemu suprotni broj imaju istu
apsolutnu vrijednost (izuzetak je 0, ali to, na neki na£in vrijedi i za nju jer je
nula sama sebi suprotna).
Sli£no je za kompleksne brojeve: apsolutna vrijednost |a+bi| kompleksnog broja
a + bi je njegova udaljenost od ishodi²ta u kompleksnoj ravnini. Vidimo (Slika
3) da je (iz Pitagorina pou£ka):

|a + bi| =
√

a2 + b2

Na primjer: |3 + 4i| = 5, |2 + 3i| =
√

13, |3i| = 3.
Vidimo da vrijedi |a + bi| =

√
(a + bi)(a− bi), kra¢e

|z| =
√

zz̄

Kao poseban slu£aj formule za apsolutnu vrijednost kompleksna broja dobije se
formula za apsolutnu vrijednost realna broja:

|a| =
√

a2

Naime, |a| = |a + 0 · i| =
√

a2 + 02 =
√

a2

Uspore�ivanje brojeva
Operacije zbrajanja, oduzimanja, mnoºenja i dijeljenja s kompleksnim broje-
vima imaju ista svojstva kao i operacije s realnim (odnosno racionalnim) broje-
vima. Jedna od vaºnih razlika je u tome ²to se realni brojevi mogu uspore�ivati:
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za svaka dva realna broja a, b vrijedi

a = b ili a < b ili a > b

dok to za kompleksne brojeve ne vrijedi (oni se mogu uspore�ivati samo po
apsolutnim vrijednostima). Vidimo da vrijedi (Slika 4):

a < b ako je a lijevo od b na brojevnom pravcu

Tako�er
a < b ako je b− a > 0

Geometrijsko predo£avanje umno²ka realnog i kompleksnog broja

Kompleksan broj z 6= 0 i njegov umnoºak λz s realnim brojem λ 6= 0 £ine
posebnu geometrijsku kon�guraciju:
Brojevi z i λz su na pravcu koji prolazi ishodi²tem; pritom su oni s iste strane
ishodi²ta ako je λ > 0, a s razli£itih strana ako je λ < 0 (Slike 5 i 6).
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Primjer 2.
(i) Brojevi z = 3 + 2i i 2z = 6 + 4i na istoj su zraci koja po£inje u ishodi²tu
(Slika 7).

(ii) Brojevi z = 3+2i i −2z = −6−4i na istom su pravcu koji prolazi ishodi²tem,
ali s razli£itih strana ishodi²ta (Slika 8).

Geometrijsku predodºbu umno²ka (odnosno kvocijenta) dvaju kompleksnih bro-
jeva opisat ¢emo poslije.
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Geometrijsko predo£avanje zbroja i razlike kompleksnih brojeva

Kompleksni brojevi z1, z2, z1 + z2 i 0 jesu vrhovi paralelograma; pritom su
z1, z2 jedan par nasuprotnih vrhova, a 0, z1 + z2 drugi (Slika 9).

Izuzetak je samo ako su z1, z2 na istom pravcu koji prolazi ishodi²tem, na
primjer ako su oba realni. Tada su sva £etiri broja na istom pravcu - degenerirani
paralelogram (Slika 10).

To je zato ²to je tada z2 = λz1 za neki realni broj λ (gledamo slu£aj kad su
z1, z2 razli£iti od nule). Zato je z1 + z2 = (1 + λ)z1 pa su svi brojevi na istom
pravcu kroz ishodi²te.

Primjer 3. (i) Brojevi 1, i, 1 + i, 0 vrhovi su kvadrata (pri £emu su 1, i
nasuprotni vrhovi (Slika 11).
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(ii) Brojevi 1, 3 + 2i, 4 + 2i, 0 vrhovi su paralelograma (Slika 12).

(iii) Brojevi 2 + 3i,−4− 6i,−2− 3i, 0 na istom su pravcu (tu je z2 = −2z1).

Kompleksni brojevi z1, z2, z1 − z2 i 0 jesu vrhovi paralelograma; pritom su
z1, 0 jedan par nasuprotnih vrhova, a z2, z1 − z2 drugi (Slika 13).
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Kao i kod zbrajanja, postoje izuzeci.

Primjer 4. (i) Brojevi 1, i, 1 − i, 0 vrhovi su paralelograma (pri £emu su
1, 0 nasuprotni vrhovi (Slika 14).

(ii) Brojevi 1, 3 + 2i,−2− 2i, 0 vrhovi su paralelograma (Slika 15).

(iii) Brojevi 2 + 3i,−4− 6i, 6 + 9i, 0 na istom su pravcu.
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IV. Nove de�nicije i tvrdnje

Trigonometrijski prikaz kompleksna broja

Neka je z = a + bi kompleksan broj razli£it od 0. Tada spojnica broja z s
ishodi²tem kompleksne ravnine £ini kut s pozitivnom realnom zrakom. Taj se
kut zove argument ili kut kompleksnog broja z i ozna£ava kao Arg(z) (Slika
16).

Vidimo da je
0 ≤ Arg(z) < 360◦

Kad god to ne bude stvaralo zabunu, argument kompleksnog broja ozna£avat
¢emo, kako i ina£e ozna£avamo mjere kuta, gr£kim slovima.

Primjer 5.
(i) Argument kompleksnog broja z = 1 + i je 45◦. Pi²emo Arg(z) = 45◦ ili

arg(1 + i) = 45◦ ili, jednostavno, α = 45◦ (Slika 17).

(ii) Argument kompleksnog broja z = 1 − i je 360◦ − 45◦ = 315◦. Pi²emo
Arg(z) = 315◦ ili arg(1− i) = 315◦ ili, jednostavno, β = 315◦ (Slika 18).
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Treba uo£iti sljede¢e tri vaºne £injenice:
1. Kompleksni brojevi koji imaju isti argument kao i z £ine u kompleksnoj
ravnini zraku s po£etkom u ishodi²tu koja prolazi kroz z, bez samog ishodi²ta
(Slika 19).

2. Kompleksni brojevi koji imaju istu apsolutnu vrijednost kao i z £ine u
kompleksnoj ravnini kruºnicu sa sredi²tem u ishodi²tu koja prolazi kroz z, dakle
ima polumjer |z| (Slika 20).
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3. Svaki je kompleksni broj z razli£it od 0 jednozna£no odre�en svojim
argumentom (kutom) i svojom apsolutnom vrijedno²¢u (Slika 21).

Primjer 6. Prikaºimo u kompleksnoj ravnini kompleksni broj z ako je:
(i) |z| = 2 i α = 60◦ (Slika 22)
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(ii) |z| = 2 i α = 180◦ (Slika 23)

(iii) |z| = 2 i α = 270◦ (Slika 24)

Iz cos α = a
|z| i sinα = b

|z| , dobijemo (Slika 25),

z = a + bi = |z| cos α + |z| sinα · i = |z|(cos α + sinα · i)
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To je trigonometrijski prikaz kompleksnog broja. Obi£no se pi²e tako da
i i sinα zamijene mjesta

z = |z|(cos α + i sinα)

Primjer 7. Odredimo trigonometrijski prikaz kompleksnih brojeva iz Prim-
jera 5.

(i) z = 1 + i, |z| =
√

2, α = 45◦ pa je:

z = |z|(cos α + i sinα) =
√

2(cos 45◦ + i sin 45◦)

(ii) z = 1− i, |z| =
√

2, β = 135◦ pa je:

z = |z|(cos β + i sinβ) =
√

2(cos 135◦ + i sin 135◦)

Primjer 8. Odredimo kompleksni broj z (tj. odredimo njegov algebarski
prikaz) ako je: |z| = 2 i α = 60◦.

z = |z|(cos α + i sinα) = 2(cos 60◦ + i sin 60◦) = 2(
1
2

+
√

3
2

i) = 1 +
√

3i

Geometrijska interpretacija brojeva cos α+i sinα - jedini£na kruºnica.

Brojevi cos α + i sinα imaju modul 1, jer je cos2 α + sin2 α = 1 pa se nalaze
na jedini£noj kruºnici (Slika 26).

Moºemo zami²ljati kako ti brojevi obilaze jedini£nu kruºnicu suprotno kazaljci
sata (po£ev²i od broja 1), dok se kut α mijenja od 0◦ do 360◦ (opet broj 1).
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Tako�er moºemo zami²ljati da se kut α sve vi²e poveáva, pa dok se promijeni
od 360◦ do 720◦, brojevi ¢e jo² jednom obi¢i kruºnicu itd. Pritom za kutove

α, α + 360◦, α + 720◦, ...

imamo iste kompleksne brojeve. Svi ti kutovi α+k ·360◦, gdje k prolazi skupom
cijelih brojeva, nazivaju se argumentima; oni su argumenti od istog komplek-
snog broja z, pi²emo

arg(z) = α + k · 360◦

dok se Arg(z) onda naziva glavnim argumentom.

Primjer 9. (i) Arg(i) = 90◦ (glavni argument), dok su svi argumenti
arg(i) = 90◦ + k · 360◦. Na primjer
za k = 0 dobijemo glavni argument
za k = 1 dobijemo argument

90◦ + 360◦ = 450◦

To treba tuma£iti tako da kad iz broja 1 kruºimo jedini£nom kruºnicom za kut
450◦ suprotno kazaljci sata dolazimo u broj i (u me�uvremenu ¢emo jednom
pro¢i kroz i, ali ¢emo nastaviti kruºenje), slika 27.

Za k = −1 dobijemo argument

90◦ + (−1)360◦ = −270◦

To treba tuma£iti tako da kad iz broja 1 kruºimo jedini£nom kruºnicom za kut
270◦ u skladu s kazaljkom na satu (zbog negativnog predznaka), dolazimo
u broj i (Slika 28).
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(ii) Arg(1+
√

3i) = 60◦ (glavni argument - Primjer 8.), dok su svi argumenti
arg(1 +

√
3i) = 60◦ + k · 360◦. Na primjer

za k = 0 dobijemo glavni argument
za k = 1 dobijemo argument

60◦ + 360◦ = 420◦

To treba tuma£iti tako da kad iz broja 2 kruºimo kruºnicom polumjera 2 (jer
kompleksni broj ima modul 2) za kut 420◦ suprotno kazaljci sata dolazimo
u broj 1 +

√
3i (u me�uvremenu ¢emo jednom pro¢i kroz 1 +

√
3i, ali ¢emo

nastaviti kruºenje), slika 29.
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Za k = −1 dobijemo argument

60◦ + (−1)360◦ = −300◦

To treba tuma£iti tako da kad iz broja 2 kruºimo kruºnicom polumjera 2 za kut
300◦ u skladu s kazaljkom na satu, dolazimo u broj 1 +

√
3i (Slika 30).

Geometrijska interpretacija potenciranja na jedini£noj kruºnici -
Moivreova formula.

Ako je z = cos α + i sinα (tj. ako je z na jedini£noj kruºnici), onda je:
z2 = cos(2α) + i sin(2α) tj. z se kvadrira tako da mu se argument udvostru£uje
(Slika 31).
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Sli£no:
z3 = cos(3α) + i sin(3α) tj. z se kubira tako da mu se argument utrostru£uje
(Slika 32).

Op¢enito
zn = cos(nα) + i sin(nα)

tj. z se potencira tako da mu se argument pomnoºi s eksponentom. To je
Moivreova formula.

Primjer 10. Ako je z = i, onda je z2 = −1, z3 = −i, z4 = 1, z5 = i, ...
(Slika 33).

Vidimo da potencije ostaju na jedini£noj kruºnici, samo se argument ud-
vostru£uje, utrostru£uje itd. Naime, argumenti su, redom, 90◦, 180◦, 270◦, 360◦, ...
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Moivreova formula moºe se primijeniti na sve kompleksne brojeve razli£ite
od 0, a ne samo one modula 1 (na jedini£noj kruºnici):

Ako je z = |z|(cos α + i sinα), onda je zn = |z|n(cos(nα) + i sin(nα))

Kompleksni se broj potencira tako da mu se apsolutna vrijednost
potencira, a kut pomnoºi eksponentom.

Primjer 11. Izra£unajmo (1 +
√

3i)5.
Moºemo ra£unati izravno, samo ²to bi to bilo mukotrpno. Zato primjenjujemo
Moivreovu formulu. Ve¢ znamo da je:
|z| = 2 i α = 60◦. Zato je
z5 = 25(cos(5 · 60◦) + i sin(5 · 60◦)) = 32(cos 300◦ + i sin 300◦) =
32( 1

2 +
√

3
2 i) = 16 + 16

√
3i

Mnoºenje kompleksnih brojeva na jedini£noj kruºnici. Uo£imo dva
kompleksna broja na jedini£noj kruºnici:

z1 = cos α + i sinα, z2 = cos β + i sinβ

Tada je
z1z2 = cos(α + β) + i sin(α + β)

Kompleksni brojevi na jedini£noj kruºnici mnoºe se tako da se argu-
menti zbroje. (Slika 34)

Uo£ite: ako u tu formulu stavite β = α dobit ¢ete formulu za kvadriranje
broja na jedini£noj kruºnici.

Formulu za mnoºenje kompleksnih brojeva na jedini£noj kruºnici moºemo
primjeniti i op¢enito:

20



Ako je
z1 = |z1|(cos α + i sinα), z2 = |z2|(cos β + i sinβ)

onda je
z1z2 = |z1||z2| cos(α + β) + i sin(α + β)

Kompleksni se brojevi mnoºe tako da im se moduli pomnoºe, a argumenti zbroje.

Primjer 12. (primjena formule za mnoºenje kompleksnih brojeva)
Koji ¢emo broj dobiti ako zarotiramo kompleksni broj z = 1 +

√
3i za 90◦

suprotno kazaljci sata ?

Treba z pomnoºiti s i (jer i ima kut od 90◦, a modul 1, tako da ¢e se u
rezultatu kut pove¢ati za 90◦, a modul ostati isti). Dakle,

z′ = z · i = (1 +
√

3i)i = −
√

3 + i

Provjerite na crteºu (Slika 35)!

Vidimo da vrijedi op¢enito, ako broj pomnoºimo s cos α+ i sinα, zarotirat
¢emo ga za α (Slika 36).
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Popis pojmova i oznaka

Algebarski (algebraic)
algebarska jednadºba (algebraic equation) - polinomska jednadºba: linearna
(linear), kvadratna (quadratic), kubna (cubic), £etvrtog stupnja (quartic), petog
stupnja (quintic) itd.)
algebarska operacija (algebraic operation) - ra£unska operacija: zbrajanje (addi-
tion), oduzimanje (subtraction), mnoºenje (multiplication), dijeljenje (division)
Aproksimacija (approximation) - pribliºna vrijednost.
Apsolutna vrijednost (absolute value, module)
Broj (number)
cijeli broj (integer)
£isto imaginarni broj (purely imaginary number)
decimalni broj (decimal number),
iracionalni broj (irrational number)
kompleksni broj (complex number), imaginarni dio (imaginary part), realni dio
(real part)
kompleksno konjugirani brojevi (conjugate numbers, conjugates)
negativni broj (negative number)
pozitivni broj (positive number)
prirodni broj (natural number)
racionalni broj (rational number)
realni broj (real number)
recipro£ni broj (reciprocal, multiplicative inverse)
suprotni broj (negative of, additive inverse)
Brojevni pravac, koordinatni pravac (number line)
Jednadºba (equality)
Jednakost (equality)
Koli£nik, kvocijent (quotient)
Kompleksna ravnina (complex plane, Gauss plane, Argand plane)
Koordinatni sustav (coordinate system) - na pravcu, ravnini itd.
Polinom (polynomial)
stupanj p. (degree of p.)
Razlika (di�erence)
Razlomak (fraction)
brojnik (numerator)
nazivnik (denumerator)
Skra¢ivanje (cancellation)
Trigonometrijski prikaz (polar representation)
Umnoºak, produkt (product)
Ure�eni par (ordered pair)
Zbroj (sum)
Znanstvena notacija (scienti�c notation)
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Lekcije iz Matematike 1.

2. Dvodimenzionalni,
trodimenzionalni i n-dimenzionalni

realni vektorski prostor.

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se obra�uje pojam vektora, operacije s vektorima, duljine (norme)
vektora, vektorskog prostora, dimenzije vektorskog prostora i njihova geometri-
jska i �zikalna interpretacija.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Intuitivno je jasno da je pravac jednodimenzionalan (pa bi se njegove to£ke
trebale opisivati brojevima - jedna to£ka, jedan broj), ravnina je dvodimenzion-
alna (pa bi se njene to£ke trebale opisivati pomo¢u dvaju brojeva) itd. Taj se
problem matemati£ki rje²ava uvo�enjem koordinatnog sustava (na pravac, ravn-
inu, prostor itd.) i uvo�enjem pojma ure�enog para, ure�ene trojke itd.
Sli£no, postoje �zikalne veli£ine koje se mogu opisati jednim brojem (masa,
temperatura itd.), ali postoje i veli£ine za £ije opisivanje u pravilu treba vi²e
brojeva. Takva je, na primjer, sila za koju je vaºno ne samo kojeg je inteziteta
ve¢ i koji joj je smjer djelovanja (vidjet ¢emo da je sila koja djeluje u ravnini
odre�ena pomo¢u dvaju brojeva - to£nije pomo¢u ure�enog para brojeva, ako
djeluje u prostoru onda je odre�ena pomo¢u triju brojeva - ure�ene trojke itd.).
Vrlo £esto na istom prostoru (odnosno njegovu dijelu) djeluje vi²e sila pa se
postavlja problem razmatranja njihova ukupnog djelovanja. To se matemati£ki
rje²ava algebrom vektora (tj. uvo�enjem algebarskih operacija na vektore).

III. Potrebno predznanje

Vektori u ravnini i u prostoru mogu se uvesti £isto geometrijski (pomo¢u us-
mjerenih duºina) i analiti£ki (pomo¢u ure�enih parova, odnosno trojki). Geometri-
jsko uvo�enje vektora zapo£elo je u osnovnoj ²koli i nastavljeno u srednjoj, a
analiti£ko je uvedeno tek djelomice (i to samo za ravninu).

Geometrijsko uvo�enje vektora u ravninu odnosno prostor.

Neka su A,B dvije to£ke ravnine ili prostora. Vektor s po£etkom A i za-
vr²etkom B ozna£avamo oznakom

−−→
AB.

Taj pojam moºemo zami²ljati geometrijski i �zikalno (Slika 1).
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Geometrijski: Vektor
−−→
AB zami²ljamo kao pomak (translaciju) kojim smo

to£ku A pomakli u to£ku B.

Fizikalno: Vektor
−−→
AB zami²ljamo kao silu kojoj je hvati²te u to£ki A, smjer

djelovanja je prema to£ki B, a intezitet joj je predo£en udaljeno²cu od A do B.

Iz ovih dviju predodºaba prirodno se name¢u pojmovi duljine (modula),
smjera i usmjerenja (orijentacije) vektora.

Duljina (modul) vektora
−−→
AB je udaljenost to£aka A,B (tj. duljina duºine

AB). Ozna£ava se kao |−−→AB|.
Smjer vektora

−−→
AB je smjer koji odre�uje pravac na kojima su to£ke A,B.

Usmjerenje vektora
−−→
AB je od to£ke A do to£ke B.

Iz �zikalne predoºbe vektora proizlazi da ne treba razlikovati vektore koji
djeluju po usporednim pravcima, a imaju jednake duljine i jednako su orijenti-
rani. Odatle proizlazi de�nicija jednakosti vektora:

Vektor
−−→
AB jednak je vektoru

−−→
CD ako to£ke A,B,D, C (upravo u tom

redoslijedu) £ine paralelogram.

Sad imamo glavnu tvrdnju o jednakosti vektora:
Dva su vektora jednaka ako i samo ako imaju jednake duljine, isti
smjer i isto usmjerenje.

Primjer 1 Neka jedini£na duljina odgovara sili od jednog Njutna (1N). Neka
su smjer i usmjerenje sile zadani zrakom p na slici i neka sila ima ja£inu 3N .
Vektorski je predo£eno kako ta sila djeluje u to£kama A i C. Pripadni su vektori−−→
AB i

−−→
CD jednaki (Slika 2).
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Primjer 2. (interpretacija vektora brzine). Ako je
−−→
AB vektor brzine

moºemo ga interpretirati ovako (Slika 3):
1. Po£etna to£ka A je poloºaj u kojemu se £estica koja se giba i vrijeme

t = 0.
2. Zavr²na to£ka B je to£ka u kojoj ¢e se na¢i ta £estica nakon jedne sekunde,
odnosno jedinice vremena (ako se giba po pravcu brzinom

−−→
AB).

To je zato jer modul vektora brzine |−−→AB| zna£i duljinu puta ²to ga £estica prije�e

u jedinici vremena (ako se giba pravcu brzinom
−−→
AB).

Mnoºenje vektora brojem (skalarom)

Neka u prostoru djeluje sila
−→
F . Intuitivno je jasno da dvostruki u£inak od

te sile £ini sila koja je dva puta ve¢a po intezitetu, a ima isti smjer i orijentaciju
kao i

−→
F . Razumljivo je da ¢emo tu novu silu ozna£iti kao 2−→F . Kaºemo da smo

silu
−→
F pomnoºili s 2 (Slika 4). Sli£no je pri mnoºenju sile s bilo kojim brojem (s

time da se pri mnoºenju s negativnim brojem mijenja orijentacija-usmjerenje,
a pri mnoºenju s brojem 0 dobije sila nula). Na osnovi te �zikalne predodºbe
uvodimo operaciju mnoºenja vektora i skalara (pri tom mnoºenju obi£no prije
pi²emo skalar, potom vektor).
Do iste de�nicije dolazimo razmatraju¢i vektore geometrijski, tj. kao translacije.

Zbrajanje vektora.

Neka u prostoru djeluju dvije sile
−→
F i

−→
G , svaka sa svojim intezitetom, sm-

jerom i usmjerenjem. Treba odrediti rezultatntu njihova djelovanja (u konkret-
noj to£ki A). Ako te dvije sile imaju isti smjer, sve je jasno (bez obzira jesu li
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usmjerenja ista). Op¢enito, pokus potvr�uje da je ukupno djelovanje - rezul-
tanta opet sila, koja djeluje duº dijagonale paralelograma ²to ga te dvije sile
razapinju i ima intenzitet jednak duljini te dijagonale (Slika 5).
Odatle potje£e pravilo paralelograma za zbrajanje vektora.

Jo² jasnije pravilo za zbrajanje vektora dobijemo iz geometrijske interpretacije
vektora (kao translacija): to£ka A translatira se pomo¢u

−→
F u to£ku B, potom

to£ka B pomo¢u
−→
G u to£ku D (potpuno isto bi se dobilo da prvo djeluje

−→
G).

Odatle potje£e pravilo trokuta za zbrajanje vektora (Slika 6).

To se pravilo lako poop¢uje na pravilo mnogokuta (poligona) za zbrajanje
vi²e sila (Slika 7).
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Oduzimanje vektora svodi se na zbrajanje sa suprotnim vektorom:

−→
F −−→G := −→

F + (−−→G)

Osim sa strjelicama, vektori se £esto ozna£avaju masnim slovima, primjerice
a,b,x,y, ..., posebice nul-vektor ozna£ava se kao 0.

O£ita svojstva zbrajanja vektora.

O£ita svojstva zbrajanja vektora i mnoºenja vektora sa skalarom.
1. a + b = b + a
2.(a + b) + c = a + (b + c)
3. a + 0 = a
4. a + (−a) = 0
5. λ(a + b) = λa + λb
6. λ(µa) = (λµ)a.

Kut me�u vektorima.
Intuitivno je jasno (a pokusom se lako potvrdi) da rezultanta djelovanja dviju
sila (u nekoj to£ki) ne ovisi samo o njihovim intenzitetima ve¢ i o kutu pod
kojim te sile djeluju. Od dvaju kutova (vanjskog i nutarnjeg) ²to ga te dvije sile
zatvaraju, vaºan nam je manji-nutarnji (jer rezultanta djeluje unutar njega).
Odatle potje£e de�nicija kuta me�u dvama ne-nul vektorima: to je manji od
kutova ²to ga ta dva vektora odre�uju kad ih postavimo da po£inju u istoj to£ki
(posebni su slu£ajevi kad je kut nula-kut ili ispruºeni kut), slika 8.

Vidimo da za kut α me�u vektorima (to£nije, za njihovu mjeru) vrijedi

0◦ ≤ α ≤ 180◦

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Koordinatni sustav u prostoru.

Biranjem dviju to£aka na pravcu (jedne za smje²tanje nule, a drugu za sm-
je²tanje jedinice) uvodi se koordinatni sustav na pravcu (pravac s uvedenim
koordinatnim sustavom zove se brojevni ili koordinatni pravac). Na bro-
jevnom pravcu, umjesto s to£kama, moºemo raditi s brojevima - koordinatama
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to£aka.

Biranjem dvaju me�usobno okomitih brojevnih pravaca u ravnini (koji se
sijeku u ishodi²tima) uvodi se koordinatni sustav u ravninu (ravnina s uve-
denim koordinatnim sustavom zove se koordinatna ravnina). U koordinatnoj
ravnini, umjesto s to£kama, moºemo raditi s ure�enim parovima brojeva (koor-
dinata to£ke).

Biranjem triju me�usobno okomitih brojevnih pravaca u prostoru (koji se si-
jeku u ishodi²tima u jednoj to£ki) uvodi se koordinatni sustav u prostor. Prostor
s uvedenim koordinatnim sustavom zove se koordinatni prostor (Slika 9).

Istaknuti dio koordinatnog prostora moºemo zami²ljati kao ugao prostorije
u kojem se sastaju tri brida: vertikalni odgovara pozitivnom dijelu z-osi, lijevi
pozitivnom dijelu x-osi, a desni pozitivnom dijelu y-osi.
Vidimo da x i y osi odre�uju koordinatnu ravninu (pod prostorije), da x
i z-osi tako�er odre�uju koordinatnu ravninu (lijevi zid), a y i z-osi desni zid
(Slika 10).
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Uo£imo sljede¢u analogiju (Slika 11):

Jedna to£ka (ishodi²te) dijeli koordinatni pravac na dva polupravca.

Dva pravca (koordinatne osi) dijele koordinatnu ravninu na £etiri kvad-
ranta.

Tri koordinatne ravnine dijele koordinatni prostor na osam oktanata.

U koordinatnom prostoru svaka je to£ka jednozna£no odre�ena ure�enom
trojkom brojeva (x, y i z koordinatama to£ke), slika 12.

Primjer 3.
Predo£imo sljede¢e to£ke u koordinatnom prostoru (Slika 13):
a) A(2, 2, 4),
b) B(2,−2, 4),
c) C(2, 2,−4).
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n-dimenzionalni prostor - koordinatni sustav

Vidimo da se
1. koordinatni pravac moºe poistovjetiti sa skupom realnih brojeva R; to je
jednodimenzionalni koordinatni prostor
2. koordinatna ravnina moºe poistovjetiti sa skupom svih uredjenih parova re-
alnih brojeva (oznaka R×R ili R2; to je dvodimenzionalni koordinatni prostor
3. koordinatni prostor moºe poistovjetiti sa skupom svih uredjenih trojka real-
nih brojeva (oznaka R×R×R ili R2; to je trodimenzionalni koordinatni prostor

Analogno se de�nira n-dimenzionalni koordinatni prostor - koordinatni sus-
tav (za bilo koji prirodni broj n);
to je skup svih uredjenih n-torka realnih brojeva

(x1, x2, ..., xn); x1, x2, ..., xn ∈ N

(oznaka Rn).

Jedini£ni vektori

Uo£imo u koordinatnom prostoru tri to£ke (redom na pozitivnim dijelovima
x, y odnosno z osi, na jedini£noj udaljenosti od ishodi²ta):

E1 := (1, 0, 0), E2 := (0, 1, 0), E3 := (0, 0, 1)

Te to£ke odre�uju tri jedini£na vektora (Slika 14):

−→
i := −−→

OE1;
−→
j := −−→

OE2;
−→
k := −−→

OE3.
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Jedini£ni vektori zapisuju se i pomo¢u jednostup£anih matrica.

−→
i =

 1
0
0

 ; −→j =

 0
1
0

 ; −→k =

 0
0
1


Uo£ite da je to samo druk£iji zapis koordinata zavr²nih to£aka tih vektora.

Jedini£ni vektori u n-dimenzionalnom prostoru

Analogno jedini£nim vektorima u ravnini i prostru, de�niraju se jedini£ni
vektori u n-dimenzionalnom prostoru: to je n vektora:

e1, e2, ..., en

e1 =


1
0

0

 , e2 =


0
1

0

 , ..., en =


0
0

1


(kod ei na i-tom je mjestu 1, a na ostalima je 0.

Radijus vektori - analiti£ki prikaz vektora u koordinatnom pros-
toru

To£ka T (a, b, c) koordinatnog prostora prostora odre�uje jedinstven vektor
−→
OT s po£etkom u ishodi²tu i zavr²etkom u T (radijus vektor), slika 15. Vidimo
da svaki vektor prostora moºemo shvatiti kao radijus vektor. Vidimo, tako�er,
da vrijedi: −→

OT = a · −→i + b · −→j + c · −→k
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Kaºemo da smo vektor
−→
OT zapisali kao linearnu kombinaciju vektora−→

i ,
−→
j ,
−→
k . Tu linearnu kombinaciju zapisujemo i kao:

−→
OT =

 a
b
c


(to je samo druk£iji zapis koordinata to£ke T ). Na primjer, za T (2, 3, 4) izravno
iz slike 16 vidi se da je −→

OT = 2−→i + 3−→j + 4−→k

odnosno da je

−→
OT =

 2
3
4


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Uo£ite:
Vektori u prostoru mogu se poistovjetiti s to£kama u prostoru (tako da ta to£ka
bude zavr²etak, a ishodi²te po£etak), a to£ke u prostoru s jednostup£anim ma-
tricama sastavljenim od koordinata tih to£aka, dakle:

Skup vektora prostora = Skup matrica oblika

 a
b
c


gdje su a, b, c realni brojevi .
Kad vektor predo£imo ovako ili kao linearnu kombinaciju jedini£nih vektora−→
i ,
−→
j ,
−→
k , kaºemo da smo ga predo£ili analiti£ki.

U n-dimenzionalnom prostoruRn za radijus vektor v = −→
OT gdje je T (a1, ..., an),

vrijedi
v = a1e1 + ... + anen.

Formula za duljinu vektora a · −→i + b · −→j + c · −→k

Izravno iz slike 17 vidimo da je

|a · −→i + b · −→j + c · −→k | =
√

a2 + b2 + c2

tj. ako je −→v = a · −→i + b · −→j + c · −→k , onda je

|−→v | =
√

a2 + b2 + c2
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Primjer 4. Odredimo duljinu vektora −→v = 4 · −→i + 7 · −→j − 4 · −→k
Koriste¢i se formulom za duljinu vektora u koordinatnom sustavu, dobijemo:

|−→v | =
√

42 + 72 + (−4)2 = 9

U n dimenzionalnom prostoru op¢enito vrijedi

|v| =
√

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n

gdje je v = a1v1 + a2v2 + ... + anvn.

Algebarske operacije s vektorima u koordinatnom sustavu.

Vektore s analiti£kim prikazom zbrajamo i mnoºimo sa skalarom kao u prim-
jeru.

Primjer 5. Odredimo 2−→u + 3−→v ako je
−→u = 4−→i − 2−→j +−→

k , −→v = 3−→i − 5−→k

2−→u + 3−→v = 2(4−→i − 2−→j +−→
k ) + 3(3−→i − 5−→k ) =

(8−→i − 4−→j + 2−→k ) + (9−→i − 15−→k ) = 17−→i − 4−→j − 13−→k

Ako bismo se koristili zapisom pomo¢u jednostup£anih matrica (i ako bismo
vektore zapisali masnim slovima, umjesto strjelicama), imali bismo:

2u + 3v = 2

 4
-2
1

 + 3

 3
0
-5

 =

 8
-4
2

 +

 9
0
-15

 =

 17
-4
-13


Sli£no je s operacijama na vektorima u n-dimenzionalnom prostoru.

Analiti£ki prikaz i duljina vektora
−−→
AB

Ako je A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) onda je (Slika 18)

−−→
AB = (x2 − x1)

−→
i + (y2 − y1)

−→
j + (z2 − z1)

−→
k

i
|−−→AB| =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2
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Primjer 6. Odredimo analiti£ki zapis i duljinu vektora
−−→
AB ako je A(2, 1, 3), B(1,−2, 5).

−−→
AB = (1− 2)−→i + (−2− 1)−→j + (5− 3)−→k = −−→i − 3−→j + 2−→k

|−−→AB| =
√

15

U n dimenzionalnom prostoru vrijede analogne formule:
Ako je A(a1, ..., an), B(b1, ..., bn onda je:

−−→
AB = (b1 − a1)e1 + ... + (bn − an)en

i
|−−→AB| =

√
(b1 − x1)2 + ... + (bn − an)2

Kriterij kolinearnosti vektora.

Vektori −→v1 = a1 ·
−→
i +b1 ·

−→
j +c1 ·

−→
k i −→v2 = a2 ·

−→
i +b2 ·

−→
j +c2 ·

−→
k su kolinearni

(proporcionalni) ako su im odgovaraju¢e komponente proporcionalne, tj. ako je

a2

a1
=

b2

b1
=

c2

c1
= λ

Pritom, ako je λ > 0 vektori su jednako usmjereni, a ako je λ < 0 oni su suprotno
usmjereni.

Primjer 7. Provjerimo kolinearnost vektora u,v ako je:

(i) u =

 4
-2
1

 , v =

 8
-4
1


(ii) u =

 4
-2
1

 , v =

 8
-4
2


(iii) u =

 4
-2
1

 , v =

 -8
4
-2


(i) Tu je

8
4

=
−4
−2

6= 1
1

pa vektori nisu kolinearni.
(ii) Tu je

8
4

=
−4
−2

=
2
1

= 2

pa su vektori kolinearni, a jer je omjer koe�cijenata pozitivan, oni su i isto
usmjereni (orijentirani).
(iii) Tu je

−8
4

=
4
−2

=
−2
1

= −2

pa su vektori kolinearni, a jer je omjer koe�cijenata negativan, oni su suprotno
usmjereni.

Analogan kriterij vrijedi za kolinearnost vektora u n-dimenzionalnom pros-
toru.
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Lekcije iz Matematike 1.

3. Zapis nekih transformacija
ravnine i prostora - pojam matrice

i linearnog operatora.

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se uvodi pojam matrice kao zapisa nekih vaºnih transformacija
ravnine i prostora.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Osnovni elementi kompjutorske gra�ke svakako su translacija (pomak), rotacija
(vrtnja - oko to£ke ili oko pravca), simetrija (zrcaljenje - s obzirom na to£ku,
pravac ili ravninu). Ti su pojmovi takodjer vrlo vaºni u prirodnim znanostima
(kemijske i �zikalne strukture u pravilu posjeduju svojstva simetri£nosti ili in-
varijantnosti s obzirom na ovakve transformacije). Postavlja se pitanje kako
se te i sli£ne transformacije mogu opisati analiti£ki - pomo¢u koordinata. To
se matemati£ki rje²ava uvodjenjem pojma matrice. Posebne vrste matrica -
jednostup£ane ve¢ smo upoznali kao analiti£ke zapise vektora u prostoru.

III. Potrebno predznanje

Funkcija - preslikavanje sa skupa A u skup B je pravilo koje svakom
elementu skupa A pridruºuje element skupa B (sl.1).

1



Zadati funkciju zna£i zadati to pravilo.

Translacija prostora ili ravnine za vektor za vektor −→v je preslikavanje
koje svaku to£ku pomakne za vektor −→v (sl.2).

Rotacija ravnine oko to£ke S za kut α je preslikavanje ravnine predo£eno
slikom (sl.3).
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Centralna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na centar simetrije

(sl.4).

Simetrija prostora ili ravnine s obzirom na pravac - os simetrije

(sl.5).
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Simetrija prostora s obzirom na ravninu (sl.6).

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Analiti£ki zapis nekih transformacija ravnine i prostora.

Translacija prostora ili ravnine za vektor za vektor −→v je preslikavanje
koje svaku to£ku pomakne za vektor −→v .
Uvedimo ove oznake.
T (x, y, z) - op¢a to£ka prostora,

T ′(x′, y′, z′) - to£ka dobivena translacijom to£ke T za vektor a ·−→i +b ·−→j +c ·−→k .
Tada je: x′ = x + a, y′ = y + b, z′ = z + c (sl.7),

²to se moºe zapisati kao:

(x, y, z) 7→ (x + a, y + b, z + c)

odnosno kao  x'
y'
z'

 =

 x
y
z

 +

 a
b
c

 =

 x+a
y+b
z+c



4



Vidimo da se translacija ostvaruje zbrajanjem dviju jednostup£anih matrica.

Rotacija ravnine oko ishodi²ta za kut α suprotno od kazaljke na satu.
Uvedimo ove oznake.
T (x, y) - op¢a to£ka ravnine,
T ′(x′, y′) - to£ka dobivena rotacijom to£ke T za kut α oko ishodi²ta.
Koriste¢i formulu za mnoºenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom prikazu,
dobijemo:

x′ + iy′ = (cos α + i sinα)(x + iy) = (cos α · x− sinα · y) + i(sinα · x + cos α · y)

a odavde: x′ = cos α · x− sinα · y, y′ = sinα · x + cos α · y (sl.8).

Uo£imo da se gornji postupak mogao zapisati i ovako:
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[
x'
y'

]
=

[
cos α − sinα
sinα cos α

] [
x
y

]
=

[
cos α · x− sinα · y
sinα · x + cos α · y

]
Primjer 1.

1. Rotacija za 180◦. Unaprijed znamo da je x′ = −x, y′ = −y (sl.9); provjerimo
da se formulom dobije isto:[

x'
y'

]
=

[
cos 180◦ − sin 180◦

sin 180◦ cos 180◦

] [
x
y

]
=

[
−1 · x− 0 · y

0 · x + (−1) · y

]
=

[
-x
-y

]

2. Rotacija za 90◦ (iz (sl.10) vidimo da bi moglo biti x′ = −y, y′ = x;
provjerimo to formulom):[

x'
y'

]
=

[
cos 90◦ − sin 90◦

sin 90◦ cos 90◦

] [
x
y

]
=

[
0 · x− 1 · y
1 · x + 0 · y

]
=

[
-y
x

]
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3. Rotacija za 60◦ (sl.11)[
x'
y'

]
=

[
cos 60◦ − sin 60◦

sin 60◦ cos 60◦

] [
x
y

]
=

[
1
2 · x−

√
3

2 · y√
3

2 · x + 1
2 · y

]
To£nost moºemo provjeriti pribliºno, mjerenjem.

Kvadratna matrica

Vidimo da se rotacija ostvaruje "mnoºenjem" jedne kvadratne 2× 2 matrice
(koja ovisi o kutu rotacije) i jedne jednostup£ane matrice (uvijek je to matrica[

x
y

]
. Zato uvodimo op¢enito pojam kvadratne n×n matrice (kvadratne ma-

trice n-tog reda) - to je n2 brojeva smje²tenih u kvadratnu shemu s n redaka i
n stupaca. Takodjer uvodimo pojam mnoºenja matrice n-tog reda s jednos-
tup£anom matricom od n elemenata, tako da elemente svakog retka mnoºimo s
odgovaraju¢im elementima stupca i da rezultat zbrojimo.

Primjer 2.

A =

 2 -1 3
1 0 4
3 2 -1


je kvadratna 3×3 matrica (kvadratna matrica 3-eg reda; ima 3 redka i 3 stupca,
sve skupa 9 elemenata). Njenim mnoºenjem s jednostup£anom matricom B = 2

1
3

 dobije se jednostup£ana matrica C prema pravilu:

C = AB =

 2 -1 3
1 0 4
3 2 -1

 2
1
3

 =

 2 · 2− 1 · 1 + 3 · 3
1 · 2 + 0 · 1 + 4 · 3
3 · 2 + 2 · 1− 1 · 3

 =

 12
14
5


7



Centralna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na ishodi²te

Vidimo da je x′ = −x, y′ = −y, z′ = −z (sl.12).

Uo£imo da se i ta transformacija moºe zadati pomo£u matrica: x'
y'
z'

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 x
y
z

 =

 −x
−y
−z


Simetrija ravnine s obzirom na koordinatne osi i os y = x

Iz (sl.13) vidimo da je:
(i) simetrija s obzirom na x-os[

x'
y'

]
=

[
1 0
0 −1

] [
x
y

]
=

[
x
−y

]
(ii) simetrija s obzirom na y-os[

x'
y'

]
=

[
−1 0
0 1

] [
x
y

]
=

[
−x
y

]
(iii) simetrija s obzirom na pravac y = x.[

x'
y'

]
=

[
0 1
1 0

] [
x
y

]
=

[
y
x

]
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Simetrija prostora s obzirom na xy ravninu (sl.14).

 x'
y'
z'

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 x
y
z

 =

 x
y
−z


9



Projekcija prostora s na xy ravninu (sl.15).

 x'
y'
z'

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 x
y
z

 =

 x
y
0



Rotacija u prostoru oko z-osi za kut α (sl.16).

 x'
y'
z'

 =

 cos α − sinα 0
sinα cos α 0
0 0 1

 x
y
z

 =

 cos α · x− sinα · y
sinα · x + cos α · y

z


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Pojam matrice i linearnog operatora

Ve¢ smo rekli da je (kvadratna) matrica n-tog reda sastavljena od n2 brojeva
postavljenih u n redaka i n stupaca. Vidjeli smo da se svaka takva matrica
moºe shvatiti kao transformacija n-dimenzionalnog prostora (to smo posebno
razmatrali za n = 2 i n = 3).
Matrica tipa m× n je pravokutna shema od m redaka i n stupaca. Na primjer[

1 2 3
4 −1 0

]
je matrica tipa 2 × 3. Tu matricu moºemo shvatiti kao preslikavanje A s 3-
dimenzionalnog u 2-dimenzionalni prostor formulom:

A

 x
y
z

 :=
[

1 2 3
4 −1 0

] x
y
z

 =
[

x + 2y + 3z
4x− y

]
Preslikavanja s vektorskih prostora u vektorske prostore koji se mogu zapisati
pomo¢u matrica zovu se linearni operatori. Naziv dolazi odatle ²to se u nji-
hovim izrazima pojavljuju samo linearni izrazi.
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O£ita svojstva linearnih operatora.
Neka je A linearnim operator. Tada je:
1. A(0) = 0, gdje je 0 nul-vektor, odnosno ishodi²te koordinatnog sustava
(jer je to isto kao i mnoºenje s nulom)
2. A(x + y) = A(x) + A(y) za svaka dva vektora x,y
(vidi se izravno iz de�nicije, a takodjer to je svojstvo distributivnosti mnoºenja
i zbrajanja).
3. A(λx) = λA(x) za svaki broj λ i svaki vektor x.

Ta tri svojstva odredjuju linearne operatore, tj. oni se obi£no uzimaju kao
de�nicija linearnog operatora.

Vrste matrica - i pripadaju¢ih linearnih operatora.

U ovoj ¢emo se lekciji u pravilu baviti kvadratnim matricama.

nul-matrica - kvadratna matrica kojoj svi elementi 0.

Na primjer

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 je nul-matrica 3-eg reda.

Pripadaju¢i operator sve to£ke preslikava u ishodi²te (odnosno sve vektore u
nul-vektor).

jedini£na matrica - kvadratna matrica kojoj su na glavnoj dijagonali je-
dinice, a ostali su elementi 0.

Na primjer, I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 je jedini£na matrica 3-eg reda.

Pripadaju¢i operator sve to£ke ostavlja na miru (odnosno sve vektore).

dijagonalna matrica - kvadratna matrica kojoj su izvan glavne dijagonale
0 (a na dijagonali mogu, ali ne moraju biti).

Na primjer, matrica A =

 2 0 0
0 -3 0
0 0 -1

 je dijagonalna, a B =

 2 0 0
0 1 0
3 2 -1


nije.

skalarna matrica - kvadratna matrica kojoj su elementi na dijagonali med-
jusobno jednaki.

Na primjer, matrica A =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 je skalarna.

Pripadaju¢i operator je homotetija s obzirom na ishodi²te, tj. koordinate mnoºi
brojem (odnosno vektore).

simetri£na matrica - kvadratna matrica koja je jednaka svojoj transponi-
ranoj matrici (tj. matrici koja se iz nje dobije zamjenom redaka i stupaca).

Na primjer, matrica A =

 2 1 3
1 -3 0
3 0 -1

 je simetri£na (ne mijenja se zamjenom
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redaka i stupaca), dok matrica B =

 2 1 3
1 -3 0
2 0 -1

 nije. Naime, zamjenom

redaka i stupaca, dobije se njena transponirana matrica Bt =

 2 1 2
1 -3 0
3 0 -1


i vidimo da je Bt 6= B.
Poslije ¢emo vidjeti kakvo je pripadaju¢e preslikavanje.

gornja trokutasta matrica - kvadratna matrica kojoj su ispod glavne di-
jagonale same nule (analogno za donju trokutastu matricu)

Na primjer, A =

 2 1 3
0 -3 4
0 0 -1

 je gornja trokutasta, a matrica B =

 2 0 0
1 -3 0
2 0 -1


je donja trokutasta.

V. Pitanja i zadaci

1. Zapi²ite pomo¢u koordinata i matrica simetriju u ravnini s obzirom na
pravac s jednadºbom y = −x (simetrala II i IV kvadranta).

Rj. Pomo¢u koordinata: A(x, y) = (y,−x).
Pomo¢u matrica. Matrica preslikavanja:

A =
[

0 -1
-1 0

]
Matri£ni zapis:

A

[
x
y

]
=

[
−y
x

]
2. Zapi²ite preslikavanje ravnine kojemu je matrica preslikavanja matrica

A =

 2 -1 3
1 0 4
3 2 -1


iz Primjera 2.

Rj. A(x, y, z) = (2x− y + 3z, x + 4z, 3x + 2y − z)
ili u matri£nom zapisu:

A

 x
y
z

 =

 2x− y + 3z
x + 4z

3x + 2y − z


3. Napi²ite matrice sljede¢ih preslikavanja:

(i) simetrija s obzirom na yz ravninu.
(ii) projekcija na xz ravninu
(iii) rotacija oko x osi za kut α.
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Rj. (i)  −1 0 0
0 1 0
0 0 1


(ii)  1 0 0

0 0 0
0 0 1


(iii)  1 0 0

0 cos α − sinα
0 sinα cos α


4. Napi²ite matricu simetrije po ravnini koju razapinju z-os i simetrala x−y

ravnine y = x.

Rj.  0 1 0
1 0 0
0 0 1


5. Kakva matrica nastaje transponiranjem jednostup£ane, a kakva transponi-

ranjem jednored£ane matrice?
6. Kakva matrica nastaje transponiranjem gornje trokutaste matrice.
7. (i) Je li svaka dijagonalna matrica simetri£na? (ii) Je li svaka simetri£na
matrica dijagonalna?
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Lekcije iz Matematike 1.

4. Algebra matrica. Inverzna
matrica. Determinanta

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se obra�uju svojstva zbrajanja i mnoºenja matrica, uvodi se po-
jam inverzne matrice i daju uvjeti za postojanje inverza, te se uvodi pojam
determinante matrice i njena veza s inverznom matricom.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Ako zamislimo dvije matrice kao linearne operatore, tj. kao preslikavanja s
prostora u prostor, onda se prirodno name¢u sljede¢a pitanja: ²to je sa zbrojem
tih dvaju preslikavanja, a ²to s kompozicijom (tj. s preslikavanjem koje se dobije
tako da prvo djeluje jedan od operatora, potom da na rezultat djeluje drugi).
Tako�er zanima nas postoji li za zadano linearno preslikavanje njemu inverzno
preslikavanje i, ako postoji, kako se moºe zapisati. Ti se problemi rje²avaju
pojmovima zbroja i umno²ka matrica i svojstvima tih operacija.

III. Potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo, koje se oslanja na gradivo iz prethodne lekcije;
za razumjevanje treba ponoviti svojstva operacija zbrajanja i mnoºenja realnih
brojeva.

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Algebra matrica

Treba uo£iti sljede¢e £injenice:
zbrajanje matrica potpuno je analogno zbrajanju brojeva i svodi se nanj, jer se
provodi zbrajanjem odgovaraju¢ih elemenata; treba samo imati na umu da se
zbrajaju (i oduzimaju) matrice istog reda, da je analogon broja 0 nul-matrica
(isto oznaka 0), a analogon suprotnog broja suprotna matrica - matrica koja
se dobije iz po£etne tako da se svakom elementu promijeni predznak.

Na primjer, ako je A =

 2 1 3
1 -3 0
2 0 -1

, onda je suprotna matrica

−A =

 -2 -1 -3
-1 3 0
-2 0 1


Dakle, imamo ova o£ita svojstva zbrajanja matrica:
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1. (komutativnost) A + B = B + A
2. (asocijativnost) (A+B)+C=A+(B+C)
3. A + 0 = A
4. A + (−A) = 0.

Mnoºenje matrica nije analogno mnoºenju brojeva, niti se tako jednostavno
provodi. Ipak, iako je kompliciranije, ono je prirodno i do njega se analogno
dolazi kao do zbrajanja: kako zbrajanje odgovara zbrajanju pripadnih linearnih
operatora, tako umnoºak matrica odgovara njihovoj kompoziciji (uzastop-
nom djelovanju).
Vec smo vidjeli kako se matrica mnoºi s jednostup£anom matricom; ponavlja-
ju¢i taj postupak sa svakim stupcem druge matrice, dobijemo produkt matrica.

Primjer 1. Neka je

A =
[

2 -1
1 0

]
, B =

[
3 2
4 -2

]
tada je

AB =
[

2 -1
1 0

] [
3 2
4 -2

]
=

[
2 6
3 2

]
a

BA =
[

3 2
4 -2

] [
2 -1
1 0

]
=

[
8 -3
6 -4

]
odakle vidimo da je, op¢enito

AB 6= BA

(mnoºenje matrica, za razliku od mnoºenja brojeva, nije komutativno). To zna£i
da kompozicija linearnih operatora nije komutativna.

Neutralni element za mnoºenje Ono ²to je broj 1 za mnoºenje brojeva,
to je jedini£na matrica I za mnoºenje kvadratnih matrica. To zna£i da je

AI = IA = A

za svaku kvadratnu matricu A (istog reda kao i I). Provjerite!

Mnoºenje matrice brojem Matricu mnoºimo brojem tako da joj svaki
element pomnoºimo tim brojem. Na primjer, ako je

A =

 2 -1 3
1 0 4
3 2 -1

, onda je 2A =

 4 -2 6
2 0 8
6 4 -2


Uo£ite da brojem moºemo mnoºiti bilo koju matricu, ne samo kvadratnu. Uo£ite
tako�er da se skalarna matrica dobije mnoºenjem jedini£ne matrice nekim bro-
jem. Na primjer,

3

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 3 0 0
0 3 0
0 0 3


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Skalarne se matrice pona²aju kao i obi£ni brojevi (na primjer, one komutiraju
sa svakom matricom).

Inverzni element za mnoºenje matrica - inverzna matrica. Svaki
realni broj a razli£it od nule ima inverzni element s obzirom na mnoºenje - to
je recipro£ni element a−1, tj. 1

a , koji je jednozna£no odre�en uvjetom
a · a−1 = 1, tako�er i uvjetom a−1 · a = 1.
Analogno tome, inverzna matrica matrice A je matrica A−1 tako da bude
AA−1 = I (odnosno A−1A = I). Uo£ite o£ite £injenice:

1. I je sama sebi inverzna jer je I · I = I (sli£no kako je 1 · 1 = 1)
2. Nul- matrica 0 nema inverzne matrice jer je A ·0 = 0 ·A = 0 za svaku matricu
A (istog reda), sli£no kako je a · 0 = 0 · a = 0, za sve realne brojeve a.
Postavlja se pitanje koje matrice imaju inverznu i kako se inverzne matrice
odre�uju.

Primjer 2.. Odredimo inverznu matricu matrice A =
[

2 -1
1 0

]
(ako

postoji).
Treba na¢i matricu B drugog reda tako da bude AB = I (mogli bismo gledati

i BA = I). Stavimo B =
[

x y
u v

]
. Treba odrediti brojeve x, y, u, v.

Iz uvjeta AB = I, tj.

[
2 -1
1 0

] [
x y
u v

]
=

[
1 0
0 1

]
, dobijemo

2x − u = 1, 2y − v = 0, x = 0, y = 1, tj. x = 0, y = 1, u = −1, v = 2, tj.

A−1 = B =
[

0 1
-1 2

]
Lako je vidjeti da je B zaista inverzna matrica od A i, tako�er, da bismo isti
rezultat dobili da smo razmatrali uvjet BA = I.

Formula za inverznu matricu matrice drugog reda. Sli£no kako smo
postupili u prethodnom primjeru, mogli bismo postupiti za svaku kvadratnu

matricu A =
[

a b
c d

]
drugog reda. Dobili bismo

A−1 =
1

ad − bc

[
d −b
−c a

]
Odavde uo£avamo pravilo za odre�ivanje inverza matrice drugog reda:
1. Zamijenimo elemente na glavnoj dijagonali.
2. Elementima na sporednoj dijagonali promijenimo predznake.
3. Sve podijelimo s ad − bc.
Uvjet za postojanje inverza: ad − bc 6= 0 (s nulom se ne dijeli).
Dakle, matrice za koje je ad − bc = 0 nemaju inverz; taj se uvjet moºe zapisati
kao ad = bc, odnosno kao a : c = b : d ²to zna£i da su redci matrice propor-
cionalni (ujedno i stupci).

Determinanta matrice drugog reda. Vidjeli smo vaºnost izraza

ad − bc za matricu drugog reda A =
[

a b
c d

]
. Taj se izraz zove determi-
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nanta matrice A i ozna£ava kao det A, katkad i kao |A|, odnosno
∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣
Vidimo da je detA 6= 0 uvjet o postojanju inverza matrice drugog reda (to vri-
jedi za sve, a ne samo za matrice drugog reda).

Determinanta matrice tre¢eg reda - moºe se izra£unati pomo¢u deter-
minante matrice drugog reda razvojem po nekom redku ili stupcu. Na
primjer, razvojem po prvom redku:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ − a12

∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
Na primjer∣∣∣∣∣∣

2 -1 3
1 0 4
3 2 -1

∣∣∣∣∣∣ = 2
∣∣∣∣ 0 4
2 -1

∣∣∣∣ − (−1)
∣∣∣∣ 1 4
3 -1

∣∣∣∣ + 3
∣∣∣∣ 1 0
3 2

∣∣∣∣ =

2(0 − 8) + (−1 − 12) + 3(2 − 0) = −23

Sli£no bismo dobili nekim drugim razvojem, na primjer po drugom stupcu (ko-
ristimo se pravilom da je na presjeku i-tog redka i j-tog stupca, tj. na mjestu
elementa aij , predznak (−1)i+j i da izbacujemo elemente tog redka i tog stupca):

∣∣∣∣∣∣
2 -1 3
1 0 4
3 2 -1

∣∣∣∣∣∣ = −(−1)
∣∣∣∣ 1 4
3 -1

∣∣∣∣ + 0
∣∣∣∣ 2 3
3 -1

∣∣∣∣ − 2
∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣ =

−13 + 0 − 10 = −23

Vidimo da je ovaj postupak lak²i jer moramo ra£unati samo dvije determinante
2-gog reda. Naime, jedna se od njih mnoºi nulom, zato, op¢enito treba raditi s
onim stupcem, odnosno redkom, u kojemu ima najvi²e nula.

Determinanta matrice bilo kojeg reda - de�nira se tako da se razvija
po nekom redku ili stupcu pa se tako svodi na determinante niºeg reda. To
pokazujemo na primjeru determinante £etvrtog reda (uz napomenu da je za
redove ve¢e od 3 determinantu bolje ra£unati jednom drugom metodom koju
¢emo obra�ivati u ²estoj lekciji).∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3 0
1 2 0 1
0 2 -1 0
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
2 -1 0
1 1 0

∣∣∣∣∣∣+3

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 2 0
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2·1
∣∣∣∣ 2 -1
1 1

∣∣∣∣+3·2
∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣ = 0

Tu smo prvo determinantu £etvrtog reda razvili po 1-om redku i tako sveli na
dvije determinante 3-eg reda (jer su samo dva elementa tog redka razli£ita od
nule); potom smo prvu od determinanta 3-eg reda razvili po 3-em stupcu, a
drugu po 2-om retku (a mogli smo i po 3-em stupcu) i dobili rezultat.
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Inverz matrice tre¢eg reda

Pravilo obja²njavamo na primjeru matrice A =

 2 -1 3
1 0 4
3 2 -1

.
1. korak (ra£unanje determinante): detA = −23 (znamo od prije).
2. korak (odre�ivanje transponirane matrice od A)

At =

 2 1 3
-1 0 2
3 4 -1

 .

3. korak (odre�ivanje adjungirane matriceA? matrice A) - tako da u transponi-
ranoj matrici svaki pojedini element zamijenimo determinantom drugog reda
koju dobijemo brisanjem redka i stupca tog elementa, pomnoºenom s ±1 prema
ve¢ re£enom pravilu.

A? =

 -8 5 -4
13 -11 -5
2 -7 1

 .

Tu smo element −8 dobili kao +
∣∣∣∣ 0 2
4 -1

∣∣∣∣, element 5 kao −
∣∣∣∣ -1 2

3 -1

∣∣∣∣ itd.
4. korak: A−1 = 1

det AA?. U ovom je primjeru A−1 = − 1
23

 -8 5 -4
13 -11 -5
2 -7 1

.
Zaista, lako se provjeri izravnim mnoºenjem da je AA−1 = A−1A = I.

Inverz matrice bilo kojeg reda.
Pokazuje se da je det A 6= 0 uvjet za postojanje inverza matrice A (bilo kojeg
reda) i da vrijedi:

A−1 =
1

detA
A?

gdje se adjungirana matrica A? od A de�nira analogno kao za matrice 3-eg reda.
U 6-om ¢emo poglavlju opisati jednu brºu metodu za odre�ivanje inverza ma-
trice.

O£ita svojstva mnoºenja matrica. (ima ih malo)
1. 0 · A = A · 0 = 0
2. AI = IA = A
3. λ(AB) = (λA)B = A(λB)

Neo£ita svojstva mnoºenja matrica
4. (asocijativnost) (AB)C = A(BC)
5. (distributivnost) A(B + C) = AB + AC
Tako�er:
6. (AB)−1 = B−1A−1

7. (AB)t = BtAt

8. (AB)? = B?A?

9. det(AB) = det A · detB
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V. Pitanja i zadaci

Zadatak 1. Odredite inverze matrica povezanih s vaºnim transformacijama
prostora ili ravnine:
(i) geometrijski, tj. koriste¢i se £injenicom da inverzna matrica odgovara in-
verznoj transformaciji.
(ii) analiti£ki, tj. koriste¢i se formulom A−1 = 1

det AA?.

1. Rotacija ravnine oko ishodi²ta za kut α suprotno kazaljci na
satu.
Geometrijski pristup: Inverz rotacije za kut α suprotno kazaljci na satu, jest
rotacija za kut α u skladu s kazaljkom na satu, a to je upravo rotacija za kut
−α suprotno kazaljci na satu (sl.1).

Dakle, ako je

A =
[

cos α − sinα
sinα cos α

]
, onda je

A−1 =
[

cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

]
=

[
cos α sinα
− sinα cos α

]
Uo£ite da smo mogli razmi²ljati i ovako: inverz rotacije za kut α je rotacija za
kut 360◦ − α (sve suprotno od kazaljke na satu).
Analiti£ki pristup. Formulom za inverz matrice drugog reda dobije se isti
rezultat. Naime, tu je, detA = cos α · cos α − (− sinα) · sinα = (cos α)2 +
(sinα)2 = 1.

Centralna simetrija prostora s obzirom na ishodi²te
Geometrijski pristup. O£ito je da je centralna simetrija sama sebi inverzna,
pa je tu A−1 = A. To se lako provjeri i analiti£ki jer je tu
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A =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Simetrija ravnine s obzirom na koordinatne osi i os y = x

Tu je, kao i prije A−1 = A.

Simetrija prostora s obzirom na xy ravninu
Opet A−1 = A. Svaka je simetrija sama sebi inverzna.

Projekcija prostora na xy ravninu
Geometrijski pristup. Ako znademo projekciju neke to£ke na ravninu, tada
ne moºemo sa sigurno²¢u rekonstruirati tu to£ku (jer beskona£no mnogo to£aka
- £itav pravac - ima istu projekciju). To zna£i da projekcija nema inverznu
transformaciju. Zato matrica nema inverz.

Analiti£ki pristup. Tu je A =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 pa je o£ito detA = 0 (razvoj

po tre¢em redku ili stupcu), pa A−1 ne postoji.

Rotacija u prostoru oko z-osi za kut α Tu je

A =

 cos α − sinα 0
sinα cos α 0
0 0 1

,
pa, kao i za rotaciju u ravnini, geometrijskim argumentom dobijemo

A−1 =

 cos α sinα 0
− sinα cos α 0

0 0 1

,
²to se lako provjeri i analiti£ki.
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Lekcije iz Matematike 1.

5. Skalarni, vektorski i mje²oviti
produkt vektora

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se obradjuju skalarni, vektorski i mje²oviti produkt vektora i njihova
veza s kutom medju vektorima, povr²inom paralelograma koje razapinju dva
vektora i obujmom paralelepipeda kojeg razapinju tri vektora.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Vidjeli smo da rezultanta djelovanja dviju sila ne ovisi samo o njihovim
veli£inama ve¢ i o kutu pod kojim one djeluju. Problem odredjivanja tog kuta
matemati£ki se rje²ava pomo¢u skalarnog produkta.
Pokus pokazuje da na elektri£nu £esticu koja se giba u nekom magnetskom polju,
u svakoj to£ki djeluje inducirana sila koja je okomita i na smjer brzine £estice u
toj to£ki i na smjer sile magnetskog polja, a po veli£ini je proporcionalna veli£ini
sile magnetskog polja, veli£ini brzine £estice i naboju £estice. Ako se �zikalne
jedinice usklade, onda je koe�cijent proporcionalnosti sinus kuta izmedju vek-
tora brzine i sile magnetskog polja (dakle sila je najve¢a ako je brzina okomita
ma magnetsko polje, a i²£ezava ako brzina i magnetsko polje imaju isti smjer) .
To se matemati£ki rje²ava pojmom vektorskog produkta vektora.
Pomo¢u vektorskog produkta lako se ra£una povr²ina pararlelograma ²to ga
razapinju dva vektora, a pomo¢u mje²ovitog obujam paralelepipeda ²to ga raza-
pinju tri vektora.

III. Potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo; za razumijevanje je potrebno ponoviti pojam
vektora i kuta medju vektorima i pojam determinante.

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Skalarni produkt vektora. Ova je tema blisko povezana s pojmom kuta
medju vektorima i s pojmom projekcije vektora na vektor. Pogledajmo dva
primjera vektora i kuta medju njima (sl.1).
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Vidimo da se izraz |−→b | · cos α prirodno javlja pri projekciji vrha vektora
−→
b

na vektor −→a . To£nije taj izraz mjeri duljinu projekcije vektora
−→
b na vektor

−→a skupa s predznakom (koji je pozitivan ako je kut ²iljast, tj. ako projekcija
ima isto usmjerenje kao i −→a , a negativan ako je kut tup, tj. ako projekcija
ima suprotno usmjerenje). Ako taj izraz pomnoºimo s |−→a | dobijemo skalarni

produkt (umnoºak) −→a · −→b vektora −→a i
−→
b . Dakle

−→a · −→b := |−→a ||−→b | · cos α

O£ita svojstva skalarnog produkta.

1. (komutativnost) −→a · −→b = −→
b · −→a

2. (λ−→a · −→b = −→a ) · (λ−→b ) = λ(−→a · −→b ).

3.
−→
i · −→i = −→

j · −→j = −→
k · −→k = 1 (jer je cos 0◦ = 1)

−→
i · −→j = −→

j · −→k = −→
k · −→i = 0 (jer je cos 90◦ = 0)

Neo£ito svojstvo skalarnog produkta - distributivnost

−→a (−→b +−→c ) = −→a · −→b +−→a · −→c

(dogovor je da je operacija skalarnog mnoºenja vi²eg reda u odnosu na zbra-
janje, pa pri zapisu desne strane jednakosti ne trebaju zagrade).

Formula za skalarni produkt u koordinatnom sustavu - analiti£ki
pristup. Koriste¢i se o£itim svojstvima i distributivno²¢u, dobijemo:

−→a · −→b = a1b1 + a2b2 + a3c3
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gdje je −→a = a1 ·
−→
i + a2 ·

−→
j + a3 ·

−→
k , a

−→
b = b1 ·

−→
i + b2 ·

−→
j + b3 ·

−→
k .

Primjer 1:
(i) Ako je −→a = 2−→i + 3−→j + 4−→k , a

−→
b = 2−→i − 3−→j + 4−→k , onda je −→a · −→b =

2 · 2 + 3 · (−3) + 4 · 4 = 7
Tu je skalarni produkt pozitivan, to zna£i da je kut medju vektorima ²iljast.

(ii) Ako je −→a = 2−→i + 3−→j + 4−→k , a
−→
b = 3−→i + 2−→j − 3−→k , onda je −→a · −→b =

2 · 3 + 3 · 2 + 4 · (−3) = 0
Tu je skalarni produkt jednak nuli, to zna£i da su vektori okomit.

(iii) Ako je −→a = 2−→i + 3−→j + 4−→k , a
−→
b = 2−→i + 3−→j − 4−→k , onda je

−→a · −→b = 2 · 2 + 3 · 3 + 4 · (−4) = −3
Tu je skalarni produkt negativan, to zna£i da je kut medju vektorima tup.

Vrijedi op¢enito:
Kut medju vektorima je ²iljast ako i samo ako je skalarni produkt > 0.
Kut medju vektorima je tup ako i samo ako je skalarni produkt < 0.
Vektori su okomiti ako i samo ako je skalarni produkt = 0 (to je uvjet okomi-
tosti dvaju vektora (sl.2).

Na primjer, razli£iti jedini£ni vektori medjusobno su okomiti, i zaista vrijedi

−→
i · −→j = −→

j · −→k = −→
k · −→i = 0
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Skalarni produkt vektora sa sobom - duljina vektora. Ako je −→v =
a · −→i + b · −→j + c · −→k onda je

−→v · −→v := a · a + b · b + c · c = a2 + b2 + c2 = |−→v |2

Dakle
|−→v | =

√−→v · −→v
Kut medju vektorima. Pomo¢u skalarnog produkta moºemo lako odrediti

kut medju vektorima (a ne samo provjeriti je li taj kut ²iljast, tup ili pravi).
Naime, vrijedi:

cos α =
−→a · −→b
|−→a ||−→b |

gdje je α mjera kuta medju vektorima (to je samo malo druk£ije napisana for-
mula za skalarni produkt).

Primjer 2. Za vektore iz Primjera 1. vrijedi:
(i) cos α = 7√

29·
√

29
= 7

29 pa je, pribliºno α = 76◦1′55
′′
.

(ii) Tu je cos α = 0 pa je α = 90◦ kako smo i prije rekli.

(iii) Tu je cos α = − 3
29 pa je, pribliºno, α =.

Vektorski produkt (umnoºak) vektora. Oslanjaju¢i se na �zikalnu pre-
dodºbu o sili koja se javlja pri gibanju elektri£ne £estice kroz magnetsko polje,
dolazimo do sljede¢e geometrijske de�nicije vektorskog produkta dvaju vek-
tora.

Vektorski produkt vektora −→a i
−→
b jest vektor

−→c = −→a ×−→b

zadan smjerom, duljinom i orijentacijom ovako (sl.3):
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(smjer) −→c je okomit i na −→a i na
−→
b

(duljina - povr²ina paralelograma razapetog vektorima −→a , −→b ) |−→c | =
|−→a ||−→b | sinα gdje je α kut medju vektorima −→a ,

−→
b (sl.4).

(orijentacija - pravilo desne ruke) Gledaju¢i s vrha vektora −→c , gibanje
od vektora −→a prema vektoru

−→
b kroz kut α odvija se suprotno kazaljci na satu

(drugim rije£ima vektori −→a ,
−→
b ,−→c £ine kon�guraciju poput

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ).

Uvjet na duljinu pi²emo kao:

|−→a ×−→b | = |−→a ||−→b | sinα

Iz te formule dobije se vaºan kriterij kolinearnosti vektora:

Vektori su kolinearni ako i samo ako je njihov vektorski umnoºak
nula.

Naime, kaºemo dva su dva vektora kolinearna ako imaju isti smjer, tj. ako
se jedan od njih moºe dobiti iz drugoga mnoºenjem sa skalarom; to zna£i da
je kut medju njima od 0◦ (ista orijentacija) ili od 180◦ (suprotna orijentacija),
ili ako je neki od njih nul-vektor (tada se kut ne de�nira, ali, prema dogovoru
uzimamo da je vektorski umnoºak nula).

O£ita svojstva vektorskog produkta.

1. (Antikomutativnost):
−→
b ×−→a = −−→a ×−→b (iz orijentacije) (sl.5)
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2. −→a ×−→a = −→0 (jer je tu nul-kut; to takodjer izlati iz 1. ako stavimo
−→
b = −→a ).

3. (λ−→a )×−→b = λ(−→a ×−→b ) = −→a (λ×−→b )

4. −→
i ×−→i = −→

j ×−→j = −→
k ×−→k = −→0

−→
i ×−→j = −→

k ,
−→
j ×−→k = −→

i ,
−→
k ×−→i = −→

j

(sl.6.)
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Neo£ito svojstvo vektorskog umno²ka
5. Distributivnost na zbrajanje: −→a × (−→b +−→c ) = −→a ×−→b +−→a ×−→c
(dogovor je da je operacija vektorskog mnoºenja vi²eg reda u odnosu na zbra-
janje pa ne trebaju zagrade).

Formula za vektorski produkt u koordinatnom sustavu - analiti£ka
formula.
Koriste¢i se gornjim o£itim svojstvima i distributivno²¢u, dobijemo:

−→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

(a2b3 − a3b2)
−→
i − (a1b3 − a3b1)

−→
j + (a1b2 − a2b1)

−→
k

Primjer 3. Odredimo vektorski umnoºak vektora −→a = 2−→i + 3−→j + 4−→k ,−→
b = 3−→i + 2−→j − 3−→k i povr²inu paralelograma ²to ga oni razapinju.

−→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 3 4
3 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = −17−→i + 18−→j − 5−→k

P = |−→a ×−→b | =
√

(−17)2 + 182 + (−5)2 =
√

636

Mje²oviti produkt vektora −→a ,
−→
b ,−→c - to je broj (−→a ×−→b ) · −→c
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Ra£unanje mje²ovitog produkta u koordinatnom sustavu - anali-
ti£ka formula

(−→a ×−→b ) · −→c =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
Primjer 4. Odredimo mje²oviti produkt vektora −→a = 2−→i + 3−→j + 4−→k ,−→

b = 3−→i + 2−→j − 3−→k , −→c = 5−→i +−→
j −−→k

(−→a ×−→b ) · −→c =

∣∣∣∣∣∣
2 3 4
3 2 −3
5 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −62

Geometrijsko zna£enje mje²ovitog produkta

Uo£imo paralelepiped razapet vektorima −→a ,
−→
b ,−→c , tj. kosu prizmu kojoj je

baza paralelogram razapet vektorima−→a ,
−→
b , a tre¢i joj je brid odredjen vektorom

−→c (sl.7).

Tada je
V = |(−→a ×−→b ) · −→c |

tj. (−→a × −→
b ) · −→c = ±V (predznak je + ili − ovisno o tome £ine li vektori

−→a ,
−→
b ,−→c (u tom redoslijedu) desni sustav ili ne, tj. £ine li oni kon�guraciju

poput
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ili ne (pravilo desne ruke).

Na primjer vektori iz Primjera 4. razapinju paralelogram obujma 62 (broj −62
koji je jednak mje²ovitom produktu neki zovu orijentirani obujam).

O£ito svojstvo mje²ovitog produkta. Ako u izrazu (−→a × −→
b ) · −→c dva

vektora zamijene mjesta, izraz ostaje isti ili samo promijeni predznak (to je zato
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²to se obujam ne mijenja, jer uvijek ostaje isti paralelepiped). Jo² preciznije,
vrijedi:

(−→a ×−→b ) · −→c = (−→c ×−→a ) · −→b = (−→b ×−→c ) · −→a

dok se za tri preostale kombinacije predznak mijenja.

V. Pitanja i zadaci
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Lekcije iz Matematike 1.

6. Linearni sustavi i njihovo rješavanje

I. Naslov i objašnjenje naslova

U lekciji se obradjuje linearni sustav, njegov matrični zapis i rješavanje
pomoću inverzne matrice (ako je to moguće), Kramerovim pravilom te Gauss-
Jordanovom metodom. Takodjer se obradjuje brz algoritam za odredjivanje
determinante i inverzne matrice.

II. Pripadni inženjerski odnosno matematički problem

Mnogi se praktični i teoretski problemi svode na linearne sustave. Naime
veličine koje se razmatraju, u pravilu nisu nezavisne, već su povezane odred-
jenim jednadžbama. Najjednostavnija, ali vrlo česta situacija jest ona kad su
te jednadžbe linearne. Tada svaka bitno nova jednadžba smanjuje stupanj
slobode za 1. Ako veza (broj jednadžba) ima koliko i veličina (nepoznanica),
onda se, u praksi, u pravilu dobiva jedinstveno rješenje (stupanj slobode
nula), koje se, potom, interpretira kao jedinstveno rješenje problema.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati sustav dviju linearnih jednadžba s dvjema nepoz-
nanicama, pojam rješenja i metode njihova rješavanja (gradivo iz osnovne i
srednje škole), te osnovna svojstva matrica i determinanta.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam linearnog sustava. Linearni sustav od m jednadžba s n nepoz-
nanica je sustav oblika:
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
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a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

·
·
·
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

Brojevi aij, i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n i b1, b2, ..., bm zovu se koefici-
jenti, a x1, x2, ..., xn nepoznanice.

Na primjer, za m = 2 i n = 3 dobije se sustav od dviju jednadžba s trima
nepoznanicama:
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

Konkretno
Primjer 1.
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − 4x2 + 5x3 = 7

Ako je m = n (tj. ako ima jednako jednadžba kao i nepoznanica), sustav
zovemo kvadratnim n-tog reda:
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

·
·
·
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

Na primjer
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

je zapis općeg sustava trećeg reda. Konkretno:

Primjer 2.
x1 + x2 + x3 = 4
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − 4x2 + 5x3 = 7
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Rješenje linearnog sustava s n nepoznanica - to je svaka uredjena n-
torka (λ1, λ2, ..., λn) koja, ako se uvrsti umjesto nepoznanica (x1, x2, ..., xn),
zadovoljava sve jednadžbe sustava. Na primjer, trojka (2, 1, 1) rješenje je
sustava iz Primjera 1. jer je:
2 · 2− 3 · 1 + 4 · 1 = 5 i
3 · 2− 4 · 1 + 5 · 1 = 7.
Medjutim, i trojka (1,−1, 0) je rješenje tog sustava jer je
2 · 1− 3 · (−1) + 4 · 0 = 5 i
3 · 1− 4 · (−1) + 5 · 0 = 7.
(taj sustav ima beskonačno mnogo rješenja).
Da je trojka (2, 1, 1) rješenje sustava pǐsemo kao (x1, x2, x3) = (2, 1, 1) ili kao
x1 = 2, x2 = 1, x3 = 1.

Lako se vidi da je (2, 1, 1) jedino (jedinstveno) rješenje sustava iz Primjera
2. Općenito, mogu nastati tri mogućnosti:
1. sustav ima jedinstveno rješenje.
2. sustav ima beskonačno mnogo rješenja
3. sustav nema rješenja.

Matrični zapis sustava. Ako se koeficijenti uz nepoznanice postave u
matricu sustava, tj. u matricu s m redaka i n stupaca (m× n matricu)

A =




a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

am1 am2 amn




a slobodni koeficijenti b1, b2, ..., bm i nepoznanice u jednostupčane matrice

b =




b1

b2

bm


 odnosno x =




x1

x2

xn




sustav se kratko može zapisati u matričnom obliku kao

Ax = b
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Na primjer, sustav iz Primjera 2. može se zapisati kao



1 1 1
2 −3 4
3 −4 5







x1

x2

x3


 =




4
5
7




Regularni sustav i njegovo rješavanje. Kvadratni linearni sustav
zove se regularnim ako mu je matrica sustava regularna, tj. ako ima in-
verznu matricu (determinanta različita od nule). Takav sustav ima jedin-
stveno rješenje koje se može dobiti prema shemi:

Sustav: Ax = b Rješenje: x = A−1b.

Uočite analogiju s linearnom jednadžbom
ax = b i njenim rješenjem x = a−1b, tj. x = b

a
,

samo što je kod nje uvjet a 6= 0 (da bismo mogli dijeliti s a), a u linearnom
sustavu det A 6= 0 (da bi postojala inverzna matrica matrice A).

Primjer 3. U primjeru 2, matrica sustava je A =




1 1 1
2 −3 4
3 −4 5


. Dobije

se det A = 4 i A−1 = 1
4




1 −9 7
2 2 −2
1 7 −5




sustav je regularan i rješenje mu je (prema formuli x = A−1b)




x1

x2

x3


 =

1

4




1 −9 7
2 2 −2
1 7 −5







4
5
7


 =




2
1
1




Dakle, x1 = 2, x2 = 1, x3 = 1, kako smo i prije dobili.

Rješavanje regularnog sustava Kramerovim pravilom. Regularni
sustav može se riješiti i tzv. Kramerovim pravilom (koje je samo raspisana
varijanta metode pomoću inverzne matrice). Kako se to pravilo, iako vrijedi
općenito, koristi ponajvǐse za rješavanje sustava 2-gog i 3-eg reda (jer je za
sustave većeg reda zamorno), objasnit ćemo ga na konkretnom, već vidjenom
primjeru sustava 3-g reda.
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Primjer 4. Riješimo Kramerovim pravilom sustav
x1 + x2 + x3 = 4
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − 4x2 + 5x3 = 7

Već smo vidjeli da je determinanta sustava D = 4.
Treba još izračunati determinante D1, D2, D3 tako da u determinanti sustava
redom zamjenjujemo prvi, drugi, odnosno treći stupac sa stupcem slobodnih
koeficijenata.

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣

4 1 1
5 -3 4
7 -4 5

∣∣∣∣∣∣∣
= 8

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 4 1
2 5 4
3 7 5

∣∣∣∣∣∣∣
= 4

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 4
2 -3 5
3 -4 7

∣∣∣∣∣∣∣
= 4

Sad je, prema Kramerovu pravilu:

x1 =
D1

D
=

8

4
= 2

x2 =
D2

D
=

4

4
= 1

x3 =
D3

D
=

4

4
= 1

kako smo i prije dobili.

Gauss-Jordanova metoda - to je u biti metoda suprotnih koeficijenata
(koja se obradjuje već u osnovnoj školi), samo što se ne pǐsu jednadžbe već se
vrše tzv. elementarne operacije - transformacije na koeficijentima sus-
tava, odnosno redcima. Metodu ćemo objasniti na već rješavanom primjeru
(napomenimo da je ova metoda pogodna za sve, a ne samo za kvadratne
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sustave).

Primjer 5. Gauss-Jordanovom metodom riješimo sustav
x1 + x2 + x3 = 4
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − 4x2 + 5x3 = 7




1 1 1 | 4
2 −3 4 | 5
3 −4 5 | 7


 ∼ napisali smo sve koeficijente, slobodne odvojili




1 1 1 | 4
0 −5 2 | −3
3 −4 5 | 7


 ∼ prvu jedn. množili smo s −2 i dodali drugoj




1 1 1 | 4
0 −5 2 | −3
0 −7 2 | −5


 ∼ prvu jedn. množili smo s −3 i dodali trećoj




1 1 1 | 4
0 2 0 | 2
0 −7 2 | −5


 ∼ od druge smo oduzeli treću




1 1 1 | 4
0 1 0 | 1
0 −7 2 | −5


 ∼ drugu smo podijelili s 2




1 1 1 | 4
0 1 0 | 1
0 0 2 | 2


 ∼ drugu smo podijelili s 2




1 1 1 | 4
0 1 0 | 1
0 0 1 | 1


 treću smo podijelili s 2

Do ovog mjesta postupak se obično zove Gaussova metoda; prepoznajemo
ga po tome što smo u prvom dijelu matrice došli do gornje trokutaste matrice
s jedinicama na dijagonali; njome smo početni sustav sveli na
x1 + x2 + x3 = 4
0 · x1 + x2 + 0 · x3 = 1
0 · x1 + 0 · x2 + x3 = 1
tj. x2 = x3 = 1 i x1 + x2 + x3 = 4, odakle dobijemo x1 = 2, kako smo i prije
imali. Taj nastavak rješavanja katkad je zgodno zapisivati kao i u Gaussovu
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postupku, samo što sad idemo od najdonjeg reda prema gore i to se zove
Jordanova metoda, a sve skupa Gauss-Jordanova. Pokažimo taj nastavak na
ovom primjeru (startamo tamo gdje smo stali):




1 1 0 | 3
0 1 0 | 1
0 0 1 | 1


 ∼ od prve smo oduzeli treću




1 0 0 | 2
0 1 0 | 1
0 0 1 | 1


 od prve smo oduzeli drugu

Sad izravno čitamo x1 = 2, x2 = 1, x3 = 1.

Primjer 6. Gauss-Jordanovom metodom riješimo sustav
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − 4x2 + 5x3 = 7
x1 − x2 + x3 = 2

Da bismo na početku imali 1 (što je pogodno), treću jednadžbu stavimo
na prvo mjesto. Vidimo da smo dobili sustav koji se samo za jedan predznak
razlikuje od prethodnog. Vidjet ćemo da taj sustav ima beskonačno mnogo
rješenja. Postupak ćemo ubrzati tako da ćemo, kad to bude zgodno, obaviti
vǐse elementarnih operacija




1 −1 1 | 2
2 −3 4 | 5
3 −4 5 | 7


 ∼




1 −1 1 | 2
0 −1 2 | 1
0 −1 2 | 1


 ∼ od druge smo oduzeli 2 prve, a od treće 3 prve;

Dobili smo istu drugu i treću jednadžbu, tako da treću možemo odbaciti, pa
od sad imamo samo dva redka

[
1 −1 1 | 2
0 1 −2 | −1

]
∼ drugu smo množili s −1

[
1 0 −1 | 1
0 1 −2 | −1

]
∼ drugu smo dodali prvoj
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Sad stajemo jer smo došli do jedinične 2 × 2 matrice na lijevom dijelu i
očitavamo skup rješenja ovako (u ovisnosti o x3):
x1 = 1 + x3

x2 = −1 + 2x3.
x3 možemo birati po volji. Na primjer
Za x3 = 0 dobijemo x1 = 1, x2 = −1,
Za x3 = 1 dobijemo x1 = 2, x2 = 1,
Za x3 = 1

2
dobijemo x1 = 3

2
, x2 = 0, itd.

Uočite da smo tako riješili i sustav iz Primjera 1. U ovom slučaju (kad jednu
nepoznanicu biramo po volji) kažemo da je skup rješenja jednodimenzionalan.

Algoritam za računanje determinante Pomoću elementarnih op-
eracija na redcima može se odrediti determinanta; ta je metoda, općenito,
neusporedivo brža od one s razvojem po stupcu ili redku. Od postupka u
Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje se po tome što se pri dijeljenju nekog
retka brojem, taj broj treba izlučiti i što se pri zamjeni mjesta dvaju redaka,
mijenja predznak.

Primjer 7. Odredimo determinantu matrice A =




1 1 1
2 −3 4
3 −4 5




Već smo vidjeli da je det A = 4. Sad ćemo to dobiti ovom metodom.

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 −3 4
3 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −5 2
3 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −5 2
0 −7 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 2 0
0 −7 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

2

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 1 0
0 −7 2

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · 2 = 4

Metoda za odredjivanje inverza matrice. Pomoću elementarnih op-
eracija na redcima može se odrediti inverz matrice; ta je metoda, općenito,
neusporedivo brža od one s adjungiranom matricom. Od postupka u Gauss-
Jordanovoj metodi razlikuje se po tome što nema zamjene redaka.
Opis metode. Do matrice dodamo jediničnu matricu i vršimo elementarne
operacije na redcima dok se jedinična matrica ne pojavi na lijevoj strani.
Tada je inverz matrice na desnoj.
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Primjer 8. Odredimo inverz matrice A =




1 1 1
2 −3 4
3 −4 5




Inverz smo već računali; sad ćemo to obaviti ovom metodom. Postupak
ćemo ponegdje ubrzati.




1 1 1 | 1 0 0
2 −3 4 | 0 1 0
3 −4 5 | 0 0 1


 ∼




1 1 1 | 1 0 0
0 −5 2 | −2 1 0
0 −7 2 | −3 0 1


 ∼




1 1 1 | 1 0 0
0 2 0 | 1 1 −1
0 −7 2 | −3 0 1


 ∼




1 1 1 | 1 0 0
0 1 0 | 1

2
1
2

−1
2

0 −7 2 | −3 0 1


 ∼




1 1 1 | 1 0 0
0 1 0 | 1

2
1
2

−1
2

0 0 2 | 1
2

7
2

−5
2


 ∼




1 1 1 | 1 0 0
0 1 0 | 1

2
1
2

−1
2

0 0 1 | 1
4

7
4

−5
4


 ∼




1 0 0 | 1
4

−9
4

7
4

0 1 0 | 1
2

1
2

−1
2

0 0 1 | 1
4

7
4

−5
4


 ∼ od prvog smo oduzeli i drugi i treći

redak.

Sad stajemo jer smo na lijevoj strani dobili jediničnu matricu; inverznu
matricu očitavamo na desnoj strani. Vidimo da je, kao i prije:

A−1 =




1
4

−9
4

7
4

1
2

1
2

−1
2

1
4

7
4

−5
4


 =

1

4




1 −9 7
2 2 −2
1 7 −5



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V. Pitanja i zadaci

1. Sustav zapǐsite matrično:
x1 + x3 = 4
2x1 − 3x2 = 3
3x1 − 4x2 + 5x3 = 6
Je li sustav regularan?

Uputa. Sustav je regularan jer je determinanta matrice sustava −14 što
je različito od nule.

2. (i) Kojim se obradjivanim metodama može rješavati sustav
x1 + 2x2 + 3x3 = 4
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − x2 + 7x3 = 9?
(ii) Koliko sustav ima rješenja.

Uputa. (i) Samo Gauss-Jordanovom metodom (jer sustav nije regularan
- determinante matrice sustava je nula).
(ii) Sustav ima beskonačno mnogo rješenja (skup rješenja je jednodimenzion-
alan - jednu nepoznanicu možemo birati po volji).
Naime, treća jednadžba dobije se zbrajanjem prve i druge, pa se može izostaviti.
Isto se dobije Gauss-Jordanovom metodom - treći redak postaje nula.

3. Koliko rješenja ima sustav
x1 − 2x2 + 3x3 = 4
2x1 − 4x2 + 6x3 = 8
−3x1 + 6x2 − 9x3 = −12?

Uputa. Beskonačno mnogo. Skup rješenja je dvodimenzionalan (dva
rješenja biramo po volji). Naime, druga se jednadžba dobije iz prve množenjem
s 2, a treća množenjem s −3, pa se mogu izostaviti. Na primjer, za x2 =
x3 = 0, iz pove jednadžbe dobijemo x1 = 4; pripadajuće je rješenje (4, 0, 0),
a za x2 = 1, x3 = 5 dobijemo x1 = −9; pripadajuće je rješenje (−9, 1, 5) itd.
Isto se dobije Gauss-Jordanovom metodom - drugi i treći redak postaje 0.

4. Koliko rješenja ima sustav
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x1 + 2x2 + 3x3 = 4
2x1 − 3x2 + 4x3 = 5
3x1 − x2 + 7x3 = 6?

Uputa. Sustav nema rješenja.
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Lekcije iz Matematike 1.

7. Pojam svojstvene vrijednosti i
svojstvenog vektora

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se obra�uju pojam te geometrijsko i �zikalno zna£enje svojstvene
vrijednosti i svojstvenog vektora na primjerima matrica drugog reda.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Mrlja u obliku kruga, sastavljena od £estice jednoliko raspore�enih oko
sredi²ta radijalno se ²iri; jedna od najjednostavnijih mogu¢nosti jest da to
geometrijski bude dilatacija ili kontrakcija (u svim smjerovima). Takve se po-
jave opisuju skalarnim matricama (koje djeluju prakti£no kao brojevi).
Ne²to sloºenija je situacija kad imamo takvo rastezanje koje je radijalno samo
uzduº koordinatnih osiju (ali, moºda, po svakoj osi s drugim intenzitetom);
takvo se djelovanje opisuje dijagonalnim matricama.
Takvo djelovanje u ravnini koje je radijalno po dvama okomitim pravcima kroz
ishodi²te, opisuje se simetri£nim matricama. Sli£no vrijedi za prostor (i vi²e
dimenzije); to jedan od glavnih razloga vaºnosti simetri£nih matrica i njihove
uloge u primjenama - one su vrlo bliske brojevima, odnosno dijagonalnim ma-
tricama.

III. Potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo; za usvajanje je potrebno razumjeti pojam vek-
tora, matrice i djelovanja matrica na to£ke ravnine ili prostora (transformacija)

Primjer 1. (posebni smjerovi djelovanja nekih transformacija

U ovom ¢emo primjeru, uz ostalo, razmatrati u ²to se transformiraju, pri
djelovanju transformacije ravnine, kvadrat s vrhovima u (±1,±1) i jedini£na
kruºnica sa sredi²tem u ishodi²tu (odnosno pripadni krug).

(i) Uo£ite da simetrija ravnine s obzirom na x-os, od svih pravaca koji prolaze
ishodi²tem (smjerova) ima dva istaknuta:
x-os £iju svaku to£ku ostavlja na miru (�ksni pravac)
y-os koju ostavlja na miru, ali ne i njene to£ke (ve¢ ih zrcali s obzirom na
ishodi²te).
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To se o£ituje i u njenom matri£nom zapisu

A =
[

1 0
0 −1

]
gdje se broj 1 odnosi na x, a broj −1 na y-os. To se vidi i iz djelovanja na
jedini£ne vektore:

A(−→i ) = −→
i , A(−→j ) = −−→j

Uo£ite, tako�er, da pri simetriji s obzirom na x-os, navedeni kvadrat i krug
prelaze u sebe (samo se dio iznad osi x zamijenjuje s onim ispod) (sl.1).

(ii) Rotacija ravnine oko ishodi²ta za kut nema istaknutih smjerova,
osim ako je to rotacija za 0◦ ili 180◦ kad su svi smjerovi istaknuti.
Navedeni kvadrat i krug prelaze u neki drugi sukladni kvadrat ili krug (samo se
zavrte).
Ishodi²te je jedina to£ka koja ostaje na miru (�ksna to£ka).

(iii) Skalarna matrica A =
[

2 0
0 2

]
odre�uje homotetiju s obzirom na

ishodi²te s koe�cijentom 2 (dilataciju). Njoj su svi smjerovi kroz ishodi²te is-
taknuti (svaka se to£ka preslikava u to£ku na istoj zraci kroz ishodi²te, ali na
dva puta ve¢oj udaljenosti (sl.2).

Pripadni kvadrat prelazi u kvadrat s vrhovima (±2,±2) (sl.3), a krug u krug
sa sredi²tem u ishodi²tu polumjera 2(sl.4).
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I tu je ishodi²te jedina to£ka koja ostaje na miru.
Fizikalno, moºemo zami²ljati da je u jedini£nom krugu oko ishodi²ta bila nakupina
£estica, koja se radijalno ²irila neko vrijeme; novi krug predo£uje novo stanje.
To ²to su ovdje svi smjerovi istaknuti (odnosno da po svim pravcima kroz
ishodi²te transformacija djeluje kao dilatacija s koe�cijentom 2), moºemo za-
pisati kao:

A(−→v ) = 2−→v

za sve vektore −→v (sl.5).
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(iv) Dijagonalna matrica A =
[

3 0
0 2

]
odre�uje sloºeno rastezanje. Ima

dva istaknuta smjera (tj. dva pravca kroz ishodi²te koji prelaze u sebe):
x-os koja odgovara broju 3 i na kojemu transformacija djeluje kao dilatacija s
koe�cijentom 3
y-os koja odgovara broju 2 i na kojemu transformacija djeluje kao dilatacija s
koe�cijentom 2
I tu je ishodi²te jedina to£ka koja ostaje na miru.
Pripadni kvadrat prelazi u pravokutnik s vrhovima (±3,±2) (sl.6) , a jedini£na
kruºnica u elipsu sa sredi²tem u ishodi²tu s poluosima 3, odnosno 2 (sl.7).
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Na jeziku jednadºba imamo

x2 + y2 = 1 → x2

9
+

y2

4
= 1

Fizikalno, moºemo zami²ljati da je u jedini£nom krugu oko ishodi²ta bila nakupina
£estica, koja se ²irila neko vrijeme, ali radijalno samo po koordinatnim osima i
to razli£itim brzinama; zato £estice izvan koordinatnih osiju imaju otklon prema
osi x. Tako�er, £estice ostaju unutar kvadranata u kojima su bili na po£etku
Mehani£ki moºemo zami²ljati da smo krug rastezali s obje strane x osi s koe�-
cijentom 3, s obje strane y osi s koe�cijentom 2; pri tom se krug deformirao u
elipsu.
Dilatacije po x, odnosno y-osi u ovom primjeru moºemo zadati i uvjetima:

A(−→i ) = 3−→i , A(−→j ) = 2−→j

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Svojstvena vrijednost i svojstveni vektor matrice.

U Primjeru 1. vidjeli smo da za dijagonalne matrice 2. reda postoje dva
istaknuta smjera (svaki odgovara po jednom broju koji je na dijagonali te ma-
trice; za skalarne matrice svi su smjerovi istaknuti). Postavlja se pitanje postoje
li takvi smjerovi i za neke matrice koje nisu dijagonalne. Vidjet ¢emo da takvi,
me�usobno okomiti smjerovi, postoje za simetri£ne matrice (vidjeli smo da za
matrice koje odgovaraju rotacijama u ravnini takvi smjerovi ne postoje).
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Kaºemo da je broj λ svojstvena vrijednost matrice A ako postoji ne-nul
vektor −→v tako da bude

A(−→v ) = λ−→v

a svaki takav −→v zove se svojstveni vektor matrice A pridruºen svojstvenoj
vrijednosti λ.

Primjer 2. Za matrice iz Primjera 1. imamo.
(i) - simetrija s obzirom na x-os ima dvije svojstvene vrijednosti:
(I) broj 1, a svaki ne-nul vektor proporcionalan

−→
i pripadni je svojstveni vektor;

zato je dovoljno re¢i da je
−→
i svojstveni vektor

(II) broj −1, sa svojstvenim vektorom
−→
j .

(ii) - rotacije (osim dviju) nemaju svojstvenih vrijednosti ni vektora (to£nije
nemaju realnih svojstvenih vrijednosti ni vektora).
(iii)- homotetija s koe�cijentom 2 ima jednu svojstvenu vrijednost: broj 2, a
svaki ne nul vektor joj je svojstveni vektor.

(iv) - dijagonalna matrica A =
[

3 0
0 2

]
ima dvije svojstvene vrijednosti:

broj 3 sa svojstvenim vektorom
−→
i

broj 2 sa svojstvenim vektorom
−→
j

Primjer 3. (i) Pokaºimo da su brojevi 1 i 6 svojstvene vrijednosti matrice

A =
[

2 2
2 5

]
(ii) Odredimo pripadne svojstvene vektore.
(iii) Odredimo slike kvadrata odnosno jedini£nog kruga pri ovoj transformaciji.

(i) i (ii). Ozna£imo −→v =
[

x
y

]
tada uvjet A(−→v ) = 1 · −→v postaje linearni sustav

2x + 2y = x, 2x + 5y = y, tj. x = −2y

(sustav se svodi na jednu jednadºbu).
Netrivijalno rje²enje (zbog ne-nul vektora) je, na primjer, x = −2, y = 1, tj.
−→v1 = −2−→i + −→

j je svojstveni vektor pridruºen svojstvenoj vrijednost 1 (ostali
su mu proporcionalni).
Uvjet A(−→v ) = 6 · −→v postaje linearni sustav

2x + 2y = 6x, 2x + 5y = 6y, tj. y = 2x

Netrivijalno rje²enje je, na primjer, x = 1, y = 2, tj. −→v2 = −→
i +2−→j je svojstveni

vektor pridruºen svojstvenoj vrijednost 6 (ostali su mu proporcionalni).
Uo£ite da su vektori−→v1 i−→v2 okomiti, takvi su ujedno i pripadni istaknuti smjerovi
(zadani jednadºbama x = −2y, odnosno y = 2x).
(iii) Kvadrat s vrhovima (±1,±1) prelazi u paralelogram s vrhovima
(4, 7), (0, 3), (−4,−7), (0,−3 (sl.8).
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Jedini£na kruºnica prelazi u elipsu sa sredi²tem u ishodi²tu i poluosima
duljine 1 (na istaknutom pravcu s jednadºbom x = −2y), odnosno 6 (na is-
taknutom pravcu s jednadºbom y = 2x) (sl.9).

Geometrijski, ta je elipsa nastala rastezanjem s koe�cijentom 6 uzduº pravca
s jednadºbom y = 2x.
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Tako�er, moºemo zami²ljati da se nakupina £estica u jedini£nom krugu ²iri
tako da £estice na pravcu s jednadºbom x = −2y (tj. na pravcu s jednadºbom
y = − 1

2x) ostaju na miru, £estice na pravcu y = 2x ²ire se radijalno, a ostale
da imaju otklon prema pravcu y = 2x. Pritom £estice ne izlaze iz kvadranata
odre�enih istaknutim smjerovima.

Primjer 4. (i) Pokaºimo da su brojevi 2 i 1 svojstvene vrijednosti matrice

A =
[

2 1
0 1

]
(ii) Odredimo pripadne svojstvene vektore.
(iii) Odredimo slike kvadrata odnosno jedini£nog kruga pri ovoj transformaciji.

(i) i (ii) Uz oznake kao u rje²enju Primjera 3., uvjet A(−→v ) = 2 · −→v postaje
linearni sustav

2x + y = 2x, y = 2y, tj. y = 0

pa je x-os istaknut smjer za svojstvenu vrijednost 2, tj. −→v1 = −→
i je svojstveni

vektor pridruºen svojstvenoj vrijednost 2.
Uvjet A(−→v ) = 1 · −→v postaje linearni sustav

2x + y = x, y = y, tj. y = −x

Netrivijalno rje²enje je, na primjer, x = −1, y = 1, tj. −→v2 = −−→i + −→
j je

svojstveni vektor pridruºen svojstvenoj vrijednost 1.
Uo£ite da vektori −→v1 i −→v2 nisu okomiti, ujedno ni pripadni istaknuti smjerovi
(zadani jednadºbama y = 0, odnosno y = −x) (sl.10).

8



(iii) Kvadrat s vrhovima (±1,±1) prelazi u paralelogram s vrhovima
(3, 1), (−1, 1), (−3,−1), (1,−1) (sl.11).

Jedini£na kruºnica prelazi u elipsu sa sredi²tem u ishodi²tu i poluosima koji
nisu na istaknutim smjerovima i treba ih posebno odre�ivati (sl.12).

Moºemo zami²ljati da se nakupina £estica siri tako da £estice na pravcu
y = −x ostaju na miru, £estice na x-osi ²ire se radijalno, a ostale da imaju
otklon prema x-osi (gdje je ve¢a svojstvena vrijednost). Pritom £estice ne izlaze
iz kosih kvadranata odre�enih istaknutim smjerovima.

Metoda odre�ivanja svojstvenih vrijednosti. Iz prethodnih smo prim-
jera vidjeli kako se odre�uju svojstveni vektori, ako su poznate svojstvene vri-
jednosti. Sad ¢emo na primjeru matrica 2-og reda pokazati kako se odre�uju
svojstvene vrijednosti (ista ¢e metoda biti primjenjiva i na bilo koje matrice).

Neka je A =
[

a b
c d

]
bilo koja matrica 2. reda. Uvjet A(−→v ) = λ−→v svodi se
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na sustav:

ax + by = λx, cx + dy = λy, tj. (a− λ)x + by = 0, cx + (d− λy) = y

Ako ºelimo da taj sustav, osim o£itog trivijalnog rje²enja (0, 0), ima i neko
netrivijalno (jer mora biti −→v 6= 0), determinanta sustava mora biti 0 (ina£e bi
rje²enje bilo jedinstveno: x = y = 0). Dakle, treba biti∣∣∣∣ a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0, tj. λ2 − (a + d)λ + (ad− bc) = 0

To je kvadratna jednadºba pa moºe imati dva realna, dvostruko realno ili
kompleksno-konjugirana rje²enja.

Primjer 5. Odredimo formulom svojstvene vrijednosti:
(i) dijagonalne matrice

(ii) matrice A =
[

2 2
2 5

]
iz Primjera 3.

(iii) matrice A =
[

2 1
0 1

]
iz Primjera 4.

(iv) matrice rotacije

[
cos α − sinα
sinα cos α

]
(i) Ve¢ smo na primjerima vidjeli da su brojevi a, d na dijagonali dijagonalne

matrice (drugog reda), svojstvene vrijednosti te matrice. Isto se dobije formu-
lom:
λ2 − (a + d)λ + (ad− bc) = 0, zbog b = c = 0 postaje, λ2 − (a + d)λ + ad = 0, s
rje²enjima λ1 = a, λ2 = d.
(ii) Tu je λ2 − 7λ + 6 = 0, pa je λ1 = 1, λ2 = 6 (kako smo ve¢ provjerili).
(iii) Tu je λ2 − 3λ + 2 = 0, pa je λ1 = 2, λ2 = 1 (kako smo ve¢ provjerili -
uo£ite da su ta dva broja na dijagonali matrice; sli£no vrijedi za svaku gornju
trokutastu ili donju trokutastu matricu).
(iv) Goemetrijskim smo argumentima zaklju£ili da ta matrica (osim dvaju izuze-
taka) nema istaknutih smjerova; to zna£i da joj svojstvene vrijednosti nisu re-
alni brojevi. Isto se dobije formulom: λ2 − 2 cos α · λ + (cos2 α + sin2 α) = 0, tj.
λ2 − 2 cos α · λ + 1 = 0;
diskriminanta te jednadºbe je D = 4 cos2 α−4, ²to je < 0 osim ako je cos α = ±1,
a to je za α = 0◦ ili α = 180◦.

Primjer 6. Simetri£ne matrice imaju realne svojstvene vrijednosti i okomite
pripadne svojstvene vektore.

Tu je λ2 − (a + d)λ + (ad − b2) = 0, jer je c = b, pa je diskriminanta
D = (a + d)2 − 4(ad − b2) = (a − d)2 + b2, ²to je > 0 (pa imamo dva razli£ita
realna rje²enja) osim ako je a = d i b = 0 (skalarna matrica kad su svi vektori
svojstveni).
Okomitost ¢emo dokazati posebno.
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Lekcije iz Matematike 1.

8. Pojam funkcije, grafa i inverzne
funkcije

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se obradjuju pojam funkcije i njena uloga u inºenjerstvu, njena
geometrijska interpretacija (graf), osnovna svojstva funkcija i pojam inverzne
funkcije.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

U prou£avanju prirode i u inºenjerstvu javljaju su razne veli£ine (vrijeme,
masa, brzina, temperatura, obujam, udaljenost, poloºaj itd.). U tipi£noj situaciji
razmatraju se dvije veli£ine koje nisu neovisne jedna od druge, ve¢ promjena
jedne utje£e na promjenu druge, dakle te su dvije veli£ine povezane. Problem
opisivanja takvih veza je temeljni inºenjerski problem, a matemati£ki se rje²ava
uvodjenjem pojma funkcije.
Da bi se bolje uo£avale spomenute veze, dobro ih je geometrijski predo£iti;
matemati£ki to se ostvaruje grafom funkcije.

III. Potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije obradjuje se ve¢ u osnovnoj �, a sustavnije
u srednjoj ²koli: linearna, kvadratna, eksponencijalna i logaritamska funkcija,
trigonometrijske funkcije i polinomi. U ovoj lekciji vaºno ¢e biti poznavanje
linearne i kvadratne funkcije. Takodjer, bit ¢e potrebno poznavanje realnih
brojeva i koordinatnog sustava na pravcu i ravnini.

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Primjeri zavisnih veli£ina

Proteklo vrijeme i poloºaj £estice koja se giba na pravcu.
Zamislimo da se £estica giba po pravcu. Temeljni problem opisa tog gibanja
jest da se odredi pravilo koje ¢e nam kazati koji je poloºaj te £estice u svakom
odabranom trenutku.
Da bi se taj problem matematizirao i (barem na£elno) matemati£ki rije²io, treba:
1. Uvesti koordinatni sustav na pravac po kojemu se odvija gibanje, tj. izabrati
ishodi²te, mjernu jedinicu za duljinu i usmjerenje (tj. odabrati to£ku pravca
koja ¢e imati koordinatu 0).
Sad poloºaj £estice na pravcu moºemo interpretirati kao broj - koordinatu
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poloºaja; tako je poloºaj veli£ina (oznaka s) koja ima realne vrijednosti.
2. Dogovoriti se za nulto vrijeme i jedinicu mjerenja vremena; tako je vrijeme
veli£ina (oznaka t) koja takodjer ima realne vrijednosti.

Sad se problem opisa tog gibanja moºe prevesti na sljede¢i matemati£ki prob-
lem:
za svaku vrijednost veli£ine t treba odrediti vrijednost veli£ine s Da
bismo nazna£ili da neka vrijednost veli£ine s odgovara nekoj vrijednosti t vre-
mena, pi²emo s(t), dakle:

s(t) := koordinata poloºaja £estice u vrijeme t (sl.1.).

Na primjer:
s(2) = 4 zna£i da je za t = 2 £estica bila u to£ki s koordinatom 4.
Uo£imo da je u ovom vaºnom primjeru, vrijeme t primarna veli£ina, a poloºaj
s sekundarna; kaºemo da veli£ina s zavisi o veli£ini t.

Varijante. Svaku veli£inu koja ovisi o vremenu prirodno moºemo zami²ljati
kao gibanje po pravcu; naime zami²ljamo kako se, dok vrijeme protje£e, vrijed-
nost te veli£ine giba po brojevnom pravcu. Na primjer:
1. masa m nekog spoja koji nastane u nekoj reakciji za neko vrijeme.
2. temperatura τ koja nastane pri nekoj reakciji u nekom vremenu.
3. brzina v kojom se odvija neka reakcija u nekom vremenu.

Op¢enito, ako imamo imamo dvije veli£ine tako da druga ovisi o prvoj, ta
je zavisnost analogna gibanju po pravcu. Naime vrijednosti druge (zavisne)
veli£ine mijenjaju se (gibaju) na brojevnom pravcu dok se mijenja prva veli£ina
(koja u ovim okolnostima zamjenjuje vrijeme).

Vrijednosti koje postiºe veli£ina.

Pri gibanju po pravcu £estica na£elno moºe biti u svakom poloºaju, pa je,
op¢enito, skup vrijednosti veli£ine s (koja registrira poloºaj) skup realnih bro-
jeva. Skup vrijednosti koje zaista postiºe ta veli£ina u konkretnom slu£aju, u
pravilu je manji.

Primjer 1. Opi²imo skup vrijednosti koje pri vertikalnom hicu moºe posti¢i
veli£ina
(i) poloºaja s
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(ii) vremena t.

(i) Ovaj problem nema jednozna£an odgovor. On ovisi o vi²e faktora.
1. Faktor - uvodjenje koordinatnog sustava na pravac po kojemu se odvija
gibanje. Uobi£ajeno je da je ishodi²te u razini zemlje i da je pozitivni smjer
(usmjerenje) prema uvis (sl.2.).

Ako to prihvatimo, onda je skup vrijednosti koje s moºe posti¢i segment
[0,H], gdje je H visina do koje dodje £estica prije nego po£me padati.

2. Faktor - visina na kojoj je bila £estica kad smo je hitnuli u vis.

3. Faktor - brzina kojom je £estica hitnuta u vis.
Ima i vi²e drugih faktora (otpor zraka, stvarna zemljina sila koja djeluje na
£esticu itd.), ali njih zanemarujemo, jer ovdje razmatramo gibanje u idealnim
uvjetima).
(ii) Ni ovaj problem nema jednozna£no rje²enje. On takodjer ovisi o vi²e fak-
tora. Uz faktore 2. i 3. tu je jo²:

4. Faktor - odabir nultog vremena (i jedinice za vrijeme). Obi£no se uzima
da je u t = 0 £estica izba£ena u vis. Tada t postiºe segment [0, T ], gdje je T
vrijeme u trenutku kad £estica udari u pod.
Moºemo zamisliti da se gibanje i nakon pada nastavlja (samo ²to £estica miruje)
pa t postiºe vrijednosti iz [0,∞].
Dalje, moºemo zamisliti da je gibanje bilo i prije izbacivanja u vis (samo ²to je
£estica mirovala); tada t postiºe svaku realnu vrijednost.

Uo£imo da pri gibanju po pravcu svakoj vrijednosti veli£ine t odgovara to£no
jedna (jedinstvena) vrijednost veli£ine s, a da obratno ne mora biti.
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Primjer 2. (i) Pri jednolikom pravom gibanju £estice po pravcu svakoj
vrijednosti veli£ine t odgovara jedinstvena vrijednost veli£ine s, i obratno, tj.
£estica se ne moºe na¢i u istom poloºaju za dva razli£ita trenutka.
(ii) Pri vertikalnom hicu, svakom t odgovara jedinstven s, medjutim obratno ne
vrijedi (jer ¢e £estice neke poloºaje posti¢i dva puta: pri gibanju u vis i pri padu
(sl.3.).

Pravilo prema kojem su povezane dvije veli£ine. Dvije zavisne veli£ine
na razli£ite na£ine mogu ovisiti jedna o drugoj.

Primjer 3. Odredimo pravilo prema kojemu zavise t i s pri gibanju po
pravcu stalnom brzinom v = 3 ako je:
(i) u t = 0 £estica bila u s = 0
(ii) u t = 0 £estica bila u s = 2

(i) s(t) = 3t
(ii) s(t) = 3t + 2.
Uo£ite da se pomo¢u tih formula moºe odrediti poloºaj u svakom trenutku.

Primjer 4. Odredimo pravilo prema kojem zavise
(i) duljina stranice kvadrata x i njegova povr²ina y.
(ii) obujam kugle y i polumjer kugle y

(i) y(x) = x2.
(ii) y(x) = 4π

3 x3

Pojam funkcije. Gibanje po pravcu mogli smo zamisliti kao pridruºivanje,
koje svakoj vrijednosti varijable t pridruºuje neku vrijednost varijable s. Sli£no
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bi se mogle interpretirate veze drugih spomenutih veli£ina. Svugdje moºemo
uo£iti
1. Skup A vrijednosti prve veli£ine.
2. Skup B vrijednosti druge (zavisne) veli£ine.
3. Pravilo zavisnosti, tj. pravilo f prema kojemu druga (zavisna) veli£ina
o prvoj. Vrijednost druge veli£ine koja odgovara vrijednosti x prve veli£ine,
prema pravilu f , ozna£ava se kao f(x)
Kaºemo da je f funkcija sa skupa A u skup B i pi²emo

f : A → B

Prva (nezavisna) varijabla x naziva se i argument. Kaºemo da je f(x) vrijed-
nost funkcije f u x, A domena - podru£je de�nicije i B kodomena - podru£je
vrijednosti.

Primjer 5. Zapi²imo pomo¢u f pravila zavisnosti iz Primjera 3. i 4.

Primjer 3. (i) f(t) := 3t, (ii) f(t) := 3t + 2
Primjer 4. (i) f(x) := x2, (ii) f(x) := 4π

3 x3

Ovakvim zapisima kaºemo da smo funkciju zadali analiti£ki jer smo dali
formulu prema kojoj funkcija djeluje. Uo£ite da se analiti£ki zapis funkcije sas-
toji od:
1. lijeve strane, na primjer, f(x); tu je f funkcija, a x argument (prva vari-
jabla).
2. znaka :=; £ita se jednako je prema de�niciji; taj znak koristimo umjesto
obi£ne jednakosti, da bi se zadavanje funkcije razlikovalo od jednadºbe.
3. desne strane - analiti£kog izraza, na primjer x2.
Sve skupa, tj. f(x) := x2 zna£i da se vrijednosti funkcije f ra£unaju prema
pravilu koje je zadano izrazom na desnoj strani.
U analiti£kom zapisu funkcije nigdje se ne spominje kako se ozna£ava druga
varijabla (a moºemo je ozna£iti kao y, z, ...).

Primjer 6. Odredimo vrijednost u 4 funkcije f iz Primjera 5.

Treba izra£unati f(4). Dobijemo redom:
Ako je f(t) := 3t onda je f(4) = 3 · 4 = 12.
Ako je f(t) := 3t + 2 onda je f(4) = 3 · 4 + 2 = 14
Ako je f(x) := x2 onda je f(4) = 42 = 16
Ako je f(x) := 4π

3 x3 onda je f(4) = 4π
3 43 = 256

3 π

Graf funkcije. Da bismo je bolje do£arali, funkciju moºemo predo£iti di-
nami£ki. Na primjer, gibanje na pravcu moºemo kompjutorski simulirati tako
da doºivimo kretanje £estice, promjenu brzine i sl.
Drugi, puno vaºniji i tehni£ki jednostavniji pristup, jest gra�£ko predo£a-
vanje funkcije, kojim, za svaku vrijednost argumenta x (nezavisne varijable),
geometrijski predo£avamo odgovaraju¢u vrijednost zavisne varijable y, tj. vri-
jednost f(x). To postiºemo tako da u koordinatnoj ravnini na horizontalnu os
nanosimo x-vrijednosti, a na vertikalnu y-vrijednosti. Da nazna£imo da vri-
jednosti argumenta x, odgovara vrijednost f(x) zavisne varijable y, ucrtavamo
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to£ku (uredjeni par) (x, f(x)). Skup svih takvih to£aka zovemo graf funkcije
(oznaka Gf ili Γf ). Dakle:

Γf := {(x, f(x))}

gdje x prolazi domenom funkcije f (sl.4.).

Uo£imo sljede¢e:
Koordinatna se ravnina sastoji od svih mogu¢ih uredjenih parova (x, y) gdje
su x, y realni brojevi. Tu su koordinate x, y nezavisne (medju njima nema
nikakvih veza); zato je ravnina dvodimenzionalna.
Graf funkcije sastoji se od uredjenih parova (x, y) gdje x, y nisu nezavisni, ve¢
medju njima postoji jedna veza:

y = f(x)

zato se dimenzija spu²ta za 1, pa je graf funkcije jednodimenzionalan, a kako
je potpuno odredjen gornjom vezom, nju zovemo jednadºba grafa (i tu jed-
nadºbu obi£no i pi²emo uz graf, umjesto oznake Γf ). Dakle, treba razlikovati:
f ..... to je funkcija;
f(x)....to je vrijednost funkcije f u x,
y = f(x)....to je jednadºba grafa (to je jednadºba s dvjema nepoznanicama,
poput jednadºbe pravca, kruºnice i sl.)
f(x) = 0.....to je jednadºba (s jednom nepoznanicom) pridruºena funkciji f .

Primjer 7. Neka je funkcija f zadana s f(x) := x2 − 4. Tada je njen
graf parabola s jednadºbom y = x2 − 4 (dakle skup rje²enja te jednadºbe
je beskona£an - jedna jednadºba s dvjema nepoznanicama - i geometrijski je
parabola).
Jednadºba x2−4 = 0 je jednadºba s jednom nepoznanicom (pridruºena funkciji
f) i ima dva rje²enja: ±2, geometrijski to su apscise to£aka u kojima graf
funkcije f sije£e x-os (sl.5.).
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O£itavanje vrijednosti funkcije iz grafa funkcije. Ako nam je poznat
graf funkcije, onda moºemo gra�£ki pribliºno odrediti vrijednost funkcije f u x
ovako:
1. korak. Iz to£ke s koordinatom x na horizontalnoj osi povla£imo okomicu.
2. korak. Odredjujemo to£ku u kojoj okomica sije£e graf.
3. korak. Kroz to£ku presjeka povla£imo paralelu s x-osi.
4. korak. Odredjujemo to£ku u kojoj paralela sije£e y-os; ta to£ka ima koordi-
natu f(x) (sl.6.).

O£itavanje svojstava funkcije (funkcijske zavisnosti) iz grafa funkcije.
Iz grafa funkcije zorno se o£ituju neka vaºna svojstva funkcije: pozitivnost,
negativnost, rast, pad, ubrzani rast, ubrzani pad, usporeni rast, us-
poreni pad, itd. (sl.7.).
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s-t dijagram. To je graf zavisnosti poloºaja s £estice (koja se giba po
pravcu) i vremena t. On do£arava kako se £estica giba po pravcu s-osi, dok
vrijeme protje£e (ide po t-osi od lijeva prema desnu). Treba razlikovati ova
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jednostavna gibanja po pravcu:

1. Mirovanje (graf je paralela s t-osi (sl.8.).

2. (i) Jednoliko u pozitivnom smjeru (graf je pravac s pozitivnim koe�cijen-
tom smjera) (sl.9.)
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(ii) jednoliko u negativnom smjeru (graf je pravac s negativnim koe�cijentom
smjera) (sl.10.)

3. (i) ubrzano u pozitivnom smjeru (graf je rastu¢i i konveksan) (sl.11.)

(ii) ubrzano u negativnom smjeru (graf je padaju¢i i konkavan) (sl.12.)

4. (i) usporeno u pozitivnom smjeru (graf je rastu¢i i konkavan) (sl.13.)

(ii) usporeno u negativnom smjeru (graf je padaju¢i i konveksan) (sl.14.)

Gra�£ko rje²avanje jednadºba - inverzna funkcija

Uo£ite ovo svojstvo grafa funkcije:
Pravac okomit na x-os, tj. pravac s jednadºbom

x = a

sije£e graf funkcije to£no u jednoj to£ki ili ni u jednoj - ovisno o tome
postoji li f(a) ili ne postoji (sl.15.).

Razmotrimo sad pravac usporedan s x-osi, tj. pravac s jednadºbom

y = b

i njegov presjek s grafom funkcije. Tu mogu nastupiti ove mogu¢nosti:

1. Pravac ne sije£e graf funkcije f - to zna£i da jednadºba

f(x) = b

nema rje²enja (sl.16.).

2. Pravac sije£e graf funkcije f u jednoj to£ki - to zna£i da jednadºba

f(x) = b
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ima to£no jedno rje²enje (sl.17.).

3. Pravac sije£e graf funkcije f u dvije ili vi²e to£aka - to zna£i da jednadºba

f(x) = b

ima dva ili vi²e rje²enja (sl.18.).

Ako nastaju samo mogu¢nosti 1. i 2. onda funkcija ima inverznu funkciju.
O tome ¢emo vi²e govoriti u sljede¢oj lekciji.
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Lekcije iz Matematike 1.

9. i 10. Elementarne funkcije.
Funkcije vaºne u primjenama

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se navode elementarne funkcije (tj. linearne, kvadratne, kubne
funkcije i, op¢enito, potencije i polinomi, racionalne funkcije, eksponencijalne i
logaritamske funkcije te trigonometrijske i arkus funkcije), opisuju njihova svo-
jstva, crtaju grafovi, usvajaju pripadaju¢e oznake i tehnika ra£unanja (temeljne
elementarne funkcije upravo su one funkcije koje su ugradjene u kalkulator).
Nazna£uje se uloga tih funkcija u primjenama.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Primjena matematike dobrim je dijelom zasnovana na ra£unanju. Ra£u-
nanje po£iva na temeljnim ra£unskim operacijama: zbrajanju (i njenoj inverznoj
operaciji oduzimanju), mnoºenju (i njenoj inveznoj operaciji dijeljenju). Uza-
stopnim mnoºenjem broja sa sobom dolazi se do operacije potenciranja (toj je
operaciji inverzna operacija korjenovanja).
U primjenama, te operacije £esto nisu dovoljne. Drugim rije£ima, postoje veze
medju zavisnim veli£inama koje se ne mogu (ili ne mogu jednostavno) zapisati
pomo¢u gornjih operacija. Takve su, na primjer, eksponencijalne veze (odnosno,
njima inverzne, logaritamske veze). Na primjer, eksponencijalnog je tipa veza
izmedju koli£ine radioaktivne materije i proteklog vremena.
Takodjer, za opis veze izmedju poloºaja to£ke koja titra na pravcu i proteklog
vremena, potrebne su trigonometrijske funkcije (njihove inverzne funkcije zovu
se arkus funkcijama).

III. Potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije. To su pojmovi koji se obradjuje ve¢ u os-
novnoj i u srednjoj ²koli, a mi smo ih ponovili u prethodnoj lekciji. Takodjer,
u srednjoj je ²koli obradjivana linearna, kvadratna, eksponencijalna i logarita-
mska funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi, medjutim mi ¢emo sve to
opet ponoviti. Jedino zaista novo gradivo jesu arkus funkcije.

Linearna funkcija - linearna veza medju veli£inama.

Funkcija: f(x) := ax + b
Jednadºba grafa (linearna veza medju veli£inama): y = ax + b (sl.1.).
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Parametri o kojima ovisi f (odnosno linearna veza): realni brojevi a, b.
Obi£no se traºi da bude a 6= 0 (ina£e je funkcija konstanta, a graf pravac us-
poredan s x-osi).
Analiti£ko i geometrijsko zna£enje parametara a i b:
Analiti£ki, b = f(0) tj. b je vrijednost varijable y kad je vrijednost varijable x
jednaka 0 (to se pi²e i kao y(0) = b).
Geometrijski, b je odrezak koji graf odsijeca na y-osi.
Analiti£ki, a je stalni omjer prirasta funkcije i prirasta argumenta:

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

=
ax2 + b− ax1 − b

x2 − x1
= a

Geometrijski, a je koe�cijent smjera (nagib) pravca - grafa funkcije:
ako je a > 0 prikloni je kut pravca ²iljast (jer je a = tanα), a funkcija rastu¢a
(to zna£i da se pri pove¢avanju veli£ine x pove¢ava i veli£ina y);
ako je a < 0 prikloni je kut pravca tup, a funkcija padaju¢a; (to zna£i da se pri
pove¢avanju veli£ine x veli£ina y smanjuje) (sl.2.).

Mnoge su veze medju veli£inama linearne, a tipi£ni su primjeri pretvaranje
jedinica i jednoliko gibanje po pravcu:

Primjer 1. Pretvaranje jedinica.
(i) Ako je y vrijednost mase u gramima, a x vrijednost iste mase u kilogramima,
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onda je:
y = 1000x

Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(x) := 1000x "pretvara kilograme u grame".
(ii) ako je x vrijednost temperature u Celziusovim stupnjevima, a y vrijednost
iste temperature u Fahrenheitovim stupnjevima, onda je y = 9

5x + 32.
Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(x) := 9

5x+32 "pretvara Celziusove stup-
njeve u Fahrenheitove".

Primjer 2. Jednoliko gibanje po pravcu.
Ako je y koordinata poloºaja £estice koja se giba po pravcu jednolikom brzinom
v0, a koja u trenutku t = 0 zauzima poloºaj (tj. koordinatu) y0, onda je

y = v0 · t + y0

(tu je stalna brzina v0 koe�cijent smjera, a y0 odrezak na y-osi)(sl.3.).

Jezikom funkcija: Linearna funkcija f(t) := v0 · t+ y0 opisuje poloºaj £estice
koja se giba jednoliko po pravcu brzinom v0, a koja u trenutku t = 0 ima poloºaj
y0.

Kvadratna funkcija. Potencije. Polinomi.

Funkcija f(x) := x2 je funkcija kvadriranja tj. stavljanje na drugu potenciju
(kra¢e kvadriranje ili druga potencija).
Njen je graf parabola s jednadºbom y = x2 (sl.4.).
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To je primjer kvadratne veze, koja, na primjer, povezuje duljinu stranice
kvadrata x i njegovu povr²inu y (tu y kvadratno ovisi o x).
Ne²to sloºenija, a u primjenama, puno £e²¢a kvadratna veza jest ona oblika

y = ax2

(s pripadnom funkcijom f(x) := ax2), gdje je a realni parametar (u pravilu se
traºi da bude a 6= 0).

Primjer 3. Kvadratne veze oblika y = ax2 su, na primjer:
(i) izmedju duljine stranice jednakostrani£nog trokuta i njegove povr²ine.
(ii) izmedju polumjera kruga i njegove povr²ine.
(iii) izmedju proteklog vremena i duljine prijedjenog puta £estice koja se giba po
pravcu pod utjecajem konstantne (stalne) sile, ako je u trenutku kad smo po£eli
mjeriti vrijeme brzina £estice bila nula (za²to je potreban ovaj posljednji uvjet?).

Op¢a kvadratna funkcija - polinom 2. stupnja. To je funkcija

f(x) := ax2 + bx + c

gdje su a, b, c realni parametri i a 6= 0. Graf joj je parabola s jednadºbom

y = ax2 + bx + c

Ta se funkcija i graf podrobno obradjivala u srednjoj ²koli. Ima veliku ulogu
u primjenama, na primjer gibanje na pravcu pod utjecajem stalne sile, poput
vertikalno hitca. Op¢enito, ona opisuje veze izmeddju dviju veli£ina pri kojoj se
pri promjeni jedne od veli£ina, brzina promjene druge mijenja linearno, odnosno
ako je akceleracija promjene stalna. O tome ¢e vi²e biti rije£i poslije.

Potencije oblika f(x) := xn odnosno f(x) := axn, gdje je n prirodan broj
i a realan broj razli£it od nule predo£ene su na (sl.5.).
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Inverzna funkcija i inverzna veza medju veli£inama
1. Inverzna funkcija linearne funkcije opet je linearna funkcija.

Linearna veza y = ax + b medju veli£inama x, y eksplicitno pokazuje kako x
ovisi o y. Inverzna veza pokazuje kako y ovisi o x. Tu je x = y−b

a tj. x = y
a −

b
a .

Inverzna funkcija linearne funkcije f(x) := ax + b je funkcija

f−1(x) :=
x

a
− b

a

Uo£ite da se izraz za inverznu funkciju dobije tako da se u inverznoj vezi stavi
x umjesto y. To treba tuma£iti ovako:
Funkcija f najprije x mnoºi s a, potom rezultatu dodaje b.
Inverzna funkcija f−1 vr²i suprotnu (inverznu) radnju, u suprotnom redoslijedu.
Dakle:
Funkcija f−1 najprije od x oduzima b, potom rezultat dijeli s a.

Primjer 4. Ove su veze medjusobno inverzne (i u koordinatnoj ravnini su
predo£ene istim pravcem). Za razliku od toga grafovi funkcije i njoj inverzne
funkcije, predo£eni u istom koordinatnom sustavu, simetri£ni su s obzirom na
pravac s jednadºbom y = x (sl.6.).
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(i) y = x− 3 i x = y + 3. Na jeziku funkcija imamo:

f(x) := x− 3 : f−1(x) = x + 3

s jednadºbama pripadnih grafova y = x− 3 i y = x + 3.
(ii) y = 3x i x = y

3 . Na jeziku funkcija imamo:

f(x) := 3x : f−1(x) =
x

3

s jednadºbama pripadnih grafova y = 3x i y = x
3 .

(iii) y = 2x− 3 i x = y+3
2 . Na jeziku funkcija imamo:

f(x) := 2x− 3 : f−1(x) =
x + 3

2

s jednadºbama pripadnih grafova y = 2x− 3 i y = x+3
2 .

Inverzna funkcija kvadratne funkcije - funkcija "drugi korijen" Od
prije je poznato da je "korjenovanje inverzno potenciranju" i oznake

√
za drugi

korijen, odnosno n
√

za n-ti korijen.

Ako je y = x2 onda je, op¢enito, x = ±√y. Za te su dvije veze ne govorimo
da su medjusobno inverzne (ve¢ samo da su ekvivalentne). To je zato ²to u vezi
y = x2 dvije razli£ite (medjusobno suprotne) vrijednosti veli£ine x odgovaraju
istoj vrijednosti veli£ine y. Izuzetak je kad obje veli£ine imaju vrijednost 0.
Medjutim, ako se ograni£imo samo na pozitivne vrijednosti x, onda su

y = x2 i x =
√

y

medjusobno inverzne veze. Tu smo ± izbacili jer je x ≥ 0, a poznato je da su
vrijednosti drugog korijena takodjer pozitivni (li nula). Zato su funkcije:

f(x) := x2, x ≥ 0 i f−1(x) :=
√

x

medjusobno inverzne i njihovi su grafovi simetri£ni s obzirom na pravac s jed-
nadºbom y = x (sl.7.).
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Sli£no:
y = x3 i x = 3

√
y medjusobno su inverzne veze.

f(x) := x3 i f−1(x) = 3
√

x medjusobno su inverzne funkcije (tu nema ograni£enja
na x). Tako je i za petu, sedmu i, op¢enito, neparnu potenciju (sl.8.).
y = x4 za x ≥ 0 i x = 4

√
y medjusobno su inverzne veze, odnosno f(x) := x4 za

x ≥ 4 i f−1(x) = 4
√

x medjusobno su inverzne funkcije. Tako je i za ²estu, osmu
i svaku parnu potenciju (sl.9.).

Primjer 5. Zadan je koordinatni sustav u koji je ucrtan graf kvadratne
funkcije f(x) := x2. Moºe li nam taj graf pomo£i da gra�£ki odredimo

√
2,
√

3
i, op£enito,

√
a ako je poznat a > 0?
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Moºe. Na primjer,
√

2 dobit ¢emo tako da na y-osi iz 2 idemo usporedno s
x-osi u pozitivnom usmjerenju do grafa, potom iz te to£ke okomito na x-os, koji
¢emo presje¢i u to£ki s koordinatom

√
2 (sl.10.).

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Ponovimo, ako je baza a > 1 onda eksponencijalna funkcija

f(x) := ax

ima ova svojstva (sl.11.):
1. f ubrzano raste

2. f je pozitivna (graf joj je iznad osi x)
3. f je de�nirana za svaki x, tj. ax postoji za svaki x, tj. svaki pravac okomit
na x-os sije£e graf
4. f(0) = 1, jer je a0 = 1; tj. to£ka (0, 1) je to£ka grafa eksponencijalne funkcije.
5. ax > 1 za x > 0, a ax < 1 za x < 0

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f(x) := ax je logaritamska funkcija
s bazom a, tj funkcija f−1(x) := loga(x), a inverzna veza eksponencijalne veze
y = ax jest veza x = loga(y).
Svojstva logaritamske funkcije, s bazom a > 1, inverzna onima eksponencijalne
funkcije jesu (sl.12.):
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1. loga usporeno raste
2. loga je de�nirana samo za x > 0 (graf joj je desno od osi y)
3. loga postiºe sve vrijednosti, tj. svaki pravac okomit na y-os sije£e graf.
4. f(1) = 0, jer je loga(1) = 0; tj. to£ka (1, 0) je to£ka grafa logaritamske
funkcije.
5. loga(x) > 0 za x > 1 tj. graf je iznad x-os za x > 1.
loga(x) < 0 za 0 < x < 1 tj. graf je ispod x-osi za 0 < x < 1.

Primjer 6. (prirodni logaritam). U primjenama se prirodno javlja broj
e ≈ 2.7, koji je iracionalan (£ak transcendentan). Logaritam s bazom e ozna£ava
se obi£no kao ln. Dakle

ln := loge

Eksponencijalna funkcija s bazom e obi£no se ozna£ava kao exp. Dakle

exp(x) := ex

Na (sl.13.) su grafovi ovih funkcija s nekoliko istaknutih to£aka.

Takodjer, logaritamsku funkciju s bazom 10 obi£no pi²emo bez baze, kao log.
Dakle

log := log10

Eksponencijalna i logaritamska funkcija s bazom manjom od 1.

Eksponencijalne funkcije (odnosno logaritamske) dijele se u dvije skupine:

I. skupina. U njoj je baza a > 1. Te smo funkcije ve¢ razmatrali i jedno od
svojstava tih funkcija da su rastu¢e.

II. skupina. U njoj je 0 < a < 1. Te funkcije imaju svojstva analogna onima
za a > 1, a glavna razlika je da su te funkcije padaju¢e (sl.14.).
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Evo popisa svojstava tih funkcija.

Ako je f(x) := ax i 0 < a < 1 onda:
1. f usporeno pada
2. f je pozitivna (graf joj je iznad osi x)
3. f je de�nirana za svaki x, tj. ax postoji za svaki x, tj. svaki pravac okomit
na x-os sije£e graf
4. f(0) = 1, jer je a0 = 1; tj. to£ka (0, 1) je to£ka grafa eksponencijalne funkcije.
5. ax < 1 za x > 0, a ax > 1 za x < 0

Funkcija loga za 0 < a < 1 ima ova svojstva:
1. loga usporeno pada
2. loga je de�nirana samo za x > 0 (graf joj je desno od osi y)
3. loga postiºe sve vrijednosti, tj. svaki pravac okomit na y-os sije£e graf.
4. f(1) = 0, jer je loga(1) = 0; tj. to£ka (1, 0) je to£ka grafa logaritamske
funkcije.
5. loga(x) > 0 za 0 < x < 1 tj. graf je iznad x-os za 0 < x < 1.
loga(x) < 0 za x > 1 tj. graf je ispod x-osi za x > 1.

Vaºna svojstva koja imaju sve eksponencijalne funkcije i njima
analogna svojstva logaritamskih funkcija.

(I) ax+y = ax · ay (zbroj prelazi u umnoºak)
loga(xy) = loga(x) + loga(y) (umnoºak prelazi u zbroj)

ax−y = ax : ay (razlika prelazi u koli£nik)
loga(x : y) = loga(x)− loga(y) (koli£nik) prelazi u razliku)

(II) (ax)y = axy (potenciranje prelazi u mnoºenje).
loga(xy = yloga(x) (potenciranje prelazi u mnoºenje).

Vaºna svojstva koja povezuju eksponencijalnu i logaritamsku funkciju
s jednakim bazama - par medjusobno inverznih funkcija.
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loga(ax) = x za svaki realan broj x.
aloga(x) = x za svaki pozitivan broj x (tj. za x > 0).

Primjer 7. (primjer eksponencijalne zavisnosti

Naka je t vrijeme i y koli£ina radioaktivne materije. Tada su te dvije veli£ine
exsponencijalno zavisne (u idealnim uvjetima):

y = y0 · e−λt

Tu je y0 koli£ina materije u t = 0, a λ > 0 konstanta ovisna o vrsti materije
(moºe se i preciznije de�nirati) (sl.15). Ovaj ¢emo vaºan primjer podrobnije
razmatrati kad budemo obradjivali diferencijalne jednadºbe.

Inverzne funkcije i rje²avanje jednadºba.

Ako f ima inverznu funkciju onda je rje²enje jednadºbe

f(x) = b

x = f−1(b)

(uz uvjet da f−1(b) postoji).
Dakle, takve jednadºbe imaju to£no jedno rje²enje ili nemaju rje²enja.

Primjer 8.
1. Jednadºba: x− 2 = 3 �� Rje²enje: x = 3 + 2
2. Jednadºba: 2 · x = 3 �� Rje²enje: x = 3 : 2
3. Jednadºba: x : 2 = 3 �� Rje²enje: x = 3 · 2
4. Jednadºba: x2 = 3 �� Rje²enje: x = ±

√
2

(predznak se pojavljuje jer su kvadriranje i korjenovanje inverzne samo za poz-
itivne brojeve).
5. Jednadºba: 2x = 3 �� Rje²enje: x = log2(3)
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6. Jednadºba: log2(x) = 3 �� Rje²enje: x = 23

7. Jednadºba: 2x = −3 �� Rje²enje: Nema ga jer log2(−3) ne postoji
8. Jednadºba: x2 = −3 �� Rje²enje: Nema realnih rje²enja jer

√
−3 nije realan

broj

9. Jednadºba: x3 = −2 �� Rje²enje: x = 3
√
−2 = − 3

√
2.

10. Jednadºba: log2(x) = −3 �� Rje²enje: x = 2−3

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Trigonometrijske funkcije i arkus funkcije

Trigonometrijske funkcije obradjuju se u srednjoj ²koli; s njihovim inverzima
- arkus funkcijama susre¢emo se prvi put.
Vidjeli smo da su linearne veze vrlo £este (na primjer vrijeme i poloºaj £es-
tice koja se giba jednoliko po pravcu), kvadratne takodjer (na primjer, vri-
jeme i poloºaj £estice pri slobodnom padu); eksponencijalne veze dobro opisuju
radioaktivni raspad itd. Trigonometrijske funkcije opisuju periodna gibanja
(titranja, valovi) i to je jedna od njihovih najvaºnijih uloga.
Temelj za te funkcije jest poznavanje odnosa izmedju kuta i stranica pravokutnog
trokuta, posebice onog s hipotenuzom duljine 1 (sl.16.).

Primjer 9. Zamislimo da se £estica jednoliko giba po jedini£noj kruºnici,
suprotno od kazaljke na satu, jedini£nom brzinom. Postavimo tu kruºnicu u
koordinatni sustav. Treba opisati poloºaj projekcije te to£ke na y-osi ovisno o
vremenu t (sl.17.).
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Vidimo da projekcija P ′ to£ke P titra po y-osi izmedju to£aka (0,−1) i (0, 1),
dok P kruºi.
Poloºaj u nekom vremenu t ovisi o poloºaju u t = 0, zato, kao najjednostavniju
mogu¢nost, razmotrimo onu ako je po£etni poloºaj u to£ki (1, 0) (dakle na x-osi)
(sl.18.).

Kako je brzina jedini£na, a opseg kruºnice 2π, jedan okret traje 2π vremen-
skih jedinica (pola okreta π vremenskih jedinica, £etvrtina okreta π

2 vremenskih
jedinica itd.), poloºaj y povezan je s vremenom sinusnom vezom:

y = sin t

To vidimo i iz tablice.

Primjer 10. Zamislimo sad da se £estica jednoliko giba po kruºnici polum-
jera R, suprotno od kazaljke na satu, kutnom brzinom ω u radijanima (to
zna£i da £estica u jedinici vremena prebri²e sredi²nji kut ω) (sl.19).

Postavimo tu kruºnicu u koordinatni sustav. Treba opisati:
(i) poloºaj projekcije te to£ke na y-osi ovisno o vremenu t.
(ii) poloºaj projekcije te to£ke na x-osi ovisno o vremenu t.
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(i) poloºaj te to£ke u koordinatnom sustavu ovisno o vremenu t.

Poloºaj ovisi o poloºaju u t = 0, zato, kao najjednostavniju mogu¢nost,
razmotrimo onu ako je po£etni poloºaj u to£ki (R, 0) (dakle na x-osi).
Kako je kutna brzina ω, za t vremenskih brzina prebri²e se kut ωt, pa vrijedi
(sl.20.):
(i)

y = R sin(ωt)

(ii)
x = R sin(ωt)

(iii)
(x, y) = (R cos(ωt), R sin(ωt)

Posebice, ako je R = 1 i ω = 1 duljinskih jedinica za jednu vremensku, onda je

(x, y) = (cos t, sin t)

Kad crtamo grafove pripadnih funkcija sinus i kosinus, onda, obi£no, ne
pi²emo t, ve¢ x, a drugu koordinatu, prema obi£aju ozna£avamo kao y. Dakle,
imamo funkcije sin i cos i njihove grafove y = sinx i y = cos x (sl. 21.).
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Primjer 11. (S) Uo£imo pona²anje funkcije sinus na intervalu [0, 2π >
(sl.22).
(i) Na tom intervalu sinus svaku pozitivnu vrijednost iz intervala < −1, 1 >
postigne to£no dva puta: jednom u nekom x, a drugi put u π − x. Pripadna
negativna vrijednost, postiºe se u π + x i 2π − x. Broj 1 postiºe se jednom - u
x = π

2 , broj −1 takodjer, u x = 3π
2

(ii) Sinus, po £etvrtinama, najprije usporeno raste, pa ubrzano pada, pa us-
poreno pada, pa ubrzano raste.
Na intervalu [π, 2π > sinus se opet pona²a kao i na [0, 2π > itd. (periodnost
s periodom 2π).
(C) Sli£no je za funkciju kosinus (sl.23).
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Primjer 12. Uo£imo ovo svojstva funkcija sinus:
(S) Na intervalu [−π

2 , π
2 ] funkcija sin postiºe svaku vrijednost iz intervala [−1, 1]

to£no jedan put (sl.24.).

To zna£i da je na tom intervalu sinus injektivna funkcija i da ima inverznu
funkciju: oznaka Sin−1 ili Arcsin (£itamo arkus sinus). Veliko S u Sin upozo-
rava nas da ne gledamo funkciju za sve x, ve¢ samo za −π

2 ≤ x ≤ π
2 .

Dakle:
Sin : [−π

2
,
π

2
] → [−1, 1]

Sin−1 = Arcsin : [−1, 1] → [−π

2
,
π

2
]

Osnovne formule koja povezuju sinus i arkussinus (kao medjusobno inverzne
funkcije):
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(I) sin(Arcsin(x)) = x za sve x ∈ [−1, 1]
(II) Arcsin(sin(x)) = x za sve x ∈ [−π

2 , π
2 ]

Graf funkcija Arcsin (sl. 25.) i sinus (za −π
2 ≤ x ≤ π

2 ) simetri£ni su s
obzirom na pravac y = x (ali nije ih zgodno crtati skupa).

Primjer 13. Odredimo Arcsin(1), Arcsin(−1), Arcsin 1
2 , Arcsin(−

√
3

2 ).

Arcsin(1) = π
2 , jer je sin(π

2 ) = 1
Arcsin(−1) = −1, jer je sin(−π

2 ) = −1
Arcsin 1

2 = π
6 ), jer je sin π

6 = 1
2

Arcsin(−
√

3
2 = −π

3 , jer je sin(−π
3 ) = −

√
3

2 .

Primjer 14. Rje²avanje trigonometrijskih jednadºba.
Rije²imo jednadºbu sin(x) = 1

2
(a) na intervalu [−π

2 , π
2 ] tj. za x ∈ [−π

2 , π
2 ]

(b) na intervalu [0, 2π]
(c) u skupu realnih brojeva (sva rje²enja).

Kad rije²imo a), onda ¢emo lako rije²iti i b) i c).
Rje²enje u a) je jedinstveno: x0 = Arcsin( 1

2 ) = π
6

U b) ima dva rje²enja: x1 = x0 = π
6 (iz a)) i x2 = π − x0 = π − π

6 = 5π
6

U c) su dvije beskona£ne serije rje²enja, a dobiju se dodavanjem 2kπ svakom od
rje²enja iz b).
I. serija: x = π

6 + 2kπ
II.serija: x = 5π

6 + 2kπ
To je zbog periodnosti. Tu k prolazi skupom cijelih brojeva: 0,±2,±3, ....
Geometrijska ilustracija rje²enja je na sl.26.

17



Primjer 15. Rje²avanje trigonometrijskih jednadºba - nastavak.
Rije²imo jednadºbu sin(x) = − 1

2
(a) na intervalu [−π

2 , π
2 ] tj. za x ∈ [−π

2 , π
2 ]

(b) na intervalu [0, 2π]
(c) u skupu realnih brojeva (sva rje²enja).

Postupamo kao i u Primjeru 14. Postoji mala razlika u postupku (zbog
negativnog predznaka).
Rje²enje u a) opet je jedinstveno: x0 = Arcsin(− 1

2 ) = −π
6

(napominjemo da je, zbog neparnosti, dovoljno znati ra£unati arkussinus za
pozitivne brojeve).
U b) ima dva rje²enja: x1 = π−x0 = π+ π

6 = 7π
6 i x2 = 2π+x0 = 2π− π

6 = 11π
6

U c) je kao i u Primjeru 14.: I. serija: x = 7π
6 + 2kπ

II.serija: x = 11π
6 + 2kπ

Geometrijska ilustracija rje²enja je na sl.27.

Za rje²avanje jednadºbe cos(x) = b, postupa se sli£no kao sa sinusom. Prvo,
uvodi se inverzna funkcija Arccos ovako:

18



1. Vidimo da cos na intervalu [0, π] postiºe svaku vrijednost iz [−1, 1] (sl.28.),
pa ima inverznu funkciju arccos (sl.29).

2. Postupamo kao kod sinusa, dakle:
Cos : [0, π] → [−1, 1]
Arccos := Cos−1 : [−1, 1] → [0, π]
Vrijedi (veza izmedju dviju medjusobno inverznih funkcija):
Arccos(cos(x)) = x za sve x ∈ [0, π]
cos(Arccos(x)) = x za sve x ∈ [−1, 1]
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Primjer 16. Rje²imo jednadºbu cos(x) = 1
2 .

1.korak (rje²enje na intervalu [0, π]):
x0 = Arccos( 1

2 ) = π
3

2. korak (skup svih rje²enja): x = ±x0 + 2kπ = ±π
3 + 2kπ

(tu smo iskoristili parnost funkcije kosinus pa nismo morali traºiti drugo rje²enje
na intervalu [0, 2π]; ina£e, to je rje ²enja: 2π − x0 = 5π

3 ).

Funkcije Arctg i Arcctg uvodimo slikom 30.

V. Pitanja i zadaci

1. Nadjite ²to vi²e primjera linearne veze medju veli£inama u matematici,
�zici, kemiji i sl.

2. Opi²ite graf funkcije f(x) = ax2. Navedite koja svojstva ovise o para-
metru a, a koja ne ovise.

3. Opi²ite graf kvadratne funkcije ovisno o parametrima.

4. (i) Usporedite svojstva eksponencijalnih funkcija s bazom ve¢om od 1
odnosno manjom od 1. Koja su svojstva zajedni£ka, a koja razli£ita i kako?
(i) Usporedite svojstva logaritamskih funkcija s bazom ve¢om od 1 odnosno
manjom od 1. Koja su svojstva zajedni£ka, a koja razli£ita i kako?

5. (i) Napi²ite formulu koja povezuje eksponencijalne funkcije s razli£itim
bazama (tj. ax pomo¢u baze b). Posebno, zapi²ite ax pomo¢u baze e.
(i) Napi²ite formulu koja povezuje logaritamske funkcije s razli£itim bazama.
Posebno, zapi²ite loga(x) pomo£u ln, odnosno log.

6. U Primjeru 8. za svaku jednadºbu zapi²ite f , f−1 i b.

7. Gra�£ki rije²ite jednadºbe iz Primjera 8. Obrazloºite za²to neke nemaju
rje²enja.
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8. Usporedite grafove funkcija Sin i Arcsin.
9. Rije²ite jednadºbe sin(x) = 0, sin(x) = 1 i sin(x) = −1 prema uzoru na

Primjere 14. i 15. Uo£ite sli£nosti i razlike. Interpretirajte i geometrijski.

10. Rije²ite jednadºbe cos(x) = 0, cos(x) = 1 i cos(x) = −1 prema uzoru na
Primjer 16. Uo£ite sli£nosti i razlike. Interpretirajte i geometrijski.
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Lekcije iz Matematike 1.

11. Pojam derivacije, geometrijsko
i �zikalno zna£enje

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se uvodi pojam prirasta funkcije, brzine prirasta, derivacije funkcije
i veze s tangentom grafa funkcije te brzinom £estice koja se giba po pravcu.
Upu¢uje se na vaºnost pojma derivacije u inºenjerstvu.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Problem opisa brzine neke reakcije, ili, op¢enito, brzine promjene jedne
veli£ine s obzirom na promjenu druge veli£ine, jedan je od temeljnih inºen-
jerskih problema. Taj problem analogan je problemu opisa brzine £estice koja
se giba po pravcu. Geometrijski, taj je problem analogan problemu odredjivanja
tangente na graf funkcije. Svi se ti problemi matemati£ki rje²avaju pomo¢u po-
jma derivacije funkcije.
Nadalje, pomo¢u derivacije se opisuje promjena brzine reakcije (ubrzanje, us-
porenje i sl.) te djelomice analogni geometrijski pojmovi (konveksnost, konkavnost
i sl.).

III. Potrebno predznanje

Intuitivna predoºba brzine, posebice brzine £estice koja se giba po pravcu te
tangente na krivulju usvaja se ve¢ od 7. razreda osnovne ²kole (pa i odranije).
Na tim predoºbama uvest ¢emo matemati£ki pojam brzine i derivacije funkcije.
Za usvajanje pojma derivacije potrebno je i predznanje o osnovnim elemen-
tarnim funkcijama.
Takodjer potrebno je znati de�niciju tangensa kuta (sl.1.).
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IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Pojam prirasta neke veli£ine, prirasta argumenta funkcije i pri-

rasta funkcije

I. Prirast veli£ine. Vrijednosti neke veli£ine u pravilu se mijenjaju (ukoliko
veli£ina nije konstantna). Ako uo£imo dvije vrijednosti: x1, x2 neke veli£ine x,
onda se razlika x2−x1 zove prirast veli£ine x. Vidimo da smo tu x1 shvatili kao
prvu vrijednost (moºemo zamisliti da smo je dobili pri prvom mjerenju veli£ine
x, odnosno da je ona, prema nekom na£elu prva), a x2 kao drugu (moºemo
zamisliti da smo je dobili pri drugom mjerenju veli£ine x, odnosno da je ona,
prema nekom na£elu druga). To pi²emo i kao

∆x = x2 − x1

Vidimo da ∆x ozna£ava koliko se promijenila veli£ina x. Ta se relacija moºe
zapisati i ovako:

x2 = x1 + ∆x

²to se moºe zami²ljati kao da se nova vrijednost veli£ine dobije tako da se staroj
vrijednosti doda prirast.

Primjer 1. Tablicom su predo£ene neke izmjerene vrijednosti veli£ine x i
pripadni prirasti za uzastopne vrijednosti.

II. Prirast funkcije. Uz svaku funkciju povezane su dvije veli£ine:
1. veli£ina - argument funkcije ili nezavisna varijabla, obi£no se ozna£ava
kao x
2. veli£ina - zavisna varijabla, to je veli£ina vrijednosti funkcije, obi£no se
ozna£ava kao y.

Na primjer za funkciju f(x) := x2, argument (nezavisna varijabla) je x i ona
moºe imati bilo koju realnu vrijednost;
zavisna varijabla y povezana je s x vezom y = x2 i ona postiºe svaku realnu
vrijednost koja je ve¢a ili jednaka nuli.

Prirast argumenta je bilo koja vrijednost ∆x = x2 − x1, gdje su x1, x2

dvije izabrane vrijednosti veli£ine x. Preciznije:
∆x je prirast veli£ine x kad se ona promijeni od x = x1 do x = x2.

Prirast funkcije u x1 uvijek je povezan s pripadnim prirastom argumenta,
ozna£ava se kao ∆f(x)|x=x1 i de�nira kao:

∆f(x)|x=x1 := f(x2) − f(x1)

To je prirast funkcije f kad se argument x promijeni od x = x1 do x = x2.
Oznaka ∆f(x)|x=x1 obi£no se pi�jednstavnije kao ∆f(x).

Primjer 2. Odredimo prirast funkcije f(x) := x2

(i) kad se x promijeni od x = 1 do x = 2
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(ii) kad se x promijeni od x = 10 do x = 11
(iii) kad se x promijeni od x = 100 do x = 101
.

(i) ∆f(x) = f(x2) − f(x1) = f(2) − f(1) = 22 − 12 = 3
(ii) ∆f(x) = f(x2) − f(x1) = f(11) − f(10) = 112 − 102 = 21
(iii) ∆f(x) = f(x2) − f(x1) = f(101) − f(100) = 1012 − 1002 = 201

Prirast funkcije £esto se shva¢a i zapisuje kao prirast zavisne varijable y.
Dakle:
∆y = y2 − y1 = f(x2) − f(x1) = ∆f(x)

Treba usvojiti i ovu terminologiju:
x0 neka po£etna vrijednost argumenta.
∆x prirast argumenta u x0

x0 + ∆x nova vrijednost argumenta.
∆f(x) = f(x0 + ∆x) − f(x) prirast funkcije f u x0 za prirast argumenta ∆x
(moze se pisati i ∆y umjesto ∆f(x), ako razmatramo veli£inu y koja je s veli£i-
nom x popvezana vezom y = f(x)).

Takodjer, umjesto konkretne vrijednosti x0, £esto se pi²e x, pa oznake ostaju
iste osim ²to se svugdje x0 zamijeni s x. Na primjer:

∆f(x) = f(x + ∆x) − f(x)

Primjer 3. Zapi²imo prirast kvadratne funkcije u x.

Tu je f(x) := x2. Zato je prirast u x

∆f(x) = f(x + ∆x) − f(x) = (x + ∆x)2 − x2

Nakon ra£unanja dobije se

∆f(x) = 2x · ∆x + (∆x)2

To se moºe pisati kao:
∆y = 2x · ∆x + (∆x)2

(gdje je y veli£ina povezana s x vezom y = x2.

Vidimo da je prirast funkcije ovisan o po£etnoj vrijednosti argumenta (op¢en-
ito x) i prirastu argumenta (op¢enito ∆x).

Geometrijska predodºba prirasta funkcije i prirasta argumenta.

Na grafu funkcije prirast funkcije i prirast argumenta (ako su oba pozitivna)
mogu se predo£iti kao katete karakteristi£nog pravokutnog trokuta (sl.2).
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Relativni prirast, prosje£na brzina promjene

U Primjeru 2 stalno je bilo ∆x = 1 dok je po£etna vrijednost bila, redom,
x = 1, x = 10, x = 11. Vidimo da za iste promjene argumenta imamo razli£ite
promjene funkcije, ovisno o po£etnoj vrijednosti.
Op£enito, relativni prirast funkcije s obzirom na promjenu argumenta je om-
jer prirasta funkcije i prirasta argumenta:

Relativni prirast := ∆f(x)
∆x

Geometrijska predodºba relativnog prirasta - tangens kuta karak-

teristi£nog trokuta (sl.3).
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Vidimo da se relativni prirast de�nira poput prosje£ne (srednje) brzine, zato
se naziva i prosje£na brzina promjene funkcije.
Dakle, relativni prirast ∆f(x)

∆x je prosje£ni promjena vrijednosti funkcije na je-
dinicu promjene argumenta. Naime:

Promjena argumenta ∆x ...... Promjena funkcije ∆f(x)
Promjena argumenta jedini£na..... Promjena funkcije ∆f(x)

∆x .

Primjer 4. Odredimo relativni prirast (prosje£nu brzinu promjene) kvadratne
funkcije.

Iz Primjera 3. dobijemo:

∆f(x)
∆x

=
(x + ∆x)2 − x2

∆x
=

2x · ∆x + (∆x)2

∆x
= 2x + ∆x

(u posljednjoj smo jednakosti predpostavili da je ∆x 6= 0, ²to je prirodno i od
sad ¢emo uvijek smatrati da je ∆x 6= 0).

Vidimo da za f(x) := x2 vrijedi:

∆f(x)
∆x

≈ 2x, ako je ∆x ≈ 0

i da je ova pribliºna jednakost to to£nija ²to je prirast manji.
Brzina promjene, derivacija funkcije u to£ki.

Razmotrimo prosje£nu brzinu promjene kvadratne funkcije f(x) = x2, za
�ksiranu po£etnu vrijednost x, a za sve manje priraste ∆x, koji se pribliºavaju
prema nuli. Vidimo da se ta vrijednost pribliºava prema 2x, ²to pi²emo kao:

lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

= lim
∆x→0

(2x + ∆x)) = 2x

(£itamo: limes kad delta iks ide u nulu od ...) Geometrijski, to zna£i da je
koe�cijent smjera tangente na graf parabole y = x2 u to£ki (x, x2) jednak 2x
(sl.4).
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Vrijednost lim∆x→0
f(x+∆x)−f(x)

∆x zove derivacija funkcije f u x, ozna£ava
se kao f ′(x), a zna£enje joj je brzina promjene funkcije f u x. Dakle:

f ′(x) := lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

Geometrijsko zna£enje derivacije funkcije u to£ki je koe�cijent smjera tangente
na graf funkcije (sl.5).

Primjer 5. Odredimo brzinu promjene i interpretirajmo je geometrijski, za
funkciju f(x) := x2 redom u x = 1, 10, 100.

f ′(1) = 2 · 1 = 2. Geometrijski, to zna£i da je k = 2 koe�cijent smjera
tangente na graf funkcije f , tj. na parabolu y = x2 u to£ki (1, f(1)), tj. u to£ki
(1, 1) (sl.6.).
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f ′(10) = 2 · 10 = 20. Geometrijski, to zna£i da je k = 20 koe�cijent smjera
tangente na graf funkcije f , tj. na parabolu y = x2 u to£ki (10, f(10)), tj. u
to£ki (10, 100) (sl.7.).

f ′(100) = 2 · 100 = 200. Geometrijski, to zna£i da je k = 200 koe�cijent
smjera tangente na graf funkcije f , tj. na parabolu y = x2 u to£ki (100, f(100)),
tj. u to£ki (100, 10000), ²to nije lako predo£iti.

De�nicija derivacije funkcije u to£ki

�esto, u de�niciji derivacije umjesto x pi²emo x0 da bismo naglasili da se
derivacija ra£una u konkretnom broju (konkretnoj to£ki). Takav je pristup,
vidjet ¢emo, potreban, kad ºelimo napisati jednadºbu tangente na graf.

Neka je f funkcija de�nirana oko to£ke (broja) x0). Derivacija funkcije f u
x0 je broj

f ′(x0) := lim
∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)
∆x

Analiza izraza za derivaciju funkcije u to£ki

U tom se izrazu lijeva strana de�nira pomo¢u desne. Na desnoj strani x0 je
stalan (�ksiran), a ∆x se mijenja (teºi prema nuli). Finalni izraz ne ovisi o ∆x
ve¢ samo o x0 i funkciji f , upravo kao i lijeva strana.

Precizna formulacija geometrijskog zna£enja derivacije funkcije u

to£ki
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Derivacija funkcije f u x0 je koe�cijent smjera tangente na graf funkcije f u
to£ki (x0, f(x0)) (sl.8.).

Uo£ite da se tu rije£ to£ka spominje dvaput: prvi put to zna£i broj, a drugi
put to je zaista to£ka u ravnini (uredjeni par).

Precizna formulacija �zikalnog zna£enja derivacije funkcije u to£ki

Derivacija funkcije f u x0 je brzina promjene funkcije f u x0

Uo£ite da je brzina tu uvedeni apstraktni pojam kao grani£na vrijednost (limes)
srednjih brzina kad prirast teºi nuli (to je de�nicija brzine u zadanom trenutku
i nju ne moºemo mjeriti).

Jednadºba tangente na graf funkcije f u to£ki (x0, f(x0)) (sl.9).
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y − f(x0) = f ′(x0)(x − x0)

Vidimo da bi tu nastala zbrka da smo to£ku grafa ozna£ili kao (x, y) jer su x, y
potrebne kao oznake u jednadºbi tangente.

Primjer 6. Odredimo jednadºbu tangente na graf funkcije f(x) := x2 u
to£ki:
(a) (1, 1), b) (10, 100), c) (100, 10000)

Koristimo Primjer 5.
(a) Tu je x0 = 1, f(x0) = 1, f ′(x0) = 2, pa je jednadºba tangente:

y − 1 = 2(x − 1)

(b)
y − 100 = 20(x − 10)

(c)
y − 10000 = 200(x − 100)

De�nicija derivacije funkcije

Derivacija funkcije f je funkcija f ′ kojoj je vrijednost u svakoj to£ki jednaka
derivaciji funkcije f u toj to£ki.

Uo£ite da smo tu rekli samo derivacija funkcije, a da smo u prija²njoj rekli
derivacija funkcije u to£ki; Dakle,
Derivacija funkcije je nova funkcija, a
Derivacija funkcije u to£ki je broj.

Primjer 7. Odredimo derivaciju funkcije f(x) := x2

To je funkcija f ′(x) := 2x.

Izraz za derivaciju funkcije

Dobije se da se u izrazu za derivaciju funkcije u to£ki, umjesto x0 uvrsti x; dakle:

f ′(x) := lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

9



Lekcije iz Matematike 1.

12. Svojstva derivacija. Derivacije
elementarnih funkcija.

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se razmatraju svojstva derivacija funkcija s obzirom na zbrajanje,
oduzimenje, mnoºenje, dijeljenje i kompoziciju (derivacija sloºene funkcije i in-
verzne funkcije).
Takodjer izvode se derivacije nekih najvaºnijih elementarnih funkcija.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Jedan od najop¢enitijih znanstvenih pristupa nekom problemu jest da se on
razloºi na elementarne (sastavne) dijelove, da se ti elementarni dijelovi razri-
je²e, te da se izgradi metoda rje²avanja sloºenog problema ako se znadu rije²iti
njegovi sastavni dijelovi.
Poput sloºenih re£enica koje se grade od jednostavnih povezuju¢i ih veznicima
i sl., funkcije se tvore od jednostavnih pomo¢u operacija zbrajanja, oduzi-
manja, mnoºenja, dijeljenja i kompozicije. Da bismo razrije²ili problem de-
riviranja funkcija, izvest ¢emo pravila prema kojima se moºe odrediti derivacija
funkcije ako se znadu derivacije njenih sastavnih dijelova. Takodjer ¢emo izvesti
derivacije najvaºnijih elementarnih funkcija.

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati:
1. analiti£ku de�niciju derivacije funkcije (pomo¢u limesa):

f ′(x) := lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)
∆x

2. Osnovne elementarne funkcije (potencije i korijene, eksponencijalne i logari-
tamske, trigonometrijske i arkus funkcije), te njihova osnovna svojstva.
3. Pojam limesa funkcije i njegova svojstva.
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IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Derivacija potencije

Ve¢ smo vidjeli da za f(x) = x2 vrijedi f ′(x) = 2x ²to kra¢e zapisujemo kao:

(x2)′ = 2x

Neka je sad, op¢enito, f(x) = xn, gdje je n prirodan broj. Tada je
f(x + ∆x) = (x + ∆x)n = xn + nxn−1∆x + ( )xn−2(∆x)2 + ... + (∆x)n

Mogli bismo to£no odrediti koe�cijent uz svaku potenciju od x, medjutim, nama
je vaºan samo koe�cijent uz xn−1. Sad je:

f ′(x) := lim∆x→0
f(x+∆x)−f(x)

∆x =

lim∆x→0
(x+∆x)n−xn

∆x =

lim∆x→0
(xn+nxn−1∆x+( )xn−2(∆x)2+...)−xn

∆x =

lim∆x→0
nxn−1∆x+( )xn−2(∆x)2+...

∆x =

lim∆x→0(nxn−1 + ( )xn−2(∆x) + ...) =

nxn−1.
Kra¢e:

(xn)′ = nxn−1

Primjer 1. (i) (x3)′ = 3x2

(ii) (x)′ = (x1)′ = 1 · x1−1 = x0 = 1
(iii) (1)′ = (x0) = 0 · x0−1 = 0 (derivacija konstantne funkcije 1 je nula; to smo
mogli i izravno dobiti iz formule za derivaciju).

O£ita svojstva derivacija funkcija

I. (i) (Derivacija zbroja je zbroj derivacija): [f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)
(ii) (Derivacija razlike je razlika derivacija): [f(x)− g(x)]′ = f ′(x)− g′(x)
II. [cf(x)]′ = cf ′(x) za svaki broj (konstantu) c.
Formule se mogu zapisati i bez argumenta x:
I. (f + g)′ = f ′ + g′

(ii) (f − g)′ = f ′ − g′

II. (cf)′ = cf ′ za svaki broj (konstantu) c.

Te su formule izravne posljedice o£itih svojstava limesa:
1. limes zbroja je zbroj limesa;
2. limes razlike je razlika limesa;
3. konstanta se moºe izlu£iti ispred limesa.
Takodjer, vrijedi, a koristit ¢emo poslije:
4. limes produkta je produkt limesa
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5. limes kvocijenta je kvocijent limesa (ako u nazivniku nije nula).

Primjer 2. (4x3 − 5x2 + 7x + 3)′ = 4(x3)′ − 5(x2)′ + 7(x)′ + 3(1)′ =
4 · 3x2 − 5 · 2x + 7 · 1 + 3 · 0 = 12x2 − 10x + 7

Vidimo da pomo¢u o£itih svojstava i formule za derivaciju potencije moºemo
derivirati bilo koji polinom (deriviramo £lan po £lan).

Neo£ita svojstva derivacije funkcija:

III. (Derivacija umno²ka-produkta funkcija:)

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)
(dakle ne vrijedi da je derivacija umno²ka umnoºak derivacija).
Izvod formule ostavit ¢emo za kasnije.
Zapis bez argumenta x:

III. (fg)′ = f ′g + fg′

IV. (Derivacija kvocijenta-koli£nika funkcija:)

[ f(x)
g(x) ]

′ = f ′(x)·g(x)−f(x)·g′(x)
g2(x)

(dakle ne vrijedi da je derivacija kvocijenta kvocijent derivacija).
Zapis bez argumenta x

IV. (
f

g
)′ =

f ′ · g − f · g′

g2

Primjer 3. - Primjena formule za derivaciju kvocijenta: derivacija

potencije s negativnim eksponentom.

(x−n)′ = ( 1
xn )′ = 1′·xn−1·(xn)′

(xn)2 = −nxn−1

x2n = −n
xn+1 To se moºe zapisati i kao:

(x−n)′ = −nx−n−1

To zna£i da op¢enito vrijedi (za svaki cijeli eksponent m):

(xm)′ = mxm−1

Izvod formule za derivaciju kvocijenta iz formule za derivaciju pro-

dukta.

1. korak: f
g · g = f

2. korak (deriviramo): ( f
g · g)′ = f ′, tj.

( f
g )′ · g + f

g · g
′ = f ′

3. korak (sredjivanje): ( f
g )′ = f ′·g−f ·g′

g2

Izvod formule za derivaciju produkta

(f(x)g(x))′ =

3



lim∆x→0
f(x+∆x)·g(x+∆x)−f(x)·g(x)

∆x = (dodamo i oduzmemo f(x)g(x + ∆x))

lim∆x→0
[f(x+∆x)·g(x+∆x)−f(x)·g(x+∆x)]+[f(x)·g(x+∆x)−f(x)·g(x)]

∆x = (limes zbroja
je zbroj limesa)

lim∆x→0
[f(x+∆x)−f(x)]g(x+∆x)

∆x + lim∆x→0
f(x)[g(x+∆x)−g(x)]

∆x = (limes pro-
dukta je produkt limesa)

lim∆x→0
f(x+∆x)−f(x)

∆x lim∆x→0 g(x + ∆x) + f(x) lim∆x→0
g(x+∆x)−g(x)

∆x =

f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

Derivacija sinusa i kosinusa. Vrijedi:

(sinx)′ = cos x; (cos x)′ = − sinx

(derivacija sinusa je kosinus, a kosinusa minus sinus).

Primjer 4. (i) (x sinx)′ = x′ sinx + x(sinx)′ = sinx + x cos x.
(ii) (x cos x)′ = x′ cos x + x(cos x)′ = cos x + x(− sinx) = cos x− x sinx.

Uo£ite da, op¢enito, ne moºemo u izrazu za derivaciju funkcije pomo¢u
limesa, uvrstiti ∆x = 0, jer bismo dobili izraz 0

0 . Tu smo potesko¢u kod izvod-
jenja formule za derivaciju potencije uspjeli razrije²iti tako ²to smo u brojniku
izlu£ili ∆x, te pokratili ∆x u nazivniku. Nakon toga smo u limesu mogli uvrstiti
∆x = 0 i dobiti rezultat. Tako ne²to ne vrijedi op¢enito, tj. ne¢emo uvijek mo¢i
izlu£iti ∆x u brojniku. Na primjer, to ne¢emo mo¢i u£initi pri izvodu formula
za derivaciju sinusa, kosinusa, eksponencijalne funkcije. Zato ¢emo trebati neke
posebne, tkzv. zna£ajne limese.

Zna£ajni limes koji je potreban za izvod formule za derivaciju si-

nusa i kosinusa:

lim
t→0

sin t

t
= 1 (?)

(na ma ¢e biti potrebna ta formula u kojoj ¢e umjesto t biti ∆x). U istinitost
jednakosti uvjeravamo se uvr²tavanjem sve manjih vrijednosti t. Naravno, ta se
jednakost moqv ze i strogo matematiqv cki dokazati. Uo£ite da se taj limes ne
moºe dobiti pukim uvr²tavanjem t = 0 (jer se dobije 0

0 ).

Primjer 5. - neki limesi koji se izvode iz limt→0
sin t

t = 1
(i) limt→0

1−cos t
t2 = 1

2
(ii) limt→0

1−cos t
t = 0

Za (i) uo£imo da za cos t 6= −1 vrijedi:
1−cos t

t2 = 1−cos t
t2 · 1+cos t

1+cos t = 1−cos2 t
t2(1+cos t) = sin2 t

t2 · 1
1+cos t = ( sin t

t )2 · 1
1+cos t

Zato je
limt→0

1−cos t
t2 = limt→0( sin t

t )2 · 1
1+cos t = 12 · 1

1+1 = 1
2 .
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Tvrdnja (ii) izravno slijedi iz (i). Naime:
1−cos t

t = 1−cos t
t2 · t, pa je:

limt→0
1−cos t

t = limt→0
1−cos t

t2 · t = 1
2 · 0 = 0.

Za izvod derivacije sinusa i kosinusa potrebno je poznavati i adicijske formule
(ili formule za pretvaranje zbroja u produkt). Na primjer:

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

Izvod formule za derivaciju sinusa

(sinx)′ =

lim∆x→0
sin(x+∆x)−sin x

∆x = (adicijska formula za sinus)

lim∆x→0
sin x cos ∆x+cos x sin ∆x−sin x

∆x = (grupiranje 1. i 3. £lana)

lim∆x→0
sin x[cos ∆x−1]+cos x sin ∆x

∆x =

sinx lim∆x→0
[cos ∆x−1]

∆x + cos x lim∆x→0
sin ∆x

∆x =

sinx · 0 + cos x · 1 =

cos x.
Tu smo sinx, odnosno cos x izvukli ispred limesa jer ti izrazi ne ovise o ∆x, pa
se pona²aju kao konstante; takodjer smo iskoristili limes "sinus iks kroz iks", tj.
zna£ajni limes (?) i limes (ii) iz Primjera 5.
Formula za derivaciju kosinusa izvede se sli£no, samo se treba koristiti adicijska
formula za kosinus (ili formula za pretvaranje razlike kosinusa u produkt).

Primjer 6. - Jo² jedna primjena formule za derivaciju kvocijenta:

derivacija tangensa i kotangensa. Vrijedi

(tgx)′ =
1

cos2 x
, (ctgx)′ = − 1

sin2 x

Na primjer,

(tgx)′ = ( sin x
cos x )′ = (sin x)′ cos x−sin x(cos x)′

cos2 x = cos2 x+sin2 x
cos2 x = 1

cos2 x

Zna£ajni limes koji je potreban za izvod formule za derivaciju ek-

sponencijalne funkcije:

lim
t→0

et − 1
t

= 1 (??)

U taj se limes takodjer moºemo uvjeriti uvr²tavanjem sve manjih brojeva t
(dokaz ovdje ne provodimo). Uo£ite da se limes ne moºe dobiti pukim uvr²ta-
vanjem t = 0 (dobije se 0

0 ).
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Derivacija eksponencijalne funkcije:

(ex)′ = ex

(eksponencijalna funkcija s prirodnom bazom ne mijenja se pri deriviranju)
Izvod formule

(ex)′ = lim∆x→0
ex+∆x−ex

∆x = lim∆x→0
exe∆x−ex

∆x = lim∆x→0
ex[e∆x−1]

∆x = ex lim∆x→0
e∆x−1

∆x =
ex · 1 = ex.

V. Formula za derivaciju sloºene funkcije - derivacija kompozicije:

[f(g(x))]′ = f ′[g(x)] · g′(x)

Zapis bez argumenta x
V. (f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g) · g′

(uo£ite razliku izmedju znaka ◦ koji ozna£uje kompoziciju funkcija od znaka ·
koji ozna£uje mnoºenje(i katkad se ispu²ta).

Primjer 7. - jedna primjena formule za derivaciju sloºene funkcije:

[sin(ax)]′ = a · cos(ax), za svaki realan broj (konstantu) a.
Naime, prema formuli za derivaciju kompozicije, vrijedi:
[sin(ax)]′ = sin′(ax) · (ax)′ = cos(ax) · a = a · cos(ax).
Dakle [sin(2x)]′ = 2 cos(2x), a ne cos(2x) kako se na prvi pogled moºe u£initi.

Primjer 8. - jo² jedna primjena formule za derivaciju sloºene

funkcije - derivacija op¢e eksponencijalne funkcije:

(ax)′ = ax · ln a

Naime, iz ax = (eln a)x = eln a·x, dobijemo
(ax)′ = (eln a·x)′ = eln a·x · (ln a · x)′ = ax · ln a

VI. Vaºna primjena formule za derivaciju sloºene funkcije - formula

za derivaciju inverzne funkcije.

(f−1)′(x) =
1

f ′[f−1(x)]

Zapis bez argumenta x

(f−1)′ =
1

f ′ ◦ f−1

Izvod formule za derivaciju inverzne funkcije.

Iz f [f−1(x)] = x za sve x iz domene od f−1, deriviranjem dobijemo:
(f [f−1(x)])′ = 1, tj. f ′[f−1(x)]·(f−1)′(x) = 1, odakle se dobije traºena formula.

Primjena formule za derivaciju inverzne funkcije - derivacija loga-

ritamske funkcije i arkus funkcija
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1. (lnx)′ = 1
x ; (loga x)′ = 1

x·ln a
Naime, tu je f−1(x) := lnx pa je f(x) := ex, dakle f ′(x) = ex, takodje. Sad je:
(lnx)′ = 1

eln x = 1
x .

2. (Arcsinx)′ = 1√
1−x2 ; (Arccosx)′ = −(Arcsinx)′

Naime, ako je f−1 = Arcsin, onda je f = sin i f ′ = cos (ali na intervalu

[−π
2 , π

2 ]). Napomenimo da na tom intervalu vrijedi cos x =
√

1− sin2 x (jer je
tu kosinus pozitivan). Zato je sad
(Arcsinx)′ = 1

sin′(Arcsinx) = 1
cos(Arcsinx) = 1√

1−sin2(Arcsinx)
= 1√

1−[sin(Arcsinx)]2
=

1√
1−x2

Uo£ite da je desna strana u formuli za derivaciju arkussinusa de�nirana za
−1 < x < 1, ²to zna£i da funkcija nije derivabilna u rubovima (to se vidi
geometrijski tako ²to je tangenta na graf u rubnim to£kama usporedna s y-osi -
ima "beskona£an" koe�cijent smjera).

Tablica zna£ajnih integrala - treba znati napamet

1. (i) (xn)′ = nxn−1

- to vrijedi za sve realne eksponente, a ne samo za prirodne.

(ii) ( n
√

x)′ = 1

n
n√

xn−1 , specijalno

(
√

x)′ = 1
2
√

x

2. (sin)′ = cos
(cos)′ = − sin
(tg)′ = 1

cos2

(ctg)′ = − 1
sin2

3. (Arcsinx)′ = 1√
1−x2

(Arccosx)′ = − 1√
1−x2

(Arctgx)′ = 1
1+x2

(Arcctgx)′ = − 1
1+x2

4. (ex)′ = ex

(ax)′ = ax · ln a

5. (lnx)′ = 1
x

(loga x)′ = 1
x·ln a
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Lekcije iz Matematike 1.

13. Linearna aproksimacija
funkcije, kvadratna aproksimacija.

Taylorov red.

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se razmatra primjena derivacije za pribliºno ra£unanje vrijednosti
funkcija (linearna aproksimacija, kvadratna aproksimacija itd.), te razvoj u
beskona£ni (Taylorov) red vaºnih elementarnih funkcija.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Problem ra£unanja star je vi²e tisu¢a godina. Usporedno s razvojem teoret-
skih osnova ra£unanja ide tehnolo²ki razvoj pomagala za ra£unanje (danas su
to kalkulatori i kompjutori).
Izvodjenje osnovnih ra£unskih operacija relativno je jednostavno (iako i tu ima
pote²ko¢a), medjutim korjenovanje, a naro£ito logaritmiranje, ra£unanje vri-
jednosti eksponencijalnih i trigonometrijskih funkcija uglavnom su neizvedivi
(ukoliko ºelimo dobiti to£ne rezultate). Zato se pribjegava pribliºnom ra£u-
nanju.
Teoretski temelj pribliºnog ra£unanja vrijednosti funkcija (aproksimacija) jesu
derivacije, uz pomo¢ kojih se funkcija (na primjer sinus) pribliºno moºe pre-
do£iti u obliku polinoma (linearne funkcije, kvadratne funkcije itd.), pa se, um-
jesto ra£unanja vrijednosti (sinus) funkcije, ra£una vrijednost tog polinoma (²to
je u pravilu mogu¢e).

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam i geometrijsko zna£enje derivacije, osnovne el-
ementarne funkcije te njihove derivacije.
Za kvadratnu aproksimaciju i za aproksimacije vi²eg reda potreban je pojam
derivacije drugog reda i vi²eg reda.

Druga derivacija f ′′ funkcije f , je, prema de�niciji, derivacija prve derivacije,
dakle
f ′′ = (f ′)′

Tre¢a derivacija je derivacija druge derivacije itd:
f ′′′ := (f ′′)′

f IV := (f ′′′)′ itd.
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n-ta derivacija pi²e se kao f (n).

Na primjer, ako je f(x) := sinx, onda je:
f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cos x, f IV (x) = sin x itd.

IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Linearna aproksimacija

1. Analiti£ki pristup. Iz formule za derivaciju:

f ′(x0) := lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

vidi se da je

f ′(x0) ≈
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

(izbacili smo limes, ali smo umjesto znaka jednakosti stavili znak pribliºne jed-
nakosti; tu pretpostavljamo da je ∆x relativno malen - blizu nule; lijeva je
strana to bliºe desnoj ²to je ∆x manje),
²to se moºe zapisati i ovako:

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0) ·∆x

To je formula za linearnu aproksimaciju funkcije f oko x0.
Dio f ′(x0) ·∆x je pribliºni prirast funkcije f kad se argument mijenja od x0

do x0 + ∆x.

Alternativni zapis formule za linearnu aproksimaciju

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0) · (x− x0)

(lijevo je neka bilo koja elementarna funkcija, a desno linearna)

Tu formulu dobijemo tako da u originalnu stavimo x umjesto x0 + ∆x,
odnosno, dosljedno tome, x−x0 umjesto ∆x. Kra¢e: x = x0+∆x, ∆x = x−x0.
Uo£ite (sl.1.), ako se ∆x mijenja oko nule (na primjer ako je −ε < ∆x < ε),
onda se x, tj. x0 + ∆x mijenja oko x0, preciznije: x0 − ε < x < x0 + ε.

2



Vaºnost formule za linearnu aproksimaciju
Iz formule vidimo sljede¢e:
Ako znademo f(x0) i f ′(x0) onda ¢emo, mijenjaju¢i ∆x oko nule, mo¢i pribliºno
odrediti vrijednosti funkcije f oko x0. Razlika izmedju stvarne vrijednosti (koju
u pravilu ne znamo) i pribliºne vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom
(koju znamo), zove se pogrje²ka linearne aproksimacije. Kra¢e:
Pogrje²ka=Stvarna vrijednost - Pribliºna vrijednost
To ilustriramo na primjeru.

Primjer 1. Ne koriste¢i kalkulator (ili neko drugo pomagalo) pribliºno
izra£unajmo

√
98,
√

99,
√

100,
√

101,
√

102.

Tu je f(x) :=
√

x, f ′(x) = 1
2
√

x
, pa vidimo da je dobro uzeti x0 := 100, jer

je
f(100) =

√
100 = 10 i

f ′(100) = 1
2·
√

100
= 0.05

Da pribliºno odredimo
√

101 treba u formulu za linearnu aproksimaciju uvrstiti
∆x = 1:

√
101 ≈ 10 + 0.05 · 1 = 10.05

Mijenjaju¢i ∆x (da bude redom −2,−1, 0, 1, 2 dobijemo sljede¢u tablicu (u 2.
redku su odgovaraju¢e vrijednosti dobivene kalkulatorom, zaokruºene na 6 dec-
imala, u 3. su pribliºne vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom, a u 4.
je pogrje²ka aproksimacije tj. razlika podatka 2. i 3. redka - to je, u stvarnosti,
pribliºna pogrje²ka jer smo podatke 2. redka dobili zaokruºivanjem).

Sluºimo se formulom:

√
100 + ∆x ≈ 10 + 0.05∆x

a moºemo i formulom √
x ≈ 10 + 0.05(x− 100)

u kojoj redom stavljamo x = 98, 99, 100, 101, 102 (jasno je da smo mogli desnu
stranu srediti i dobiti

√
x ≈ 0.05x + 5)
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Uo£imo sljede¢e:
(i) Za manji ∆x (po apsolutnoj vrijednosti), aproksimacija je bolja, a za ∆x = 0
dobijemo to£nu vrijednost, ²to vrijedi op¢enito.
(ii) Vrijednosti dobivene linearnom aproksimacijom (u ovom primjeru) ve¢e su
od stvarnih.
(iii) Za pozitivne ∆x aproksimacija je bolja od odgovaraju¢ih negativnih (u
ovom primjeru).
Poku²ajte objasniti te £injenice.

2. Geometrijski pristup - geometrijska interpretacija formule za
linearnu aproksimaciju (sl.2)

Geometrijski, linearna se aproksimacija temelji na intuitivno jasnu na£elu
da se od svih pravaca koji prolaze to£kom (x0, f(x0)), grafu funkcije f najbolje
"priljubljuje" tangenta u toj to£ki na graf.

Primjer 2. Geometrijski predo£imo i objasnimo Primjer 1.

Na sl.3. vidimo da je tangenta na graf funkcije f(x) :=
√

x u to£ki grafa
(100, 10) iznad grafa. Pri linearnoj aproksimaciji o£itavamo vrijednosti ordinata
na tangenti (²to su pribliºne vrijednosti) , a ne na grafu funkcije (²to su stvarne
vrijednosti). Sad moºemo pojasniti (i), (ii) i (iii) iz Primjera 1.
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(i) Za manje ∆x (po apsolutnoj vrijednosti) aproksimacije su bolje jer su
pogrje²ke aproksimacije manje (tangenta je bliºe grafu).
(ii) pribliºne su vrijednosti ve¢e od stvarnih jer je tangenta iznad grafa (tj. jer
je f konkavna funkcija).
(iii) Pogrje²ke aproksimacije manje su za pozitivne ∆x jer je f oko x0 = 10 ima
usporeni rast (tj. rastu¢a je i konkavna).
Op¢enita veza izmedju pogrje²ke linearne aproksimacije s jedne strane i rasta,
pada, konveksnosti i konkavnosti, s druge strane, predo£ena je na sl.4.

Kvadratna aproksimacija.

Kod linearne aproksimacije funkcije f oko x0 imali smo sljede¢e:
1. funkciju f i realan broj x0 oko kojega je f de�nirana.
2. linearnu funkciju g(x) := f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
Funkciju f oko x0 aproksimirali smo linearnom funkcijom g, tj.
f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0). Uo£imo ovo:
(0) g(x0) = f(x0) i
(1) g′(x0) = f ′(x0)
tj. f i g imaju jednake vrijednosti u x0 i jednake vrijednosti derivacija u x0.
Naime,
g(x0) = f(x0) + f ′(x0)(x0 − x0) = f(x0) + 0 = f(x0) i
g′(x) := 0 + f ′(x0) · 1 = f ′(x0) za sve x, pa i za x = x0.

Uo£avamo da je "razumno" de�nirati kvadratnu aproksimaciju funkcije
f oko x0 kao kvadratnu funkciju h koja u x0 ima jednake vrijednosti i jednake
1. derivacije i jednake 2. derivacije kao i f , tj. za koju vrijedi:
(0) h(x0) = f(x0) i
(1) h′(x0) = f ′(x0) i
(2) h′′(x0) = f ′′(x0)

Da bismo odredili h, u ovisnosti o f i x0, napi²imo je po potencijama od
x− x0, tj.

h(x) := c + b(x− x0) + a(x− x0)2

Treba odrediti koe�cijente a, b, c.
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Vidimo da je:
h′(x) = b + 2a(x− x0) i h′′(x) = 2a. Zato je
h(x0) = c i h′(x0) = b i h′′(x0) = 2a
Uvr²tavanjem u (0), (1), (2), dobijemo:

c = f(x0) i b = f ′(x0) i a = f ′′(x0)
2

Zato je h(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)
2 (x− x0)2, tj.

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2

To je formula za kvadratnu aproksimaciju funkcije f u x0.
Vidimo da je linearni dio desne strane jednak onome kod linearne aproksimacije,
pa se ta formula moºe smatrati korekcijom linearne: dodan je kvadratni £lan
f ′′(x0)

2 (x− x0)2.
Formulu moºemo zapisati i pomo¢u ∆x zamjenom x = x0 + ∆x i x− x0 = ∆x.

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x +
f ′′(x0)

2
(∆x)2

Geometrijska interpretacija kvadratne aproksimacije (sl.5).
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Primjer 3. Pomo¢u kvadratne aproksimacije pribliºno izra£unajmo√
98,
√

99,
√

100,
√

101,
√

102. Rezultate usporedimo s Primjerom 1. gdje smo
koristili linearnu aproksimaciju.

Aproksimacije vi²eg reda.

Analogno linearnoj aproksimaciji (aproksimacijama 1. i 2. reda) de�niramo
kubnu aproksimaciju (aproksimaciju 3. reda) i, op¢enito, aproksimaciju n-
tog reda.
Prisjetimo se faktorijela: n! = 1 · 2 · ... · n,
posebno: 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6 i, prema dogovoru 0! = 0

Kubna aproksimacija

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 +

f ′′′(x0)
3!

(x− x0)3

ili, u drugom zapisu

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x +
f ′′(x0)

2!
(∆x)2 +

f ′′′(x0)
3!

(∆x)3

Aproksimacija n-tog reda.

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ... +

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

ili, u drugom zapisu

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x +
f ′′(x0)

2!
(∆x)2 + ... +

f (n)(x0)
n!

(∆x)n

Primjer 4. - aproksimacija eksponencijalne funkcije oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do £etvrtog reda eksponencijalne funkcije oko nule.
(b) pribliºno izra£unajmo broj e.
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Aproksimacija ¢e biti po potencijama od x (jer je x0 = 0).
(a) Tu je f(x) := ex i x0 = 0, pa je f(0) = e0 = 1 i f (n)(0) = 1 za sve n. Zato je:

(0) Nulta aproksimacija: ex ≈ 1
(1) Linearna aproksimacija: ex ≈ 1 + x

(2) Kvadratna aproksimacija: ex ≈ 1 + x + x2

2

(3) Kubna aproksimacija: ex ≈ 1 + x + x2

2 + x3

6

(3) Aproksimacija 4. reda: ex ≈ 1 + x + x2

2 + x3

6 + x4

24

(3) Aproksimacija n-tog reda:

ex ≈ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ ... +

xn

n!

(b) Iskoristit ¢emo (a) i £injenicu da je e = e1 pa u formule za aproksimaciju
stavljamo x = 1. Napomenimo da je (kalkulator):

e ≈ 2.72

(zaokruºeno na 2 decimale).

(0) Nulta aproksimacija: e ≈ 1 (lo²e)
(1) Linearna aproksimacija: e ≈ 1 + 1 = 2 (bolje, ali i dalje lo²e)
(2) Kvadratna aproksimacija: e ≈ 1+1+ 1

2 = 2.5 (jo² bolje, ali i dalje lo²e)
(3) Kubna aproksimacija: ex ≈ 1 + 1 + 1

2 + 1
6 = 8

3 = 2.666... (blizu, ali bi
moglo bliºe)
(3) Aproksimacija 4. reda: ex ≈ 1+1+ 1

2 + 1
6 + 1

24 = 65
24 ≈ 2.71 (zaokruºeno

na dvije decimale - to£no na jednu decimalu)

Primjer 5. - aproksimacija sinusa i kosinusa oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do £etvrtog reda funkcije kosinus oko nule.
(a) Odredimo aproksimacije do £etvrtog reda funkcije sinus oko nule.

(a) Tu je f(x) := cos x, f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cos x, f ′′′(x) = sinx,
f IV (x) = cos x, pa je :
f(0) = cos 0 = 1, f ′(0) = − sin 0 = 0, f ′′(0) = − cos 0 = −1, f ′′′(0) = sin 0 = 0,
f IV (0) = cos 0 = 1.
Zato je
(0) Nulta aproksimacija: cos x ≈ 1
(1) Linearna aproksimacija: cos x ≈ 1 (kao i linearna)

(2) Kvadratna aproksimacija: cos x ≈ 1− x2

2 (sl.6).
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(3) Kubna aproksimacija: (kao i kvadratna)

(4) Aproksimacija 4. reda: cos x ≈ 1− x2

2! + x4

4!

(b) Tu je f(x) := sin x, f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cos x,
f IV (x) = sin x, pa je
f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cos 0 = 1, f ′′(x) = − sin 0 = 0, f ′′′(x) = − cos 0 = −1,
f IV (0) = sin 0 = 0. Zato je

(0) Nulta aproksimacija: sinx ≈ 0
(1) Linearna aproksimacija: sinx ≈ x
(2) Kvadratna aproksimacija: sin ≈ x (kao i linearna)

(3) Kubna aproksimacija: sinx ≈ x− x3

3! (sl.7).
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(4) Aproksimacija 4. reda: Isto kao i za kubnu.

Taylorov red - razvoj funkcije.

Sjetimo se aproksimacije n-tog reda (elementarne) funkcije f oko x0:

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ... +

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

Tu je na lijevoj strani neka elementarna funkcija f , a na desnoj polinom n-tog
stupnja napisan po potencijama od x − x0. Lijeva je strana to bliºe desnoj
²to je x bliºe x0 (za x relativno blizu x0). Takodjer, za �ksirani x blizu x0,
lijeva je strana to bliºa desnoj ²to je stupanj n ve¢i. Ako n pustimo da ide u
beskona£nost, dobit ¢emo jednakost

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 +

f ′′′(x0)
3!

(x− x0)3 + ...

(tri to£kice ozna£uju da se zbrajanje nastavlja prema istom pravilu i nikad ne
prestaje).
To je Taylorov razvoj funkcije f oko x0 (to£nije, Taylorov razvoj je desna
strana).
Tu je umjesto pribliºne vrijednosti stavljena jednakost, ali je zato umjesto kon-
a£nog reda (polinoma), sad na desnoj strani beskona£an red ("polinom beskon-
a£na stupnja u potencijama od x− x0) ").

Za koje x vrijedi jednakost u Taylorovu razvoju?
Jednakost u Taylorovu razvojumoºe, ali ne mora vrijediti za sve x iz podru£ja
de�nicije funkcije f . Skup svih x za koje jednakost vrijedi zove se podru£je
konvergencije reda - razvoja.
Na primjer, za eksponencijalnu funkciju, sinus i kosinus, podru£je konvergencije
je skup svih realnih brojeva R:
Dakle, sljede¢e jednakosti vrijede za sve x:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ ...

Kra¢e, ex =
∑∞

n=0
xn

n!

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− ...

Kra¢e, sinx =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)!

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− ...

Kra¢e, cos x =
∑∞

n=0(−1)n x2n

(2n)!

Da podru£je konvergencije moºe biti manje od domene pokazuju sljede¢i
primjeri.
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Primjer 6. - geometrijski red - vrlo vaºan red.
Odredimo Taylorov red funkcije f(x) := 1

1−x oko nule.

Postupaju¢i kao i prije, dobijemo:
1

1−x = 1 + x + x2 + x3 + ....
Red na desnoj strani zove se geometrijski red. Ta se jednakost obi£no pi²e
tako da lijevo bude geometrijski red, zato ²to je to kompliciraniji dio formule:

1 + x + x2 + x3 + ... =
1

1− x

Ta se formula £esto zove: zbroj geometrijskog reda. Formula vrijedi za
−1 < x < 1, tj. interval < −1, 1 > je podru£je konvergencije, a kako je on
simetri£an s obzirom na ishodi²te, broj 1 se zove radijus konvergencije.
Provjerimo formalno jednakost. Mnoºenjem s 1 − x, vidimo da bi trebalo biti:
(1− x)(1 + x + x2 + x3 + ...) = 1. Zaista,

(1− x)(1 + x + x2 + x3 + ...) =
(1 + x + x2 + x3 + ...)− x(1 + x + x2 + x3 + ...) =
(1 + x + x2 + x3 + ...)− (x + x2 + x3 + ...) = 1.
Za²to jednakost ne vrijedi za sve x iako "izgleda" da smo ga provjerili
za sve x?.
Uo£ite da smo pri "provjeri" koristili distribuciju mnoºenja prema beskona£nom
zbroju, medjutim takvo pravilo op¢enito vrijedi samo za kona£an zbroj.

Primjer 7. geometrijski red - nastavak.
Uvrstimo redom umjesto x brojeve 2, 1, 0, 1

2 , ,− 1
2 , 2,−1 u formulu za zbroj geometri-

jskog reda i provjerimo smisao.

Uo£imo, na po£etku:
1. U 1

1−x moºemo uvrstiti sve x osim x = 1 (jer se tada pojavi nula u nazivniku).

2. Pri uvr²tavanju u 1+x+x2 +x3 + ... moºe nastati problem jer treba zbrojiti
beskona£no mnogo brojeva.

x = 2, dobijemo: 1+2+22 +23 + ... = 1
1−2 , ²to nema smisla jer lijeva strana

ide u +∞, a desna je −1. Zato 2 nije u podru£ju konvergencije.

x = 1, dobijemo 1 + 1 + 12 + 13 + ... = 1
1−1 , ²to nema smisla jer lijeva

strana ide u +∞ (²to nije broj), a desna nije de�nirana. Zato 1 nije u podru£ju
konvergencije.
To se ipak malo razlikuje od prehodnog slu£aja jer netko moºe interpretirati 1

0
kao +∞, pa s obje strane jednakosti imamo +∞ (problem je ²to to nije broj).

x = 0, dobijemo 1 + 0 + 02 + 03 + ... = 1
1−0 , ²to je istinito (beskona£na je

suma postala kona£na). Zato je 0 u podru£ju konvergencije.

x = 1
2 , dobijemo 1 + 1

2 + 1
22 + 1

23 + ... = 1
1− 1

2
= 2

To je istinita jednakost, jer zbrajaju¢i £lan po £lan vidimo (sl.8):
1 + 1

2 = 3
2 = 2− 1

2
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1 + 1
2 + 1

22 = 7
4 = 2− 1

4
1 + 1

2 + 1
22 + 1

23 = 15
8 = 2− 1

8

Op¢enito:
1 + 1

2 + 1
22 + ... + 1

2n = 2− 1
2n

pa lijeva strana teºi u 2 kad n teºi u +∞. To se pi²e ovako:
1 + 1

2 + 1
22 + 1

23 + ... =:
limn→∞(1 + 1

2 + 1
22 + ... + 1

2n ) =
limn→∞(2− 1

2n ) =
2− 0 = 2.

x = − 1
2 , dobijemo 1− 1

2 + 1
22 + 1

23 − ... = 1
1−(− 1

2
) = 2

3

To je istinita jednakost, u ²to se moºemo uvjeriti zbrajaju¢i £lan po £lan:

1− 1
2 = 1

2 = 2
3 −

1
6

1− 1
2 + 1

4 = 3
4 = 2

3 + 1
12

1− 1
2 + 1

4 −
1
8 = 5

8 = 2
3 −

1
24

1− 1
2 + 1

4 −
1
8 + 1

16 = 11
16 = 2

3 + 1
48

Sad uo£avamo pravilo (mogli bismo ga i op¢enito zapisati) i vidimo da se zbra-
jaju¢i sve vi²e £lanova pribliºavamo prema 2

3 , malo s lijeva, malo s desna.

x = −2, dobijemo 1 + (−2) + (−2)2 + (−2)3 + ... = 1
1−(−2) , tj.

1− 2 + 4− 8 + 16− ... = 1
3

²to nije istinito, jer se zbrajanjem sve vi²e £lanova, redom dobivaju brojevi:
1,−1, 3,−5, 9,−23, 41,−... ²to se ne pribliºava ni prema jednom broju (nema
limesa). Zato −2 nije u podru£ju konvergencije.

x = −1, dobijemo 1 + (−1) + (−1)2 + (−1)3 + ... = 1
1−(−1) , tj.

1− 1 + 1− 1 + 1− ... = 1
2
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²to nije istinito, jer se zbrajanjem sve vi²e £lanova, redom dobivaju brojevi:
1, 0, 1, 0, 1, ... ²to se ne pribliºava ni prema jednom broju (nema limesa). Zato
−1 nije u podru£ju konvergencije.
Napomenimo da i uvoj nekorektnoj jednakosti postoji neki "prikriveni smisao".
Naime, pri zbrajanju, £lan po £lan, dobijaju se ravnopravno brojevi 1 i 0, ²to
je, u prosjeku 1

2 .

Kako se op¢enito dokazuje da je podru£je konvergencije geometri-
jskog reda interval < −1, 1 > i kako se izvodi formula?

Koriste¢i formulu za zbroj kona£nog geometrijskog reda:

1 + x + x2 + ... + xn =
1

1− x
− xn+1

1− x
, x 6= 1

lako se vidi da geometrijski red ima smisla samo za −1 < x < 1 i da mu je zbroj
1

1−x (jer se za −1 < x < 1 potencija xn+1 smanjuje sve vi²e (po apsolutnoj
vrijednosti) i teºi k nuli).

Primjer 8. - Taylorov razvoj logaritamske funkcije.

Logaritamska funkcija nije de�nirana u nuli pa nema razvoja oko nule. Raz-
motrit ¢emo, stoga, razvoj oko x0 = 1. Imamo:
f(x) := lnx, f ′(x) = 1

x , f ′′(x) = − 1
x2 , f ′′′(x) = 1·2

x3 , f IV (x) = − 3!
x4 i, op¢enito

f (n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!
xn

Zato je f(1) = ln 1 = 0, f ′(1) = 1
1 = 1, f ′′(1) = − 1

12 = −1, f ′′′(1) = 1·2
13 =

2!, f IV (1) = − 3!
14 = −3! i, op¢enito

f (n)(1) = (−1)n−1 (n− 1)!
1n

= (−1)n−1(n− 1)!

Odavde dobijemo
lnx = (x− 1)− 1

2! (x− 1)2 + 2!
3! (x− 1)3 − 3!

4! (x− 1)4 + ...

= (x− 1)− (x−1)2

2 + (x−1)3

3 − (x−1)4

4 + ...
ili, kra¢e

lnx =
∞∑

n=1

(−1)n−1 (x− 1)n

n

Moºe se pokazati da je podru£je konvergencije reda za 0 < x ≤ 2.
Vidimo da je to za 1 lijevo i desno od sredine intervala, pa broj 1 zovemo radijus
konvergencije (sl.9.).
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Primjer 9. Bez kori²tenja kalkulatora (ili nekog drugog pomagala) pribliºno
izra£unajmo ln 2.

Uvrstimo x = 2 u formulu za razvoj logaritamske funkcije oko 1. Dobijemo

ln 2 = 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ ...

Uo£avamo da nam je potrebno zbrojiti mnogo £lanova (to je zato ²to je red al-
ternativan - izmjenjuju mu se predznaci), kaºemo da sporo konvergira.
Koriste¢i se svojstvima logaritamske funkcije to moºemo izbje¢i ovako:

ln(
1
2
) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 (−1)n( 1
2 )n

n
=

∞∑
n=1

(−1)2n−1 1
n · 2n

= −
∞∑

n=1

1
n · 2n

Sad, koriste¢i da je ln 1
2 = ln 1− ln 2 = − ln 2, dobijemo

ln 2 =
1

1 · 2
+

1
2 · 4

+
1

3 · 8
+

1
4 · 16

+ ... ≈ 1
2

+
1
8

+
1
24

+
1
64

+
1

160
=

661
960

Dakle, zbrajanjem prvih 5 £lanova, dobili smo ln 2 ≈ 0.69, ²to je to£no na dvije
decimale. S prvih 5 £lanova alternativnog reda dobili bismo puno slabije:
ln 2 ≈ 1− 1

2 + 1
3 −

1
4 + 1

5 = 47
60 ≈ 0.78

Uo£ite da je ovdje podru£je konvergencije poluzatvoreni interval, za ra-
zliku od geometrijskog reda, gdje je to bio otvoreni interval. Napomenimo,
ipak, da uvr²tavanje x = 0 u razvoj logaritamske funkcije oko 1 nije bez ikakva
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smisla. Naime, dobije se:

ln 0 = −(1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ ...)

Red

1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ ...

zove harmonijski red i nije te²ko pokazati da je njegova suma +∞, pa gornja
jednakost postaje ln 0 = −∞, ²to matemati£ki nije potpuno korektno (jer u toj
jednakosti ne sudjeluju brojevi), medjutim, ta je "jednakost" odraz istinite £in-
jenice da se vrijednosti ln funkcije pribliºavaju −∞ kad se vrijednosti argumenta
pribliºavaju k 0, tj.

lim
x→0

lnx = −∞

Taylorov red za logaritamsku funkciju £esto se pi²e tako da se umjesto x
stavi x + 1, odnosno umjesto x − 1 stavi x. Tako dobijemo Taylorov red oko
nule:
ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 − ..., ili, kra¢e

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 xn

n

koji konvergira za −1 < x ≤ 1 (sl.10.).
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Lekcije iz Matematike 1.

14. Pad, rast, lokalni ekstremi,
konveksnost, konkavnost, to£ke
in�eksije i njihovo �zikalno

zna£enje.

I. Naslov i obja²njenje naslova

U lekciji se daju kriteriji pomo¢u derivacija za rast i pad funkcije, lokalne
ekstreme (to£ke prijelaza iz rasta u pad i obratno), konveksnost i konkavnost,
to£ke in�eksije (to£ke prijelaza iz konveksnosti u konkavnost i obratno). Ti su
kriteriji prirodni, jer derivacije imaju jasna �zikalna zna£enja: prva derivacija
zna£enje brzine, a druga zna£enje ubrzanja.

II. Pripadni inºenjerski odnosno matemati£ki problem

Osnovna pitanja koja se mogu postaviti o pona²anju neke funkcije jesu:
1. Raste li ili pada funkcija oko neke vrijednosti argumenta?
2. Postiºe li funkcija svoju najve¢u ili najmanju vrijednost za neku vrijednost
argumenta?
3. Je li funkcija konveksna ili konkavna oko neke vrijednosti argumenta?
4. Ima li funkcija in�eksiju za neku vrijednost argumenta (tj. mijenja li kon-
veksnost i konkavnost pri prolazu argumenta kroz tu vrijednost)?

U svim ovim pitanjima govorimo o pona²anju funkcije oko neke vrijed-
nosti argumenta, recimo x0, ²to zna£i "malo lijevo, malo desno" od x0. To
zna£i da trebamo odgovoriti na pitanje za beskona£no mnogo vrijednosti argu-
menta, ²to je nemogu¢e ako to bukvalno shvatimo. Matemati£ki se taj problem
rje²ava tako da se gledaju vrijednosti samo u x0, ali ne samo vrijednosti funkcije
ve¢ i vrijednosti njenih derivacija u x0. U ve¢ini slu£ajeva, gornja £etiri prob-
lema rije²it ¢emo samo iz poznavanja vrijednosti prve i druge derivacije
funkcije u x0.
Op¢enito, £etiri gornja problema svode se na rje²avanje jednadºba i nejednaºba.

Ova £etiri pitanja o funkcijama imaju veliku vaºnost u inºenjerstvu pri
prou£avanju, pra¢enju i opisivanju veze medju dvjema veli£inama u nekom pro-
cesu, reakciji. Na primjer ako razmatramo vrijednost neke veli£ine y nastale u
nekom procesu, u ovisnosti o vremenu t, onda ova pitanja imaju sljede¢u inter-
pretaciju:
1. Pove¢ava li se ili smanjuje vrijednost veli£ine y u nekom vremenskom inter-
valu oko trenutka t0?
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2. Je li vrijednost veli£ine y maksimalna ili minimalna u nekom trenutku t0?
3. Raste li ubrzano ili usporeno vrijednost veli£ine y, u nekom vremenskom
intervalu oko t0 (ako raste, i sli£no pitanje ako vrijednost od y pada) ?
4. Prelazi li promjena veli£ine y u nekom trenutku od ubrzanja na usporenje i
obratno?

III. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam i interpretaciju derivacije funkcija (naro£ito
prvu i drugu). Takodjer je vaºna jasna predoºba o pona²anju kvadratne funkcije.

Ponovimo potrebne de�nicije i £injenice:

1. Rast i pad funkcije.
Kaºemo da je funkcija rastu¢a ako se s pove¢avanjem vrijednosti argumenta
pove¢avaju i vrijednosti funkcije.
Geometrijski, to zna£i da se graf funkcije, gledaju¢i od lijeva na desno, uspinje
(raste) (sl.1.).

Kaºemo da je funkcija padaju¢a ako se s pove¢avanjem vrijednosti argumenta
vrijednosti funkcije smanjuju.
Geometrijski, to zna£i da se graf funkcije, gledaju¢i od lijeva na desno, spu²ta
(pada) (sl.2.).
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2. Lokalni ekstremi funkcije - lokalni maksimum, lokalni minimum.
Kaºemo da je x0 to£ka lokalnog maksimuma funkcije f (ili da f u x0 postiºe
lokalni maksimum) ako je f(x0) najve¢a vrijednost funkcije f na nekom (otvorenom)
intervalu oko x0 (tj. malo lijevo, malo desno od x0). Ako je tako onda se f(x0)
zove lokalni maksimum. Netko tada i to£ku (x0, f(x0)) zove to£kom lokalnog
maksimuma (sl.3.).

Kaºemo da je x0 to£ka lokalnog minimuma funkcije f (ili da f u x0 postiºe
lokalni minimum) ako je f(x0) najmanja vrijednost funkcije f na nekom (otvorenom)
intervalu oko x0 (tj. malo lijevo, malo desno od x0). Ako je tako onda se f(x0)
zove lokalni minimum. Netko tada i to£ku (x0, f(x0)) zove to£kom lokalnog
minimuma (sl.4.).

Kaºemo da je x0 to£ka lokalnog ekstrema funkcije f (ili da f u x0 ima lokalni
ekstrem) ako je x0 to£ka lokalnog maksimuma ili lokalnog minimuma funkcije f .
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3. Interval rasta (pada) funkcije f je svaki interval unutar domene
funkcije na kojemu funkcije raste (pada) (sl.5.).

4. Vaºna interpretacija lokalnih ekstrema pomo¢u intervala (po-
dru£ja) rasta odnosno pada.
Funkcija f postiºe lokalni maksimum u x0 ako, pri prolazu argumenta kroz x0,
funkcija iz podru£ja rasta prelazi u podru£je pada (tj. ako malo lijevo od x0

funkcija raste, a malo desno, pada).

Funkcija f postiºe lokalni minimum u x0 ako, pri prolazu argumenta kroz
x0, funkcija iz podru£ja pada prelazi u podru£je rasta (tj. ako malo lijevo od
x0 funkcija pada, a malo desno, raste).

5. Konveksnost i konkavnost funkcije.
Kaºemo da je f konveksna u x0 ako je tangenta na graf u to£ki (x0, f(x0)) ispod
grafa (potpuno ili na jednom dijelu oko te to£ke) (sl.6.).
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To je geometrijska de�nicija, postoji i analiti£ka, ali je tu ne¢emo spominjati.
Kaºemo da je funkcija konveksna na nekom intervalu ako je ona konveksna u
svakoj to£ki tog intervala.

Kaºemo da je f konkavna u x0 ako je tangenta na graf u to£ki (x0, f(x0))
iznad grafa (potpuno ili na jednom dijelu oko te to£ke) (sl.7.).

To je geometrijska de�nicija, postoji i analiti£ka, ali je tu ne¢emo spomin-
jati.
Kaºemo da je funkcija konkavna na nekom intervalu ako je ona konkavna u
svakoj to£ki tog intervala.

7. Vaºna interpretacija konveksnosti odnosno konkavnosti pomo¢u
rasta odnosno pada funkcije.
Funkcija f je konveksna ako ubrzano raste ili usporeno pada.
Funkcija f je konkavna ako usporeno raste ili ubrzano pada. (sl.8.).

8. To£ke in�eksije.
Kaºemo da je x0 to£ka in�eksije funkcije f ako pri prolazu argumenta kroz x0,
funkcija prelazi iz podru£ja konveksnosti u podru£je konkavnosti ili obratno.
Ako je tako, onda se to£ka (x0, f(x0)) zove to£ka in�eksije grafa. (sl.9).

Kriti£ne to£ke.
Kaºemo da je x0 kriti£na to£ka ako je ona to£ka lokalnog ekstrema ili to£ka
in�eksije.
Naziv ima jasno �zikalno zna£enje: u kriti£nim to£kama dolazi do bitnih prom-
jena u nekom procesu (primjerice, ako se neka veli£ina u procesu pove¢avala,
nakon kriti£ne to£ke po£inje se smanjivati, odnosno ako se ubrzano pove¢avala,
po£inje usporavati).
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IV. Nove de�nicije i tvrdnje s primjerima

Kriteriji rasta i pada.

Ako je f ′(x0) > 0, onda f raste oko x0 (sl.10.).

Obja²njenje. Postoji i strog, analiti£ki dokaz te tvrdnje, a mi ovdje dajemo
geometrijsko obja²njenje:
1. f ′(x0) je koe�cijent smjera tangente na graf funkcije f u (x0, f(x0)). Zato,
2. Ako je f ′(x0) > 0 onda je prikloni kut tangente ²iljast, tj. tangenta je ras-
tu¢a.
Zaklju£ak: funkcije f je rastu¢a oko x0.

Ako je f ′(x0) < 0, onda f pada oko x0. (sl.11.). Obja²njenje je analogno
onome za rast, samo ²to je tu prikloni kut tangente tup.
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Primjer 1. - primjena kriterija rasta i pada. Odredimo intervale rasta
i pada, i lokalne ekstreme funkcije f(x) := x3 − 3x, te skicirajmo graf.

Iako to nije nuºno, najprije odredimo nekoliko to£aka grafa, da bismo
dobili neku predoºbu o funkciji.
Podjimo od to£aka u kojima graf sije£e x-os,
tj. odredimo nulto£ke funkcije f ,
tj. rije²imo jednadºbu x3 − 3x = 0.
x(x2 − 3) = 0
pa su rje²enja x1 = −

√
3, x2 = 0, x3 =

√
3.

Ucrtavanjem jo² nekoliko to£aka, dobivamo grubu predodºbu o grafu funkcije
f (sl.12.).

Uo£avamo da bi f trebala imati to£ku lokalnog maksimuma xmax negdje
izmedju −

√
3 i 0, i to£ku lokalnog minimuma xmin negdje izmedju 0 i −

√
3.

Treba odrediti to£no xmax i xmin.

Tu je f ′(x) = 3x2−3. Odredimo podru£ja pada i rasta; podjimo od podru£ja
pada (jer je tu tako jednostavnije, ali mogli smo po¢i i od podru£ja rasta):
f ′(x) < 0
3x2 − 3 < 0
x2 < 1
−1 < x < 1.
Zaklju£ujemo:
1. Funkcija pada za −1 < x < 1, tj, < −1, 1 > je interval pada.
2. Funkcija raste za x < −1 i za x > 1, tj. < −∞,−1 > i < 1,+∞ > su inter-
vali rasta (uo£imo da smo ta dva intervala dobili izravno, kao komplementarne
otvorene intervale, intervalu pada).
3. (i) U x = −1 funkcija prelazi iz podru£ja rasta u podru£je pada, pa je
xmax = −1. Kako je f(−1) = 2, to£ka (−1, 2) je to£ka lokalnog maksimuma
grafa. To se obi£no zapisuje kao:

(xmax, ymax) = (−1, 2)

(ii) U x = 1 funkcija prelazi iz podru£ja pada u podru£je rasta, pa je xmin = 1.
Kako je f(1) = −2, to£ka (1,−2) je to£ka lokalnog minimuma grafa. To se
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obi£no zapisuje kao:
(xmin, ymin) = (1,−2)

Sad moºemo malo preciznije skicirati graf funkcije (sl.13.).

Napomenimo da jo² ne moºemo biti zadovoljni jer jo² uvijek neznamo to£no
podru£ja konveksnosti i konkavnosti, odnosno to£ke in�eksije (iako ih naziremo
otprilike).
Napomenimo takodjer, da smo podru£ja rasta i pada te lokalne ekstreme mogli
odrediti bez ikakva crtanja, dovoljno je bilo rije²iti nejednadºbu f ′(x) < 0 (ili
f ′(x) > 0).

Kriteriji konveksnosti i konkavnosti.

Ako je f ′′(x0) > 0, onda je f konveksna oko x0.
Obrazloºenje. Iako postoji i strogi analiti£ki dokaz, dat ¢emo geometrijsko
obrazloºenje (geometrijska interpretacija druge derivacije):
1. Ako je f ′′(x0) > 0 onda derivacija f ′ raste oko x0 (zbog kriterija rasta i zbog
toga ²to je f ′′ = (f ′)′). Mogu nastupiti sljede¢e mogu¢nosti:
(i) f raste oko x0, pa zato ubrzano raste (jer joj se derivacija pove¢ava), pa je
konveksna (sl.14(i)).
(ii) f pada oko x0, pa zato usporeno pada, pa je konveksna (sl.14(ii)).
(iii) f ima lokalni ekstrem u x0, pa zato taj ekstrem mora biti minimum, pa je
f opet konveksna. (sl.15.).
Dakle, ako je f ′′(x0) > 0, f je konveksna oko x0.

Ako je f ′′(x0) < 0, onda je f konkavna oko x0 (sl.16.).

Obrazloºenje. Analogno onome za konveksnost.
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Primjer 2. - Primjena kriterija konveksnosti i konkavnosti.
Skicirajmo graf funkcije f(x) := x3 − 3x.

Ve¢ smo u Primjeru 1. odredili nulto£ke, intervale rasta i pada i lokalne
ekstreme. Ostaje odrediti intervale konveksnosti i konkavnosti te to£ke in�eksije.
Tu je f(x) := x3 − 3x, f ′(x) = 3x2 − 3, f ′′(x) = 6x. Dakle:
f ′′(x) > 0
6x > 0
x > 0. Zato:
1. f je konveksna za x > 0
2. f je konkavna za x < 0
3. U x0 = 0 je to£ka in�eksije, jer u toj to£ki f prelazi iz podru£ja konkavnost
u podru£je konveksnosti.
Sad moºemo puno preciznije skicirati graf (sl.17).

Izravni kriteriji lokalnog ekstrema.

1. Nuºni uvjet lokalnog ekstrema.
Ako je u x0 lokalni ekstrem onda je f ′(x0) = 0, tj. tangenta u to£ki (x0, f(x0))
usporedna je s x-osi. (sl. 18.).

Obrazloºenje. Postoji i strog analiti£ki dokaz, a geometrijsko je obra-
zloºenje o£ito.
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Vaºna napomena. Uvjet f ′(x0) = 0 je nuºan, ali op¢enito, ne i dovoljan da
bi x0 bio lokalni ekstrem. To u praksi zna£i, da ako ºelimo odrediti sve lokalne
ekstreme neke funkcije, jedan od pristupa jest da rije²imo jednadºbu f ′(x) = 0.
Tada su lokalni ekstremi medju rje²enjima te jednadºbe, ali moºe se dogoditi
da neka rje²enja ne budu lokalni ekstremi ve¢ to£ke in�eksije.
To jasno vidimo na primjerima potencija f(x) = xn i £injenice da parne poten-
cije u x0 = 0 imaju minimum, a neparne (osim za eksponent 1) imaju tu to£ku
in�eksije (sl.19.). Uo£imo da je uvijek (za n > 1) f ′(0) = 0).

Dovoljni uvjeti lokalnog ekstrema.
(i). Ako je f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) > 0, onda je u x0 lokalni minimum.
(ii) Ako je f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) < 0, onda je u x0 lokalni maksimum.

Obrazloºenje. Iako postoji i strog analiti£ki dokaz, mi dajemo geometrijsko
obrazloºenje (sl. 20.).
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Primjer 3. - primjena kriterija nuºnog i dovoljnog uvjeta lokalnog
ekstrema
Odredimo lokalne ekstreme funkcije f(x) = x3 − 3x.

Napomenimo da smo ve¢ u Primjeru 1. pokazali, primjenom kriterija rasta
i pada, da je xmax = −1 i xmin = 1. Sad ¢emo to dobiti izravno iz kriterija
lokalnog ekstrema.
Tu je f(x) := x3 − 3x, f ′(x) = 3x2 − 3, f ′′(x) = 6x.
1. Nuºan uvjet lokalnog ekstrema: f ′(x) = 0.
3x2 − 3 = 0
x1 = −1, x2 = 1
2. Dovoljan uvjet lokalnog ekstrema:
f ′′(x1) = 6 · (−1) = −6 < 0 pa je u x = −1 lokalni maksimum.
f ′′(x2) = 6 · 1 = 6 > 0 pa je u x = 1 lokalni maksimum.

Poop¢enje kriterija lokalnog ekstrema
Ako je f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) = 0 onda je:
(i) ako je f ′′′(x0) 6= 0, onda je u x0 to£ka in�eksije.
(ii) ako je i f ′′′(x0) = 0 onda je:
(a) ako je f iv(x0) < 0, onda je u x0 lokalni maksimum
(b) ako je f iv(x0) > 0, onda je u x0 lokalni miniimum
(c) ako je f iv(x0) = 0, onda analogno treba gledati petu, odnosno ²estu derivaciju
itd.

Primjer 4. - Primjena pop¢enog kriterija.
Odredimo lokalne ekstreme funkcije f(x) = x5 − 5x3.

Tu je f ′(x) = 5x4 − 15x2, f ′′(x) = 20x3 − 30x, f ′′′(x) = 60x2 − 30.
1. f ′(x) = 0
5x4 − 5x2 = 0
x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1
Tu su mogu¢i lokalni ekstremi:

2. (i) f ′′(x1) = 20(−1)3−30(−1) = 10 > 0 pa je u x = −1 lokalni minimum.
(ii) 2. f ′′(x2) = 20 · 03 − 30 · 0 = 0 pa treba nastaviti s vi²im derivacijama:
f ′′′(x2) = 60 · 02 − 30 = −30 6= 0 pa je u x = 0 to£ka in�eksije.
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(iii) f ′′(x3) = 20 · 13 − 30 · 1 = −10 < 0 pa je u x = 1 lokalni maksimum.

Fizikalna zna£enja lokalnih ekstrema, druge derivacije i to£aka in-
�eksije.

Funkcijskom vezom y = f(x) opisano je kako se mijenja druga veli£ina y u
ovisnosti o promjeni prve veli£ine x. Zato:

1. f ′(x) je brzina kojom se mijenja y pri vrijednosti x prve veli£ine.

2. U lokalnim ekstremima brzina je jednaka nuli.

3. f ′′(x) je akceleracija promjene druge veli£ine pri vrijednosti x prve veli£ine
(to je zato ²to je f ′′ = (f ′)′, tj. f ′′ je brzina promjene brzine.

4. U to£kama in�eksije ubrzanje prelazi u usporenje i obratno.
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