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Problem povrSine - odredeni
integral. Leibniz-Newtonova
formula

Ralunat ¢emo odredeni integral funkcije f na intervalu [a,b], u oznaci jf F(x)dx,
te kasnije upoznati geometrijsku interpretaciju dobivenog rezultata. Brojeve a i b
zovemo redom donja, odnosno gornja granica integracije, a interval [a,b] interval
integracije. Potrebno je poznavati osnovna svojstva odredenog integrala integrabilne
funkcije f na intervalu [a,b] C Z(f):

(1) [9f(x)dx=0

@ Jy f)dx =~ ;' f(x)dx

B3) [Pef(x)dx=c [’ f(x)dx, gdje je ¢ konstanta

@ [P f(x)dx= [ f(x)dx+ [? f(x)dx za svaki c €< a,b >.
(5) [P f(x)dx > 0 ako je f(x) > 0 za svaki x € [a,b].

No, ostaje pitanje kako efektivno racunati neki odredeni integral? Ovdje se klju¢nom
pokazuje tzv. Newton-Leibnizova formula:

Ako je funkcija f integrabilna na intervalu [¢, )] i ima na tom intervalu prim-
itivnu funkciju F (funkciju takvu da je F/ = f), onda je

/a ! ) = F(b)— Fla).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skraéeno F(x)|2, pa Newton-Leibnizovu for-
mulu moZete pamtiti u ovom obliku:

b
| e =F,

Napomena: Znamo da je, prema definiciji, neodredeni integral funkcije f jednak
primitivnoj funkciji F, to¢nije Citavoj klasi primitivnih funkcija {F 4+ C|C € R}. Dakle,
dovoljno je naéi neodredeni integral funkcije f i potom odredeni integral izracunati kao
razliku vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj i donjoj granici integracije. Pritom je



vazno uvidjeti da ovaj racun ne ovisi o tome kojeg smo predstavnika klase primitivnih
funkcija izabrali. Naime, ako su Fj i F; dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu
[a,b], onda znamo da postoji realna konstanta C takva da je F» = F; +C, pa je

Filg=Fi(b) = Fi(a) = Fi(b) + C— (Fi(a) +C) = F2(b) — Fa(a) = F;.
Stoga se (radi jednostavnosti) kod racuna odredenog integrala zanemaruje aditivna
konstanta.

Primjer 1 IzraCunajte odredeni integral [ f3 (3x* — 1)dx.
Rjesenje: Koriste¢i Newton-Leibnizovu formulu ra¢unamo:

/ xfldx*/ 3x%dx — /ldxf

= —x)P 5 =5 -5-((—3)° —(=3)) = 120+ 24 = 144.

Odredeni integrali pozitivnih funkcija

Odredeni integral fab f(x)dx pozitivne funkcije f to¢no je jednak povrsini P ravninskog
podrucja omedenog grafom funkcije f, x—osiipravcimax=aix=>b.

Primjer 2
Izracunajte odredeni integral f; 4x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Znamo da je primitivna funkcija funkcije g(x) = x* dana s G(x) = % i tu ¢injenicu
uz svojsvto (3) i Newton-Leibnizovu formulu koristimo u ra¢unu:

3,3 ? 3 s 4\)3 _ 24 _Hd
/ 4idx = 4/ Pax=4- ()= (p =32 =65
2 2
Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle 65, bro-

jéano odgovara povrsini podru¢ja odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = 4x*, odozdo
x—osi, slijeva pravcem x = 2, a zdesna pravcem x = 3:
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Primjer 3
IzraCunajte || 12 (x> — 2x+3)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.



Rjesenje:

2 2 2 2
/(x2—2x—|—3)dx = /xzdx—Z/ xdx—|—3/ dx =
1 1 1 1
3 2

X X 7
= (g)ﬁ - 2(3”% +3x[f = 3
Broj % brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije f(x) =
x2 —2x+3, ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 3:

5

=N W s

Primjer 4
Izralunajte [; |x — 2|dx i geometrijski interpretirajte rezultat.

/03|x—2\dx = /()Zf(fo)der/;(xfz)dx:

2 2 5

X X
= —(5—2x)|%+(5—2x)|3 =5

Rjesenje:

Sto se geometrijske intrepretacije rezultata ti¢e, broj % odgovara povrsini podrucja

odozgo omedenog grafom funkcije f(x) = |x—2|, odozdo x—osi, slijeva pravcem x = 0
(dakle y—osi), a zdesna pravcem x = 3:

3
)
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Primjer 5 Izraunajte || 116 #dx i geometrijski interpretirajte dobiveni rezultat.



Rjesenje: Najprije raCunamo zadani integral:

16 16 16 16 16
/ x2—|—x4 —/ xzdx—i—/ —dx—/ x2dx—|—/ x4dx—
J1

X

:cfﬂﬂu%wﬁze¢h4ymﬁza¢ﬁ+«ﬁaf@¢h4vbz

4
=2-4+4.2-2—-4=16—-6=10.

Bol—
=

L3S}

Rezultat brojéano odgovara povrsini lika odozgo omedenog grafom funkcije

2 4
flx)== +" , ododzo x—osi, slijeva pravcem x = 1, a zdesna pravcem x = 16:

3t
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Zadatak 1 IzraCunajte i geometrijski interpretirajte sljedece odredene integrale:
(1) [} 2xdx
() ffz |x3|dx
(3) J{ Fdx
@) Jo sidx

(5) J |sin (2x)|dx

Odredeni integrali ostalih funkcija

Odredeni integral jf f(x)dx funkcije f koja na intervalu [a,b] ne poprima samo poz-
itivne vrijednosti jednak je razlici izmedu zbroja povrSina iznad osi x (a ispod grafa
funkcije f) i zbroja povrSina ispod osi x (a iznad grafa funkcije f). Najbolje da to
objasnimo na primjeru.

Primjer 6 Izralunajte odredeni integral | 32 x3dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje: Vidimo da je rezultat integracije nula:

2 B _ 24 (_2)4 _ _
[rae=ra=C)-(E) —amaz0



3

Nacrtajmo graf funkcije f(x) = x> na intervalu [—2,2]:

0.5 1 1.5 2

Vidimo da nulto¢ka funkcije f(x) = x3, tj. tocka x = 0 oznaCava prijelaz grafa
funkcije f iz donje u gornju poluravninu koordinatnog sustava. Integral f32x3dx
moZemo zapisati ovako:

2 0 2
/ x3dx:/ x3dx+/ dx.
-2 -2 0

Prvi integral s desne strane gornje jednakosti raCuna negativnu vrijednost povrsine po-
dru¢ja omedenog odozdo grafom funkcije f, odozgo s x—osi, slijeva pravcem x = —2,
a zdesna pravcem x = 0, dok drugi integral s desne strane gornje jednakosti racuna
povrsinu podruéja omedenog odozgo grafom funkcije f, odozdo s x—osi, slijeva pravcem
x =0, a zdesna pravcem x = 2. Ako prvu povr§inu odznac¢imo s Py, a drugu s P>, onda
zapravo vrijedi

2
/ x3dx:P| —Pz.
-2

Kako je ffz Xdx=0,toje P, — P, =0, tj. P, = P>, Zto je znog simetri¢nosti funkcije
f (ona je neparna, tj. simetricna obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava) i jasno.
Dakle, rezultat integracije ukazuje da su dvije povrSine sa slike medusobno jednake.

Primjer 7
Izralunajte odredeni integral [ Ez(x2 — 1)dx i geometrijski interpretirajte rezultat.
Rjesenje:
Racunamo:

3 x3 3 _n)\3 _
[ nar=(5 0P =G -3 - (Sh =6 (=%

Geometrijska interpretacija rezultata je sljedeca: rezultat integracije, dakle %, bro-
j¢ano odgovara Py — P, + P3, gdje je P; povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —2 a zdesna pravcem x = —1, P, povrSina podru¢ja omedenog slijeva pravcem
x = —1 a zdesna pravcem x = 1, te P3 povrSina podrucja omedenog slijeva pravcem
x =1 a zdesna pravcem x = 3. Sva tri podrucja su odozgo i odozdo omedena grafom
funkcije f(x) = x> — 1 te x—osi. Tocke x = —1 i x = 1 u kojima graf funkcije f prelazi
iz gornje u donju poluravninu koordinatnog sustava dobivamo rjeSavanjem jednadZbe
f(x) = x> —1 =0 (to su nultocke funkcije f).
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-2 -1 1 2 3
Ovaj rezultat smo dobili stoga Sto je
3 —1 1 3
/ (¥ — 1)dx = / (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx+/ (x* — 1)dx,
-2 -2 -1 1
gdje prvi integral s desne strane odgovara Py, drugi —P,, a treci P;.
Primjer 8 Izratunajte povr$inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = x> — 1,
x—osi te pravcima x = —2ix = 3.
Rjesenje: RjeSavanje ovog zadatka sli¢no je prethodnom, uz bitnu razliku da éemo

ukupnu povrSinu P = P; + P, + P; lika s gornje slike dobiti ako integral fil (x> —1)dx
ra¢unamo s negativnim predznakom. To znaci da je

P = /_;l(xz—l)dx—/_ll(xz—1)dx+/13(x2—1)d _
X3 X3 3
= (g—x)[é (?—x)| 1+(§—X)|1:
3 3
- (- -
3 13
G- -
33 13

Primjer 9 Izratunajte povr§inu podruja omedenog grafom funkcije f(x) = ¢* — 1,
x—osi te pravcima x = —2, x = 2.

Rjesenje: Najprije provjeravamo koje su nultocke funkcije f, tj. rjeSavamo jed-
nadzbu f(x) = 0:

f—1=0=¢e¢"=1=x=mhl=x=0.

Kako se x = 0 nalazi unutar intervala integracije [—2,2], jedan dio zadanog podrucja
integracije se nalazi ispod, a drugi iznad x—osi:



Vidimo sa slike da je (kako bismo izraCunali povrSinu P zadanog podrucja) potrebno
integral na intervalu [—2,0] raCunati s negativnim, a na intervali [0,2] s pozitivnim
predznakom:

0 2
P = —Lz(f—l)dx+/0(e—1)dx:
= (D) -V =
= [ @-0) = (2= (D) + [ -2)~ (" 0)) =
= —(1—e?=2)+(-2-1)=...=
= 4e -2,
Primjer 10

Izralunjte povr§inu podru¢ja omedenog grafom funkcije f(x) = (x—1)(x—2)(x—
3) i x—osi.

Rjesenje: Primijetimo da nisu zadane granice podrucja slijeva i zdesna, no to
nije niti potrebno, jer je podruc¢je u potpunosti odredeno zahtjevom iz teksta zadatka
(ogranicenost odozgo i odozdo). Naime, ocito su nultocke ove funkcije tocke x; = 1,
X2 =21x3 = 3. Analizom toka funkcije dobivamo sljedeci graf:

2

-1

-2

"o X

odakle je jasno da nije potrebno zadati granice slijeva i zdesna — one se "ocitaju" sa

slike.
Preciznije, vidimo da se podrucje sastoji od dva dijela: povrSina prvog ¢e se racu-



nati kao jlz (x—1)(x—2)(x—3)dx, a povrina drugog kao — j23 (x—1)(x—=2)(x—3)dx,
pa za ukupnu povrSinu P imamo

P

2 3
A]@—lxx—ZXX—ﬂdm—L(x—lﬂx—ZXx—SMx:

2 3
/ (x3—6x2+11x—6)dx—/ (x> —6x% + 11x — 6)dx =
1 2

4 2 4 2
X 11x X 11x
= (Z—Z)CS“FT_6x)|%—(z_2x3+7_6x)‘3:

Zadatak 2 IzraCunajte i interpretirajte geometrijski sljedece odredene integrale:

(1) J2,(2x—1)dx

2) [%( +x)dx

(3) [T, cosxdx
Zadatak 3 IzraCunajte povrSinu omedenu s x—osi, grafom funkcije f i pravcima x =a,
x = b ako je:

() f(x)=2—4x,a=0,b=2

Q) f(x)=—-x*>—x+2,a=—4,b=2

3) fx)=2"-2,a=-3,b=2

Zadatak 4 Izracunajte povrSinu omedenu s x—osi i grafom funkcije f ako je:
() fx) =|2x—1]=5
Q) f(x)=—-x*>—x+6
3) f(x)=(x+2)* (x—4)





